
Kurt  An�lush (2009-10) � Full�dia 8 kai 9

Par�dosh twn ask sewn twn FulladÐwn 7, 8 kai 9 wc thn Paraskeu  15 IanouarÐou 2010.

I. Full�dio 8

1. 'Estw f : Rn → R kurt  sun�rthsh, g : Rn → R koÐlh sun�rthsh kai èstw ìti f(x) ≤ g(x)
gia k�je x ∈ Rn. DeÐxte ìti up�rqei afinik  sun�rthsh h : Rn → R ¸ste f(x) ≤ h(x) ≤ g(x)
gia k�je x ∈ Rn.

2. 'Estw V mh kenì, anoiktì kurtì uposÔnolo tou Rn kai èstw f : V → R kurt  sun�rthsh.
DeÐxte ìti: an C eÐnai mh kenì, sumpagèc uposÔnolo tou V tìte h f eÐnai Lipschitz suneq c sto
C.

3. 'Estw C mh kenì, anoiktì kurtì uposÔnolo tou Rn kai èstw f : C → R.

(a) Upojètoume ìti h f èqei suneqeÐc merikèc parag¸gouc. DeÐxte ìti h f eÐnai kurt  an kai mìno
an

〈∇f(x)−∇f(y), x− y〉 ≥ 0

gia k�je x, y ∈ C.

(b) Upojètoume ìti h f èqei suneqeÐc merikèc parag¸gouc deÔterhc t�xhc. DeÐxte ìti h f eÐnai
kurt  an kai mìno an gia k�je x ∈ C kai gia k�je u ∈ Rn isqÔei

n∑
i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
(x)uiuj ≥ 0.

4. 'Estw C kleistì kai kurtì uposÔnolo tou Rn kai èstw f : Rn → R h sun�rthsh f(x) =
dist(x,C).
(a) 'Estw x /∈ C. DeÐxte ìti

∇f(x) =
x− pC(x)

‖x− pC(x)‖2
.

(b) DeÐxte ìti h f eÐnai diaforÐsimh sto Rn \ C.

5. 'Estw f : Rn → R kurt  sun�rthsh. To upodiaforikì thc f sto x eÐnai to sÔnolo

∂f(x) = {v ∈ Rn : f(y) ≥ f(x) + 〈v, y − x〉 gia k�je y ∈ Rn}.

(a) DeÐxte ìti to ∂f(x) eÐnai mh kenì, sumpagèc kai kurtì.

(b) DeÐxte ìti
∂f(x) = {v ∈ Rn : 〈v, u〉 ≤ f ′(x;u) gia k�je u 6= 0},

ìpou f ′(x;u) eÐnai h par�gwgoc thc f sthn kateÔjunsh tou u sto shmeÐo x.

(g) DeÐxte ìti: an h f eÐnai diaforÐsimh sto x tìte ∂f(x) = {∇f(x)}.

II. Full�dio 9

1. 'Estw C mh kenì, kleistì kurtì uposÔnolo tou R2. DeÐxte ìti to sÔnolo twn akraÐwn shmeÐwn
tou C eÐnai kleistì.

2. 'Estw A mh kenì uposÔnolo tou Rn. DeÐxte ìti to x ∈ Rn eÐnai akraÐo shmeÐo tou conv(A) an
kai mìno an x ∈ A kai x /∈ conv(A \ {x}).

3. 'Estw C mh kenì, kleistì kurtì uposÔnolo tou Rn. DeÐxte ìti ext(C) 6= ∅ an kai mìno an to
C den perièqei kamÐa eujeÐa.

4. DeÐxte ìti k�je polÔedro èqei peperasmènec to pl joc èdrec.

5. DeÐxte ìti k�je polÔtopo èqei peperasmènec to pl joc èdrec.


