
Κυρτή Ανάλυση (2015–2016) — Φυλλάδιο 1

1. Αν K κυρτό και κλειστό υποσύνολο του Rd, x1, x2, . . . ∈ K, λ1, λ2, . . . ≥ 0,
λ1 + λ2 + · · · = 1, και ο άπειρος κυρτός συνδυασµός

∑∞
n=1 λnxn συγκλίνει

σε κάποιο x ∈ Rd, τότε x ∈ K.

2. ΄Εστω S = S(0, 1) = {x ∈ Rd :
∑d

i=1 x
2
i = 1} η επιϕάνεια της µοναδιαίας

σϕαίρας του Rd. ∆είξτε ότι η κυρτή ϑήκη conv(S) του S είναι η µοναδιαία
σϕαίρα B2(0, 1) = {x ∈ Rd :

∑d
i=1 x

2
i ≤ 1}.

3. ΄Εστω e1, . . . , ed η συνήθης ορθοκανονική ϐάση του Rd. ∆είξτε ότι

conv{±e1, . . . ,±ed} = B1(0, 1),

όπου B1(0, 1) := {x ∈ Rd :
∑d

i=1|xi| ≤ 1}.

4. Για µία συνάρτηση f : K → R, όπου K ⊆ Rd, το επιγράϕηµα της f ορίζεται
ως epi(f) := {(x, t) ∈ K×R : f(x) ≤ t}. ∆είξτε ότι το K είναι κυρτό σύνολο
και η f κυρτή συνάρτηση ανν epi(f) είναι κυρτό υποσύνολο του Rd+1.

5. ΄Εστω f : K → R κυρτή συνάρτηση, όπου K κυρτό µη κενό υποσύνολο του
Rd. ∆είξτε ότι αν x0 ∈ K είναι τοπικό ελάχιστο της f , τότε είναι και ολικό
ελάχιστο.

6. ΄Εστω f : K → R κυρτή συνάρτηση, όπου K κυρτό µη κενό και ανοικτό
υποσύνολο του Rd. ∆είξτε ότι αν η f έχει µέγιστο στο K τότε είναι σταθερή.

7. Για p ∈ (0,+∞), ορίζουµε

∥x∥p :=

(
d∑

i=1

|xi|p
)1/p

(x ∈ Rd).

Επίσης ορίζουµε
∥x∥∞ := max

i∈{1,...,d}
|xi| (x ∈ Rd).

(i) ∆είξτε ότι για p ∈ [1,+∞], η x 7→ ∥x∥p είναι νόρµα.
(ii) Για p ∈ [1,+∞], οι µοναδιαίες σϕαίρες Bp(0, 1) := {x ∈ Rd : ∥x∥p ≤ 1}
είναι κυρτά σύνολα.
(iii) Είναι οι x 7→ ∥x∥p νόρµες για p ∈ (0, 1);
[Υπόδειξη : Είναι οι αντίστοιχες µοναδιαίες σϕαίρες Bp(0, 1) κυρτές για
p ∈ (0, 1);]
(iv) ∆είξτε ότι για 1 ≤ p < q ≤ +∞,

∥x∥q ≤ ∥x∥p ≤ d1/p−1/q∥x∥q (x ∈ Rd).

8. (Η ανισότητα Hölder.)
(α) (Εκδοχή για το ολοκλήρωµα Riemann.) Αν f, g : [a, b] → R φραγµένες
και ολοκληρώσιµες κατά Riemann συναρτήσεις, και αν p, q > 1 µε p−1 +
q−1 = 1, τότε∣∣∣∣∫ b

a
f(x)g(x) dx

∣∣∣∣ ≤ (∫ b

a
|f(x)|p dx

)1/p(∫ b

a
|g(x)|q dx

)1/q

.
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(ϐ) (Εκδοχή για το ολοκλήρωµα ως προς κάποιο µέτρο.) Αν (X,A, µ) χώρος
µέτρου και f, g : X → R µετρήσιµες συναρτήσεις, και αν p, q > 1 ικανο-
ποιούν την p−1 + q−1 = 1, τότε

∫
X |fg|dµ ≤

(∫
X |f |p dµ

)1/p (∫
X |g|q dµ

)1/q.
9. Η συνάρτηση Γ ορίζεται για x > 0 από την Γ(x) :=

∫∞
0 tx−1e−t dt.

(i) ∆είξτε ότι το Γ(x) είναι καλά ορισµένο για x > 0.
(ii) Γ(1) = 1.
(iii) Γ(n+ 1) = nΓ(n) = n! για n ∈ N.
(iv) Γ(x+ 1) = xΓ(x) για x > 0.
(v) Η συνάρτηση Γ είναι λογαριθµικά κυρτή, δηλαδή η x 7→ ln Γ(x) είναι
κυρτή.
[Υπόδειξη : Μία συνάρτηση f : K → (0,+∞) είναι λογαριθµικά κυρτή ανν

f(λx+ (1− λ)y) ≤ [f(x)]λ[f(y)]1−λ x, y ∈ K, λ ∈ [0, 1].]

(vi) Η συνάρτηση Γ είναι κυρτή.
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