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Κυρτή Ανάλυση (2015–2016) — Φυλλάδιο 2

1. ΄Εστω K ανοικτό, κυρτό και µη κενό υποσύνολο του Rd , και f : K → R κυρτή
συνάρτηση. ΄Εστω x ∈ K και u ∈Rdr{0}. ∆είξτε ότι το σύνολο I := {t ∈R : x+tu ∈ K }
είναι κυρτό σύνολο, και η συνάρτηση g (t ) := f (x + tu), t ∈ I , κυρτή συνάρτηση.

Λύση. ΄Εστω t , s ∈ I και λ ∈ [0,1]· τότε x + tu ∈ K και x + su ∈ K . Αϕού όµως το K
είναι κυρτό, πρέπει και x + [λt + (1−λ)s]u =λ(x + tu)+ (1−λ)(x + su) ∈ K · άρα το
I είναι κυρτό. Επίσης

g (λt + (1−λ)s) = f (x + [λt + (1−λ)s]u)

= f (λ(x + tu)+ (1−λ)(x + su))6λ f (x + tu)+ (1−λ) f (x + su)

=λg (t )+ (1−λ)g (s)·

άρα και η g είναι κυρτή.

2. ΄Εστω K κυρτό και µη κενό υποσύνολο του Rd , και f : K → R κυρτή συνάρ-
τηση. ∆είξτε ότι το σύνολο στάθµης Fr := {x ∈ K : f (x) 6 r } είναι, για κάθε r ∈ R,
κυρτό (πιθανώς κενό). ∆είξτε επίσης µε παράδειγµα ότι το αντίστροϕο δεν ισχύει·
υπάρχει δηλαδή συνάρτηση f για την οποία το Fr είναι κυρτό για κάθε r ∈ R,
αλλά η f δεν είναι κυρτή.

Λύση. ΄Εστω r ∈R και x, y ∈ Fr (αν Fr µη κενό)· τότε f (x) 6 r και f (y) 6 r . ΄Εστω
επίσης λ ∈ [0,1]. Τότε από την κυρτότητα του K έπεται ότι λx + (1−λ)y ∈ K , και
από την κυρτότητα της f ότι

f (λx + (1−λ)y)6λ f (x)+ (1−λ) f (y)6λr + (1−λ)r = r,

επειδή και λ,1−λ> 0· εποµένως λx+(1−λ)y ∈ Fr . ΄Αρα το Fr είναι κυρτό σύνολο.
΄Εστω τώρα η συνάρτηση

f (x) :=


x για x < 0

0 για 06 x 6 1

x −1 για x > 1·

η f προϕανώς δεν είναι κυρτή συνάρτηση: για παράδειγµα,

f (0) = 0 > 1
2 f (−1)+ 1

2 f (1) =−1
2 .

Από την άλλη, τα σύνολα στάθµης Fr της f είναι τα

Fr =


(−∞,r ] αν r < 0

(−∞,1] αν 06 r 6 1

(−∞,r +1] αν r > 0,

που είναι φυσικά κυρτά σύνολα για όλα τα r ∈R.
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3. ΄Εστω K ⊆Rd κυρτό και µη κενό και n ∈N.

(α) ∆είξτε ότι αν f : K → [0,∞) κυρτή, τότε x 7→ [ f (x)]n είναι κυρτή.

(ϐ) ∆είξτε µε (αντιπαράδειγµα) ότι το (α) δεν ισχύει εν γένει αν παραληϕθεί η
υπόθεση f (x)> 0 για κάθε x ∈ K .

Λύση. (α) Λήµµα: Αν f : K → R κυρτή, όπου K ⊆ Rd κυρτό και µη κενό, και
g : f (K ) →R κυρτή και αύξουσα (µη φθίνουσα), τότε g ◦ f είναι κυρτή.
Απόδειξη : ΄Εστω x, y ∈ K και λ ∈ [0,1].

f (λx + (1−λ)y)6λ f (x)+ (1−λ) f (y)

από την κυρτότητα της f , και τότε

g ( f (λx + (1−λ)y))6 g (λ f (x)+ (1−λ) f (y))6λg ( f (x))+ (1−λ)g ( f (y)),

η πρώτη ανισότητα από την µονοτονία της g και η δεύτερη από την κυρτότητα της
g . �
Για την ΄Ασκηση τώρα παίρνει κανείς g (x) := xn, x ∈ [0,∞), η οποία είναι φυσικά
αύξουσα και κυρτή όταν n > 1: f ′(x) = nxn−1 > 0 και f ′′(x) = n(n−1)xn−2 > 0, για
x > 0.
(ϐ) η f (x) := − ln x, x > 0, είναι κυρτή: f ′′(x) = x−2 > 0· όµως η g (x) := (− ln x)2,
x > 0, έχει g ′′(x) = 2(1− ln x)/x2, η οποία αλλάζει πρόσηµο στο x = e και άρα η g
δεν είναι κυρτή.

4. ΄Ενα κυρτό υποσύνολο K του Rd µε τουλάχιστον δύο σηµεία λέγεται κυρτός
κώνος µε κορυϕή την αρχή των αξόνων αν x ∈ K ⇒ λx ∈ K ∀λ ∈ [0,∞). ΄Εστω
n ∈N φυσικός αριθµός· µία συνάρτηση f : K → R, ορισµένη σε έναν κυρτό κώνο
K , λέγεται οµογενής ϐαθµού n αν f (λx) =λn f (x) για κάθε x ∈ K και λ> 0. ∆είξτε
ότι αν η f είναι κυρτή και οµογενής ϐαθµού n, και f (x) > 0 για κάθε x ̸= 0, τότε
η συνάρτηση x 7→ [ f (x)]1/n είναι κυρτή.
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Λύση. Η λύση αυτή είναι αυτή που παρουσίασε ο κ. Κ. Καββαδίας και µοιάζει να
είναι η «φυσιολογική λύση» αυτής της ΄Ασκησης.
΄Εστω x, y ∈ [0,1] και λ ∈ [0,1]. Θέλουµε να δείξουµε ότι

[ f (λx + (1−λ)y)]1/n 6λ[ f (x)]1/n + (1−λ)[ f (y)]1/n

⇔ f (λx + (1−λ)y)6
(
λ[ f (x)]1/n + (1−λ)[ f (y)]1/n)n

.

⇔ f (λx + (1−λ)y)(
λ[ f (x)]1/n + (1−λ)[ f (y)]1/n

)n 6 1

⇔ f

(
λx + (1−λ)y

λ[ f (x)]1/n + (1−λ)[ f (y)]1/n

)
6 1,

η τελευταία σειρά από την οµογένεια της f . Τώρα για να χρησιµοποιήσουµε
και την κυρτότητα της f , χρειαζόµαστε κυρτό συνδυασµό των x και y· γράϕουµε
λοιπόν

λx + (1−λ)y

λ[ f (x)]1/n + (1−λ)[ f (y)]1/n

= λ[ f (x)]1/n

λ[ f (x)]1/n + (1−λ)[ f (y)]1/n

x

[ f (x)]1/n
+ (1−λ)[ f (y)]1/n

λ[ f (x)]1/n + (1−λ)[ f (y)]1/n

y

[ f (y)]1/n

=µx ′+ (1−µ)y ′,

όπου

µ := λ[ f (x)]1/n

λ[ f (x)]1/n + (1−λ)[ f (y)]1/n
, x ′ := x

[ f (x)]1/n
και y ′ := y

[ f (y)]1/n
.

Από την κυρτότητα της f παίρνουµε ότι

f

(
λx + (1−λ)y

λ[ f (x)]1/n + (1−λ)[ f (y)]1/n

)
= f (µx ′+ (1−µ)y ′)6µ f (x ′)+ (1−µ) f (y ′)·

από την οµογένεια της f και πάλι

f (x ′) = f

(
x

[ f (x)]1/n

)
= 1 και f (y ′) = f

(
y

[ f (y)]1/n

)
= 1,

οπότε τελικά πράγµατι έχουµε ότι

f

(
λx + (1−λ)y

λ[ f (x)]1/n + (1−λ)[ f (y)]1/n

)
6µ+ (1−µ) = 1.

5. ∆είξτε ότι µία συνεχής συνάρτηση f : K → R, ορισµένη σε ένα µη κενό κυρτό
K ⊆Rd , είναι κυρτή ανν f ( 1

2 x + 1
2 y)6 1

2 f (x)+ 1
2 f (y) για κάθε x, y ∈ K .

(Σηµείωση: αυτό δεν ισχύει χωρίς την υπόθεση της συνέχειας της f .)
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Λύση. Προϕανώς όταν η f είναι κυρτή, η ανισότητα

f (λx + (1−λ)y)6λ f (x)+ (1−λ) f (y)

αϕού ισχύει για κάθε λ ∈ [0,1] ισχύει και για λ= 1
2 , για κάθε x, y ∈ K .

Αντίστροϕα, έστω ότι

(1) f ( 1
2 x + 1

2 y)6 1
2 f (x)+ 1

2 f (y) ∀x, y ∈ K ·

ο ισχυρισµός τότε είναι ότι η ανισότητα

f (λx + (1−λ)y)6λ f (x)+ (1−λ) f (y)

ισχύει και για κάθε λ = k2−n, n ∈ N, k ∈ {0,1, . . . ,2n}. Πράγµατι, αυτό µπορεί
να δειχθεί µε επαγωγή στο n. Η υπόθεση της ΄Ασκησης µας δίνει ότι ισχύει για
n = 1, για κάθε x, y ∈ K . ΄Εστω τώρα ότι ισχύει για κάποιο n ∈ N, και όλα τα
k ∈ {0,1, . . . ,2n}, και όλα τα x, y ∈ K . Τότε, για k ∈ {0,1, . . . ,2n+1}, έχει κανείς ότι

(2αʹ)
k

2n+1 x +
(
1− k

2n+1

)
y = 1

2

[
k

2n x +
(
1− k

2n

)
y

]
+ 1

2 y,

και επίσης

(2βʹ)
k

2n+1 x +
(
1− k

2n+1

)
y = 1

2

[
k −2n

2n x +
(
1− k −2n

2n

)
y

]
+ 1

2 x·

αν k 6 2n, τότε έχει κανείς από την πρώτη από αυτές τις ισότητες ότι

f

(
k

2n+1 x +
(
1− k

2n+1

)
y

)
6 1

2 f

(
k

2n x +
(
1− k

2n

)
y

)
+ 1

2 f (y)

6 1
2

[
k

2n f (x)+
(
1− k

2n

)
f (y)

]
+ 1

2 f (y)

= k

2n+1 f (x)+
(
1− k

2n+1

)
f (y),

η πρώτη ανισότητα από την (1) και η δεύτερη από την επαγωγική υπόθεση· αν
πάλι k > 2n, τότε k−2n ∈ {0,1, . . . ,2n}, και η (2βʹ), µαζί µε την (1) και την επαγωγική
υπόθεση πάλι, δίνουν όµοια ότι

f

(
k

2n+1 x +
(
1− k

2n+1

)
y

)
6 1

2 f

(
k −2n

2n x +
(
1− k −2n

2n

)
y

)
+ 1

2 f (x)

6 1
2

[
k −2n

2n f (x)+
(
1− k −2n

2n

)
f (y)

]
+ 1

2 f (x)

= k

2n+1 f (x)+
(
1− k

2n+1

)
f (y).

Αυτό αποδεικνύει τον ισχυρισµό.
΄Εστω τώρα αυθαίρετο λ ∈ (0,1). Για κάθε n ∈N, έστω kn εκείνος ο ακέραιος στο

{0,1, . . . ,2n −1} για τον οποίο kn2−n 6 λ < (kn +1)2−n· τέτοιος ακέραιος υπάρχει
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και είναι µοναδικός γιατί τα διαστήµατα [k2−n , (k + 1)2−n), k ∈ {0,1, . . . ,2n − 1}
διαµερίζουν το [0,1). Τότε kn2−n →λ καθώς n →∞ διότι

06λ− kn

2n
6 kn +1

2n
− kn

2n
= 2−n (n→∞)−−−−−→ 0.

Από την συνέχεια της f και τον ισχυρισµό έπεται τώρα ότι

f (λx + (1−λ)y) = lim
n→∞ f

(
kn

2n x +
(
1− kn

2n

)
y

)
6 lim

n→∞

[
kn

2n f (x)+
(
1− kn

2n

)
f (y)

]
=λ f (x)+ (1−λ) f (y),

για δοθέντα, αλλά αυθαίρετα x, y ∈ K . ΄Αρα η f είναι κυρτή.

6. (Μέθοδος ελαχίστων τετραγώνων.) ΄Εστω (x1, y1), . . . , (xn , yn) σηµεία του R2, µε
τουλάχιστον δύο xi διάϕορα µεταξύ τους. ∆είξτε ότι υπάρχει µοναδική ευθεία
y = ax + b «σε ελάχιστη απόσταση» από τα σηµεία (x1, y1), . . . , (xn , yn)· δηλαδή
δείξτε ότι η

∑n
i=1[yi − (axi +b)]2 έχει µοναδικό ολικό ελάχιστο ως προς a,b.

Λύση. ΄Εστω

Q(a,b) :=
n∑

i=1
[yi − (axi +b)]2 a,b ∈R.

Αν η Q έχει ελάχιστο σε κάποιο σηµείο (a,b), τότε πρέπει ∇Q(a,b) = 0. Υπολογίζει
κανείς

∇Q(a,b) =
[

(∂/∂a)Q(a,b)
(∂/∂b)Q(a,b)

]
=−2

[∑n
i=1(yi −axi −b)xi∑n

i=1(yi −axi −b)

]
,

και ϐλέπει εύκολα ότι ∇Q(a,b) = 0 ανν

a = n
∑n

i=1 xi yi −
(∑n

i=1 xi
)(∑n

i=1 yi
)

n
∑n

i=1 x2
i −

(∑n
i=1 xi

)2

b = 1

n

n∑
i=1

yi − 1

n

n∑
i=1

xi
n

∑n
i=1 xi yi −

(∑n
i=1 xi

)(∑n
i=1 yi

)
n

∑n
i=1 x2

i −
(∑n

i=1 xi
)2 ·

εισάγοντας τους συµβολισµούς x̄ := n−1 ∑n
i=1 xi και ȳ := n−1 ∑n

i=1 yi , αυτά µπορούν
να γραϕούν και ως

a =
∑n

i=1 xi yi −nx̄ ȳ∑n
i=1 x2

i −nx̄2
=

∑n
i=1(xi − x̄)(yi − ȳ)∑n

i=1(xi − x̄)2

b = ȳ − x̄

∑n
i=1(xi − x̄)(yi − ȳ)∑n

i=1(xi − x̄)2 .

Οι µερικές παράγωγοι δεύτερης τάξης είναι

∂2Q

∂a2
= 2

n∑
i=1

x2
i

∂2Q

∂b∂a
= 2

n∑
i=1

xi

∂2Q

∂a∂b
= 2

n∑
i=1

xi
∂2Q

∂b2 = 2n·
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δηλαδή η Εσσιανή της Q σε ένα σηµείο (a,b) είναι

HQ(a,b) = 2

[∑n
i=1 x2

i

∑n
i=1 xi∑n

i=1 xi n

]
.

Ο πίνακας αυτός είναι ϑετικά ορισµένος αϕού το (1,1) στοιχείο του 2
∑n

i=1 x2
i είναι

(γνήσια) ϑετικό, δηλ. 2
∑n

i=1 x2
i > 0 (δεν είναι όλα τα xi ίδια άρα δεν είναι όλα

µηδέν), και το ίδιο και η ορίζουσά του:

det(HQ(a,b)) = 4n
n∑

i=1
x2

i −4

(
n∑

i=1
xi

)2

= 4n
n∑

i=1
(xi − x̄)2 > 0·

το > 0 προκύπτει από το γεγονός ότι δεν είναι όλα τα xi ίδια. ΄Επεται από αυτό
κατ΄ αρχήν ότι η Q έχει τοπικό ελάχιστο στο σηµείο (a,b) στο οποίο ∇Q(a,b) = 0,
επειδή η εσσιανή σε αυτό το σηµείο είναι ϑετικά ορισµένη (Απειροστικός Λογισµός
ΙΙΙ), και κατόπιν, επειδή η εσσιανή είναι ϑετικά ορισµένη παντού, ότι η Q είναι
γνήσια κυρτή συνάρτηση και εποµένως έχει µοναδικό ελάχιστο.

7. ΄Εστω K µη κενό ανοικτό και κυρτό υποσύνολο του Rd και f : K → R κυρτή.
∆είξτε ότι :

(α) Για κάθε x ∈ K και u ∈Rd , το όριο

D+
u f (x) := lim

t↓0

f (x + tu)− f (x)

t

υπάρχει.

(ϐ) Για x ∈ K σταθερό, η συνάρτηση Gx (u) := D+
u f (x), u ∈ Rd , είναι κυρτή και

ϑετικά οµογενής (δηλαδή Gx (λu) =λGx (u) για κάθε u ∈Rd και λ> 0).

(γ) Για x ∈ K σταθερό, υπάρχει v ∈Rd τέτοιο ώστε D+
u f (x)> 〈v,u〉 ∀u ∈Rd .

(δ) Αν ∂ f (x) το υποδιαϕορικό της f στο x, τότε

∂ f (x) =
{

v ∈Rd : D+
u f (x)> 〈v,u〉 ∀u ∈Rd

}
.

(ε) ∆είξτε επίσης ότι D+
u f (x) > D−

u f (x), όπου D− f (x) := −D+ f−u(x), για κάθε
x ∈ K . (Η κατά κατεύθυνση παράγωγος Du f (x) της f στο x υπάρχει όταν
D+

u f (x) = D−
u f (x).)

Λύση. (α) ΄Εστω g (t ) := f (x+tu), t ∈ {s ∈R : x+su ∈ K } =: I · αυτή είναι η συνάρτηση
της ΄Ασκησης 1 και εποµένως είναι κυρτή. ΄Αρα η δεξιά πλευρική παράγωγός της
στο 0 ∈ I υπάρχει και αυτό σηµαίνει ότι το

lim
t↓0

f (x + tu)− f (x)

t
= lim

t↓0

g (t )− g (0)

t
= g ′

+(0)
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υπάρχει, και µάλιστα

(3)
f (x + tu)− f (x)

t
= g (t )− g (0)

t
> g ′

+(x) = D+
u f (x)

για κάθε t > 0 και τέτοιο ώστε x+tu ∈ K · το γεγονός ότι 0 ∈ I είναι συνέπεια του ότι
x ∈ K και το γεγονός ότι το I είναι µη τετριµµένο ανοικτό διάστηµα έπεται από το
γεγονός ότι το K είναι ανοικτό. Υπενθυµίζεται ότι η ύπαρξη του παραπάνω ορίου
για την κυρτή συνάρτηση g (µίας µεταβλητής), καθώς επίσης και η (3), οϕείλονται
στο γεγονός ότι η συνάρτηση

t 7→ g (t )− g (0)

t
= g (t )− g (0)

t −0

είναι αύξουσα στο σύνολο I r {0}, το οποίο µε την σειρά του είναι συνέπεια του
Λήµµατος των τριών χορδών.

Σηµειώνεται ακόµη ότι αν u = 0, τότε η συνάρτηση g είναι η σταθερή συνάρτη-
ση g (t ) = f (x) ∀ t ∈R (I =R σ΄ αυτήν την περίπτωση)· εποµένως D+

0 f (x) = g ′+(0) = 0
για κάθε x.
(ϐ) Από τον ορισµό της Gx (u), έχει κανείς ότι

Gx (λu) = D+
λu f (x) = lim

t↓0

f (x + tλu)− f (x)

t
=λ lim

t↓0

f (x + tλu)− f (x)

tλ

=λ lim
s↓0

f (x + su)− f (x)

s
=λD+

u f (x) =λGx (u),

και εϕόσον ϐέβαια λ > 0 (ώστε s = λt ↓ 0 όταν t ↓ 0), και άρα η Gx είναι ϑετικά
οµογενής. Επίσης, για u, v ∈R και λ ∈ [0,1],

Gx (λu + (1−λ)v) = D+
λu+(1−λ)v f (x)

= lim
t↓0

f
(
x + t [λu + (1−λ)v]

)− f (x)

t

= lim
t↓0

f
(
λ(x + tu)+ (1−λ)(x + t v)

)− f (x)

t

6 lim
t↓0

λ f (x + tu)+ (1−λ) f (x + t v)− f (x)

t

=λ lim
t↓0

f (x + tλu)− f (x)

t
+ (1−λ) lim

t↓0

f (x + tλv)− f (x)

t

=λD+
u f (x)+ (1−λ)D+

v f (x)

=λGx (u)+ (1−λ)Gx (v),

η ανισότητα από την κυρτότητα της f και το γεγονός ότι t > 0. Εποµένως η
u 7→Gx (u) είναι και κυρτή.
(γ) Αϕού η u 7→Gx (u) είναι κυρτή, έχει σε κάθε σηµείο u ∈Rd , άρα και στο u = 0,
υπερεπίπεδο στήριξης· υπάρχει δηλαδή v ∈Rd r {0}, τέτοιο ώστε

Gx (u)> 〈v,u〉+Gx (0) = 〈v,u〉 ∀u ∈Rd .
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΄Αρα D+
u f (x) =Gx (u)> 〈v,u〉 ∀u ∈Rd .

(δ) Εξ΄ ορισµού,

∂ f (x) =
{

v ∈Rd : f (y)> 〈v, y − x〉+ f (x) ∀ y ∈ K
}

=
{

v ∈Rd : f (y)− f (x)> 〈v, y − x〉 ∀ y ∈ K
}

·

έστω επίσης
F (x) :=

{
v ∈Rd : D+

u f (x)> 〈v,u〉 ∀u ∈Rd
}

.

΄Εστω τώρα v ∈ ∂ f (x) και u ∈Rd . Τότε

f (x + tu)− f (x)> 〈v, (x + tu)− x〉 = t〈v,u〉
για κάθε t τέτοιο ώστε x + tu ∈ K , και αν επιπλέον t > 0, έχει κανείς ότι

f (x + tu)− f (x)

t
> 〈v,u〉

για κάθε t > 0 και τέτοιο ώστε x + tu ∈ K · αϕήνοντας το t ↓ 0 παίρνει κανείς ότι

D+
u f (x) = lim

t↓0

f (x + tu)− f (x)

t
> 〈v,u〉.

Αϕού το u ήταν αυθαίρετο, έπεται ότι v ∈ F (x). Αυτό δείχνει ότι ∂ f (x) ⊆ F (x).
Αντίστροϕα, έστω τώρα v ∈ F (x) και y ∈ K . Τότε D+

u f (x) > 〈v,u〉 για κάθε
u ∈Rd και άρα και για u := y − x. Από την (3) έχει όµως κανείς ότι

f (x + tu)− f (x)

t
>D+

u f (x)

για κάθε t > 0 και τέτοιο ώστε x + tu ∈ K , όποτε, για t = 1 παίρνει κανείς ότι

f (y)− f (x) = f (x +u)− f (x)>D+
u f (x)> 〈v,u〉 = 〈v, y −x〉·

επιτρέπεται να πάρει κανείς t = 1 γιατί 1 > 0 και x+1u = y ∈ K . Αϕού η παραπάνω
ανισότητα ισχύει για κάθε y ∈ K , έπεται ότι v ∈ ∂ f (x). Αυτό δείχνει τον αντίστροϕο
εγκλεισµό F (x) ⊆ ∂ f (x) και άρα πρέπει F (x) = ∂ f (x).
(ε) ΄Εστω πάλι g (t ) := f (x + tu), t ∈ {s ∈ R : x + su ∈ K } =: I η συνάρτηση της ΄Ασκη-
σης 1· όπως παρατηρήθηκε στο (α), 0 ∈ I και το I είναι µη τετριµµένο ανοικτό
διάστηµα. Επίσης D+

u f (x) = g ′+(0). Η g είναι κυρτή συνάρτηση µίας µεταβλητής
και άρα g ′−(0)6 g ′+(0). ΄Οµως

D−
u f (x) =−D+

−u f (x) =− lim
t↓0

f
(
x + t (−u)

)− f (x)

t

= lim
t↓0

f
(
x + (−t )u

)− f (x)

(−t )

= lim
s↑0

f (x + su)− f (x)

s

= lim
s↑0

g (s)− g (0)

s
= g ′

−(0)6 g ′
+(0) = D+

u f (x).
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8. ΄Εστω K ⊆ Rd µη κενό, κυρτό και ανοικτό, f : K → R κυρτή συνάρτηση, και
x ∈ K . ∆είξτε ότι το υποδιαϕορικό ∂ f (x) της f στο x είναι µη κενό, κυρτό και
συµπαγές υποσύνολο του Rd .

Λύση. ΄Εστω x ∈ K . Το ότι ∂ f (x) ̸= ∅ είναι Θεώρηµα που έχει αποδειχθεί στο
µάθηµα. Το ότι το υποδιαϕορικό είναι κυρτό έπεται άµεσα: αν u, v ∈ ∂ f (x) και
λ ∈ [0,1], τότε f (y)> 〈u, y −x〉+ f (x) για κάθε y ∈ K και f (y)> 〈v, y −x〉+ f (x) για
κάθε y ∈ K , και άρα

f (y) =λ f (y)+ (1−λ) f (y)

>λ[〈u, y − x〉+ f (x)]+ (1−λ)[〈v, y −x〉+ f (x)]

= 〈λu + (1−λ)v, y −x〉+ f (x)

για κάθε y ∈ K , επειδή λ,1−λ> 0 και επειδή το εσωτερικό γινόµενο είναι γραµ-
µική συνάρτηση ως προς κάθε µεταβλητή (εδώ φυσικά χρησιµοποιήθηκε µόνο η
γραµµικότητα ως προς την πρώτη µεταβλητή). ΄Επεται ότι λu + (1−λ)v ∈ ∂ f (x).
΄Αρα το ∂ f (x) είναι κυρτό.

Θα αποδειχθεί τώρα ότι το ∂ f (x) είναι φραγµένο. Κατ΄ αρχήν υπάρχει r > 0
τέτοιο ώστε η κλειστή σϕαίρα B(x,r ) = {y ∈ Rd : ∥y − x∥6 r } να περιέχεται στο K .
Η f είναι συνεχής και άρα φραγµένη στο συµπαγές B(x,r )· έστω M ένα φράγµα:∣∣ f (y)

∣∣ 6 M ∀ y ∈ B(x,r ). ΄Εστω τώρα v ∈ ∂ f (x)· χωρίς ϐλάβη της γενικότητας
µπορούµε να υποθέσουµε ότι v ̸= 0 (αϕού αν το ∂ f (x)r {0} είναι φραγµένο, τότε
και το ∂ f (x) είναι επίσης φραγµένο). Το

I := {t ∈R : x + t v ∈ K }

είναι µη τετριµµένο ανοικτό διάστηµα και πρέπει

(4) f (x + t v)− f (x)> t∥v∥2

για κάθε t ∈ I , επειδή v ∈ ∂ f (x) και y = x + t v ∈ K . Το I περιέχει το t = r /∥v∥,
επειδή x + t v ∈ B(x,r ) ⊆ K για αυτό το t , αϕού∥∥∥∥(

x + r

∥v∥v

)
−x

∥∥∥∥= r ·

επιπλέον, αϕού x ∈ B(x,r ) και x + t v ∈ B(x,r ) για αυτό το t , έχει κανείς ότι∣∣ f (x + t v)
∣∣6 M και

∣∣ f (x)
∣∣6 M , και άρα

(5) f (x + t v)− f (x)6
∣∣ f (x + t v)− f (x)

∣∣6 ∣∣ f (x + t v)
∣∣+ ∣∣ f (x)

∣∣6 2M .

Από τις (4) και (5) έπεται τώρα ότι

r∥v∥ = t∥v∥2 6 2M .

Αυτό δείχνει ότι το ∂ f (x) φράσσεται από το 2M/r .
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Τέλος, ϑα δειχθεί ότι το υποδιαϕορικό ∂ f (x) είναι και κλειστό, οπότε ϑα είναι
συµπαγές (κλειστό και φραγµένο). ΄Εστω vn ∈ ∂ f (x), n ∈ N, και έστω ότι vn → v
καθώς n →∞, για κάποιο v ∈Rd . ΄Εστω y ∈ K . Τότε

f (y)− f (x)> 〈vn , y − x〉 ∀n ∈N,

και άρα

(6) f (y)− f (x)> lim
n→∞〈vn , y −x〉 = 〈v, y −x〉,

η ισότητα στο τέλος επειδή∣∣〈vn , y −x〉−〈v, y −x〉∣∣= ∣∣〈vn − v, y −x〉∣∣6 ∥vn − v∥∥∥y − x
∥∥ (n→∞)−−−−−→ 0,

από την ανισότητα Cauchy–Schwartz και την σύγκλιση vn → v . Αϕού το y ∈ K
ήταν αυθαίρετο, η (6) δείχνει ότι v ∈ ∂ f (x). Αυτό τώρα δείχνει ότι το ∂ f (x) είναι
κλειστό.

9. (α) Βρείτε το υποδιαϕορικό ∂ f (0) της συνάρτησης f (x) := ∥x∥2, x ∈Rd , στο 0.
(ϐ) Οµοίως για την συνάρτηση f (x) := ∥x∥1, x ∈Rd .
[Υπενθύµιση: ∥x∥p := (∑d

i=1|xi |p
)1/p για x ∈Rd και p > 0, και ∥x∥∞ := maxi∈{1,...,d}|xi |.]

Λύση. (α) Από τον ορισµό έχει κανείς ότι

∂ f (0) =
{

u ∈Rd : f (x)> 〈u, x〉 ∀x ∈Rd
}

=
{

u ∈Rd : ∥x∥2 > 〈u, x〉 ∀x ∈Rd
}

.

΄Εστω u ∈ B2(0,1) = {
v ∈Rd : ∥v∥2 6 1

}
· τότε

〈u, x〉6 ∥u∥2∥x∥2 = ∥x∥2 ∀x ∈Rd ,

από την ανισότητα Cauchy–Schwarz, και άρα u ∈ ∂ f (0). Αντίστροϕα, αν u ∈ ∂ f (0),
τότε πρέπει, για x = u,

∥u∥2 > 〈u,u〉 = ∥u∥2
2,

και άρα πρέπει ∥u∥2 6 1. Αυτό δείχνει ότι ∂ f (0) = B2(0,1) τελικά.
(ϐ) Από τον ορισµό πάλι έχει κανείς ότι

∂ f (0) =
{

u ∈Rd : f (x)> 〈u, x〉 ∀x ∈Rd
}

=
{

u ∈Rd : ∥x∥1 > 〈u, x〉 ∀x ∈Rd
}

.

΄Εστω u ∈ B∞(0,1) = {
v ∈Rd : ∥v∥∞ 6 1

}
, όπου ∥u∥∞ = maxi∈{1,...,d}|ui |· τότε

〈u, x〉 =
d∑

i=1
ui xi 6

∣∣∣∣∣ d∑
i=1

ui xi

∣∣∣∣∣6 d∑
i=1

|xi ||ui |6 ∥u∥∞∥x∥1 = ∥x∥1 ∀x ∈Rd
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(αυτή ϐασικά είναι η ανισότητα Hölder για p = 1, q = ∞), και άρα u ∈ ∂ f (0).
Αντίστροϕα, αν u ∈ ∂ f (0), τότε πρέπει

(7αʹ) 〈u,ei 〉6 ∥ei∥1 = 1 ∀ i ∈ {1, . . . ,d},

και

(7βʹ) 〈u,−ei 〉6 ∥−ei∥1 = 1 ∀ i ∈ {1, . . . ,d},

όπου e1, . . .ed τα διανύσµατα της συνήθους ϐάσης του Rd . ΄Οµως 〈u,ei 〉 = ui , η i
συντεταγµένη του u· άρα οι (7αʹ)–(7βʹ) δείχνουν ότι |ui |6 1 για κάθε i ∈ {1, . . . ,d}
και άρα ότι u ∈ B∞(0,1). Εποµένως ∂ f (0) = B∞(0,1) τελικά.

10. ΄Εστω K µη κενό ανοικτό και κυρτό υποσύνολο του Rd και f : K → R διαϕο-
ϱίσιµη συνάρτηση. Τότε η f είναι κυρτή ανν

〈∇ f (x)−∇ f (y), x − y〉> 0 ∀x, y ∈ K .

Λύση. ΄Εστω πρώτα ότι η f είναι κυρτή και έστω x, y ∈ K . Αϕού η f είναι διαϕο-
ϱίσιµη έχει ακριβώς ένα υπερεπίπεδο στήριξης σε κάθε σηµείο του K , και αυτό
ισχύει συγκεκριµένα για τα σηµεία x και y του K · έχει συγκεκριµένα κανείς ότι

f (z)> 〈∇ f (x), z −x〉+ f (x) ∀z ∈ K

και
f (z)> 〈∇ f (y), z − y〉+ f (y) ∀z ∈ K .

Θεωρώντας αυτές τις ανισότητες για z = y και z = x, αντίστοιχα, παίρνει κανείς ότι

f (y)> 〈∇ f (x), y −x〉+ f (x) ∀z ∈ K

και
f (x)> 〈∇ f (y), x − y〉+ f (y) ∀z ∈ K ,

και προσθέτοντας κατά µέλη αυτές τις δύο ανισότητες προκύπτει η Ϲητούµενη
〈∇ f (x)−∇ f (y), x − y〉> 0.

Αντίστροϕα, έστω ότι ξέρει κανείς ότι,

(8) 〈∇ f (x)−∇ f (y), x − y〉> 0 ∀x, y ∈ K .

΄Εστω x, y ∈ K και έστω πάλι η συνάρτηση µίας µεταβλητής

g (t ) := f (x + t (y − x))

ορισµένη για t ∈ {s ∈ R : x + s(y − x) ∈ K } =: I . Η συνάρτηση αυτή είναι κυρτή και
έχει παράγωγο

(9) g ′(t ) = 〈∇ f (x + t (y −x)), y − x〉·
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αυτό είναι συνέπεια του κανόνα της αλυσίδας αλλά αποδείχθηκε και στο µάθηµα.
Υπενθυµίζεται η απόδειξη :

g (s + t )− g (t )

s
−〈∇ f (x + t (y − x)), y −x〉

= f (x + (t + s)(y − x))− f (x + t (y −x))−〈∇ f (x + t (y − x)), s(y −x)〉
s

(s→0)−−−−→ 0,

αϕού

f (x + (t + s)(y −x))− f (x + t (y −x))−〈∇ f (x + t (y −x)), s(y − x)〉
|s|∥y −x∥

(s→0)−−−−→ 0,

από τον ορισµό της διαϕορισιµότητας της f στο x + t (y − x). Από τις (8) και (9)
έπεται ότι αν t1 < t2,

g ′(t2)− g ′(t1) = 〈∇ f (x + t2(y −x))−∇ f (x + t1(y −x)), y − x〉

= 〈∇ f (x + t2(y −x))−∇ f (x + t1(y −x)), (t2 − t1)(y − x)〉
t2 − t1

> 0,

και άρα η g ′ είναι αύξουσα και εποµένως η g κυρτή. ΄Επεται ότι, αν t ∈ [0,1], τότε

g (t ) = g ((1− t ) ·0+ t ·1)6 (1− t )g (0)+ t g (1),

που σηµαίνει ότι

f ((1− t )x + t y) = g (t )6 (1− t )g (0)+ t g (1) = (1− t ) f (x)+ t f (y).

Αϕού τα x, y ∈ K και t ∈ [0,1] ήταν αυθαίρετα, έπεται ότι η f είναι κυρτή.


