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1. (2+2 μον.) (α) ΄Εστω f : [a, b]→ R ολοκληρώσιμη συνάρτηση με∫ b

a
f(x)dx = 3.

Αποδείξτε ότι υπάρχουν t1 < t2 στο (a, b) τέτοια ώστε∫ t2

t1

f(x)dx = 1.

(β) Υπολογίστε το όριο

lim
x→0+

1

x4

∫ x2

0
et sin t dt.

2. (2+2 μον.) (α) ΄Εστω f : [a, b]→ R ολοκληρώσιμη συνάρτηση. Αποδείξτε ότι(∫ b

a
f(t) sin t dt

)2

+

(∫ b

a
f(t) cos t dt

)2

6 (b− a)

∫ b

a
|f(t)|2 dt.

(β) ΄Εστω b > a > 0. Υπολογίστε (με αιτιολόγηση) το

lim
n→∞

∫ b

a

sin(nx)

x
dx.

3. (2+2 μον.) (α) ΄Εστω f : [1,+∞)→ [0,+∞) συνεχής και φθίνουσα. Αποδείξτε ότι
η ακολουθία

an =

n∑
k=1

f(k)−
∫ n

1
f(x)dx

συγκλίνει.

(β) ΄Εστω g : [0,+∞) → [0,+∞) ομοιόμορφα συνεχής συνάρτηση τέτοια ώστε g(n) > 1
για κάθε n ∈ N. Αποδείξτε ότι ∫ ∞

0
g(x)dx = +∞.


