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1. (2+2 μον.) (α) Αποδείξτε ότι υπάρχουν ακριβώς δύο συνεχείς συναρτήσεις f :
[a, b]→ R που ικανοποιούν την ∫ x

a
f(t)dt =

∫ x

a
(f(t))2dt

για κάθε x ∈ [a, b]. Ποιες είναι αυτές;

(β) ΄Εστω f : [0,+∞) παραγωγίσιμη συνάρτηση με συνεχή παράγωγο f ′
και f(0) = 0.

Αποδείξτε, ότι για κάθε x > 0,

|f(x)|2 6 x

∫ x

0
|f ′(t)|2dt.

2. (2+2 μον.) (α) Για κάθε n ∈ N ορίζουμε

yn =

∫ n

1

cos t

t2
dt.

Αποδείξτε ότι για κάθε m > n ισχύει |ym − yn| 6 1
n και ότι η (yn) συγκλίνει.

(β) ΄Εστω x > 1. Δείξτε ότι υπάρχει μοναδικός sx ∈ (1, x) ώστε∫ x

1

1

t
dt =

1

sx
(x− 1).

Δείξτε ότι αν 1 < x < y τότε sx < sy.

3. (2+2 μον.) (α) ΄Εστω f : [0,+∞) → [0,+∞) συνεχής συνάρτηση τέτοια ώστε το∫∞
0 f(t)dt να υπάρχει και να είναι πεπερασμένο. Αποδείξτε ότι

lim
x→+∞

∫ x

x/2
f(t)dt = 0.

Αν επιπλέον υποθέσουμε ότι η f είναι φθίνουσα, αποδείξτε ότι

lim
x→+∞

(xf(x)) = 0.

(β) ΄Εστω f : [0, 1]→ R συνεχής. Αποδείξτε ότι

lim
ε→0+

∫ 4ε

2ε

f(x)

x
dx = f(0) · ln 2.

[Υπόδειξη: Παρατηρήστε ότι
∫ 2a
a

1
xdx = ln 2 για κάθε a > 0.]


