
Oi telestèc thc Dianusmatik c An�lushc kai oi

idiìthtec touc

1 Eswterikì, Exwterikì, Meiktì Ginìmeno
dianusmatik¸n pedÐwn

΄Εστω
−→
F ,
−→
G,
−→
H : U(⊆ R3)→ R3

διάνυσματικά πεδία. Ορίζονται (ανάλογα με τα

γινόμενα στον R3
) για

−→
F = (P1, Q1, R1),

−→
G = (P2, Q2, R2),

−→
H = (P3, Q3, R3)

i
−→
F ·
−→
G = P1P2 +Q1Q2 +R1R2 με π.ο. το R3

και π.τ. το R, το εσωτερικό
γινόμενο των δ.π.

−→
F ,
−→
G (
−→
F ·
−→
G α.π.)

ii
−→
F ×

−→
G =

∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

P1 Q1 R1

P2 Q2 R2

∣∣∣∣∣∣ =

= (Q1R2 − R1Q2)
−→
i − (P1R2 − R1P2)

−→
j + (P1Q2 −Q1P2)

−→
k με π.ο. το R3

και π.τ. το R3
, το εξωτερικό γινόμενο των δ.π.

−→
F ,
−→
G (
−→
F ×

−→
G δ.π.)

iii (
−→
F ,
−→
G,
−→
H ) =

−→
F · (

−→
G ×

−→
H ) =

∣∣∣∣∣∣
P1 Q1 R1

P2 Q2 R2

P3 Q3 R3

∣∣∣∣∣∣ με π.ο. το R3
και π.τ. το R, το

μεικτό γινόμενο των δ.π.
−→
F ,
−→
G,
−→
H ((

−→
F ,
−→
G,
−→
H ) α.π.)

Qr simec idiìthtec

1.
−→
F ·
−→
G =

−→
G ·
−→
F

2.
−→
F ×

−→
G = −

−→
G ×

−→
F

3. (
−→
F ,
−→
G,
−→
H ) = (

−→
G,
−→
H,
−→
F ) = (

−→
H,
−→
F ,
−→
G) = −(

−→
F ,
−→
H,
−→
G) = −(

−→
H,
−→
G,
−→
F ) =

−(
−→
G,
−→
F ,
−→
H )

4.
−→
F × (

−→
G ×

−→
H ) = (

−→
F ·
−→
H )
−→
G − (

−→
F ·
−→
G)
−→
H

(
−→
F ×

−→
D)× (

−→
G ×

−→
H ) = (

−→
F ,
−→
D,
−→
H )
−→
G − (

−→
F ,
−→
D,
−→
G)
−→
H

5.
−→
F · (

−→
G × (

−→
H ×

−→
D) = (

−→
G ·
−→
D)(
−→
F ·
−→
H )− (

−→
F ·
−→
D)(
−→
G ·
−→
H )

6. (
−→
F ×

−→
G) · (

−→
H ×

−→
D) =

−→
F · (

−→
G × (

−→
H ×

−→
D))

Υπόδειξη: 1,2) εύκολα, 3) απο ιδιότητες ορίζουσας, 4,6) γράφουμε αναλυτικά τα

δύο μέλη, 5) Απο την 4).
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2 Telestèc: KlÐshc (grad), Apìklishc (div),
StrobilismoÔ (rot)

Ο τελεστής5 = ( ∂
∂x ,

∂
∂y ,

∂
∂z )5 = ( ∂

∂x ,
∂
∂y ,

∂
∂z )5 = ( ∂

∂x ,
∂
∂y ,

∂
∂z ) καλείται ανάδελτα (ανάποδο ελληνικό Δ) ή nabla

(αρχαίο Ασσυριακό μουσικό όργανο, άρπα, με την μορφή 5).
Ο 5 ορίστηκε απο τον Hamilton (1837) για να δώσει κομψή και ευανάγνωστη

γραφή στις εξισώσεις του. Ο Maxwell υιοθέτησε το σύμβολο για να γράψει με
σύντομο τρόπο τις εξισώσεις του.

Ο τελεστής έχει δράση σε συναρτήσεις f : U(⊆ R3) → R διαφορίσιμο (π.χ.
C1
) α.π. και

−→
F : U(⊆ R3)→ R3

διαφορίσιμο (π.χ. C1
) δ.π. Η δράση του ορίζεται

ως εξής:

i 5f = (∂f
∂x ,

∂f
∂y ,

∂f
∂z )5f = (∂f

∂x ,
∂f
∂y ,

∂f
∂z )5f = (∂f

∂x ,
∂f
∂y ,

∂f
∂z ), με π.ο. στο R3

και π.τ. στο R3
, την κλίση ή βαθμίδα

της f (5f δ.π.)
Σύμβ.: gradf = 5fgradf = 5fgradf = 5f (gradient).

ii 5 ·
−→
F = ( ∂

∂x ,
∂
∂y ,

∂
∂z ) · (P,Q,R) = ∂P

∂x + ∂Q
∂y + ∂R

∂z
5 ·
−→
F = ( ∂

∂x ,
∂
∂y ,

∂
∂z ) · (P,Q,R) = ∂P

∂x + ∂Q
∂y + ∂R

∂z5 ·
−→
F = ( ∂

∂x ,
∂
∂y ,

∂
∂z ) · (P,Q,R) = ∂P

∂x + ∂Q
∂y + ∂R

∂z με π.ο. στο R
3
και π.τ. στο

R, την απόκλιση της
−→
F (5 ·

−→
F α.π.)

Σύμβ.: div = 5 ·
−→
Fdiv = 5 ·
−→
Fdiv = 5 ·
−→
F (divergence).

iii 5×
−→
F =

∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣ = (∂R
∂y −

∂Q
∂z )
−→
i + (∂P

∂z −
∂R
∂x )
−→
j + (∂Q

∂x −
∂P
∂y )
−→
k5×

−→
F =

∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣ = (∂R
∂y −

∂Q
∂z )
−→
i + (∂P

∂z −
∂R
∂x )
−→
j + (∂Q

∂x −
∂P
∂y )
−→
k5×

−→
F =

∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣ = (∂R
∂y −

∂Q
∂z )
−→
i + (∂P

∂z −
∂R
∂x )
−→
j + (∂Q

∂x −
∂P
∂y )
−→
k με π.ο.

και π.τ. στο R3
τον στροβιλισμό της

−→
F (5×

−→
F δ.π.)

Σύμβ.: curl
−→
F = rot

−→
F = 5×

−→
Fcurl

−→
F = rot

−→
F = 5×

−→
Fcurl

−→
F = rot

−→
F = 5×

−→
F (curl, rotation).

Qr simec idiìthtec I

1. grad(f + g) = grad(f) + grad(g), grad(λf) = λgrad(f),

grad(fh) = hgrad(f) + fgrad(h)

2. div(f
−→
F ) = fdiv(

−→
F ) +

−→
F · gradf , rot(φ

−→
F ) = φrot(

−→
F ) + gradφ×

−→
F ή

5 · (f
−→
F ) = f(5 ·

−→
F ) +

−→
F · 5(f), 5× (φ

−→
F ) = φ(5×

−→
F ) +5φ×

−→
F

3. div(
−→
F ×

−→
G) =

−→
G × rot(

−→
F )−

−→
F × rot(

−→
G) ή

5 · (
−→
F ×

−→
G) =

−→
G · (5×

−→
F )−

−→
F · (5×

−→
G)

4. rot(
−→
F ×

−→
G) =

−→
F div(

−→
G)−

−→
Gdiv(

−→
F ) + (

−→
G · grad)(

−→
F )− (

−→
F · grad)(

−→
G) ή

5× (
−→
F ×

−→
G) =

−→
F (5 ·

−→
G)−

−→
G(5 ·

−→
F ) + (

−→
G · 5)(

−→
F )− (

−→
F · 5)(

−→
G)

5. grad(
−→
F ·
−→
G) =

−→
G × rot(

−→
F )+

−→
F × rot(

−→
G)+(

−→
G ·grad)(

−→
F )+(

−→
F ·grad)(

−→
G)

ή

5(
−→
F ·
−→
G) =

−→
G × (5×

−→
F ) +

−→
F × (5×

−→
G) + (

−→
G · 5)(

−→
F ) + (

−→
F · 5)(

−→
G)

Υπόδειξη: Απο ιδιότητες του τελεστη παραγώγισης
d
dt

2

−→
F

−→
F
−→
F
−→
F
−→
F



Qr simec idiìthtec II

΄Εστω f : U(⊆ R3)→ R,
−→
F : U(⊆ R3)→ R3

είναι C2
συναρτήσεις. Ισχύουν

1. rot(gradf) =
−→
0 ή 5× (5f) =

−→
0

2. div(rot
−→
F ) = 0 ή 5 · (5×

−→
F ) = 0

3. div(grad(f)× grad(h)) = 0 ή 5 · (5f ×5h) = 0

Υπόδειξη 1,2) από το θεώρημα για τις 2ης τάξης μερικές παραγώγους, 3) από

την 3) στις ιδιότητες Ι και την 1) απο τις ιδιότητες ΙΙ)

Telesthc Laplace

΄Εστω f : U(⊆ R3)→ R,
−→
F : U(⊆ R3)→ R3 C2

συναρτήσεις. ΄Εστω ο τελεστής

52 = 5 · 5 = ( ∂
∂x ,

∂
∂y ,

∂
∂z ) · ∂

∂x ,
∂
∂y ,

∂
∂z = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z252 = 5 · 5 = ( ∂
∂x ,

∂
∂y ,

∂
∂z ) · ∂

∂x ,
∂
∂y ,

∂
∂z = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z252 = 5 · 5 = ( ∂
∂x ,

∂
∂y ,

∂
∂z ) · ∂

∂x ,
∂
∂y ,

∂
∂z = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2 . Ορίζουμε

i 52f = ∂2f
∂x2 + ∂2f

∂y2 + ∂2f
∂z252f = ∂2f

∂x2 + ∂2f
∂y2 + ∂2f

∂z252f = ∂2f
∂x2 + ∂2f

∂y2 + ∂2f
∂z2 με πο στο R3

και πτ στο R το α.π. Laplace της
f .

ii 52−→F = (52P,52Q,52R)52−→F = (52P,52Q,52R)52−→F = (52P,52Q,52R) με π.ο. και π.τ. στο R3
, το δ.π. Laplace της

−→
F

Qr simec idiìthtec ∆ ≡ 52

1. ∆
−→
F = grad(div(

−→
F ))− rot(rot(

−→
F )) ή

52−→F = 5(5 ·
−→
F )−5× (5×

−→
F )

2. div(fgrad(h)− hgrad(f)) = f∆g − g∆f ή

5 · (f 5 g − g5 f) = f 52 g − g52 f

3. ∆(fh) = h∆f + f∆h+ 2(grad(f) · grad(h)) ή

52(fh) = h52 f + f 52 h+ 2(5f · 5h)

3 PedÐa eidik c morf c

i Εαν
−→
F = 5f
−→
F = 5f−→
F = 5f , το δ.π.

−→
F καλείται συντηρητικό πεδίο.

ii Εαν5×
−→
F = 05×
−→
F = 05×
−→
F = 0 το δ.π.

−→
F καλείται αστρόβιλο δ.π. ή δ.π. μηδενικού

στροβιλισμού.

iii Εαν 5 ·
−→
F = 05 ·
−→
F = 05 ·
−→
F = 0 το δ.π.

−→
F καλείται ασυμπίεστο δ.π.

iv Εαν 52f = 052f = 052f = 0 το α.π. f καλείται αρμονικό α.π.
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Shmei¸seic

αʹΕάν
−→
F = (P,Q,R) τότε

−→
F · 5 = (P,Q,R) · ( ∂

∂x ,
∂
∂y ,

∂
∂z ) = P ∂

∂x +Q ∂
∂y , R

∂
∂z )

βʹ Πολλές φορές (στην Φυσική) ο τελεστής 5 συμβολίζεται
−→
5

SuntomeÔseic

π.ο.= πεδίο ορισμού, π.τ.=πεδίο τιμών, δ.π.=διανυσματικό πεδίο, α.π.=αριθμητικό

πεδίο.

An;';q;\'q';`alush       II (2010-2011)  

Tm ma Plhroforik c kai Thlepikoinwni¸n E.K.P.A
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