
Ολοκληρώµατα

1.1 ∆ιπλό Ολοκλήρωµα

Ι. Πάνω σε ορθογώνιο

΄Εστω
f : R = [α, β]× [γ, δ] −→ R

µία ϕραγµένη συνάρτηση στο ορθογώνιοR. Ορίζουµε µία διαµέριση
του ορθογωνίου R, ως εξής :

Px = {α, ξ1, ξ2, . . . , ξn−1, β}, µε α = ξ0 < ξ1 < . . . < ξn−1 < ξn = β

Py = {γ, n1, n2, . . . , nn−1, δ}, µε γ = n0 < n1 < . . . < nn−1 < nn = δ

διαµερίσεις των διαστηµάτων [α, β], [γ, δ], αντίστοιχα, δηλαδή

[α, β] =
n⋃
i=1

[ξi−1, ξi], [γ, δ] =
m⋃
j=1

[nj−1, nj ]

Το σύνολο

α β

γ

δ

ξi−1 ξi

ηj−1

ηj

{Rij : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m},

1
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όπου
Rij = [ξi−1, ξi]× [nj−1, nj ]

είναι µία διαµέριση του ορθογωνίου R.
΄Εστω

A(Rij) : το εµβαδόν του Rij = (ξi−1, ξi)(nj−1, nj)

και
Mij = sup

Rij

f(x, y), mij = inf
Rij

f(x, y)

Αν P µία τυχούσα διαµέριση του R, ορίζουµε :

U(f, P ) :=
n∑
i=1

m∑
j=1

MijA(Rij) : άνω άθροισµα

L(f, P ) :=
n∑
i=1

m∑
j=1

mijA(Rij) : κάτω άθροισµα

Επίσης ορίζουµε (αποδεικνύεται ότι υπάρχουν)∫ −
R
fd(A) := inf

P
U(f, P ) : άνω ολοκλήρωµα της fστο R.∫

−R
fd(A) := sup

P
L(f, P ) : κάτω ολοκλήρωµα της fστο R.

Ορισµός

Η f ϑα λέγεται ολοκληρώσιµη στο ορθογώνιο R, όταν∫ −
R
fd(A) =

∫
−R

fd(A)

Ο αριθµός

∫ −
R fd(A) =

∫
−R fd(A) λέγεται διπλό ολοκλήρωµα της f

στο R και συµβολίζεται∫ ∫
R
fd(A) ή

∫ ∫
R
f(x, y)dxdy

Ιδιότητες του διπλού ολοκληρώµατος

΄Εχει τις ίδιες ιδιότητες µε το (απλό) ορισµένο ολοκλήρωµα.
π.χ.

i. ∫ ∫
D

(λ1f1(x, y) + λ2f2(x, y)) dxdy =

= λ1

∫ ∫
D
f1(x, y)dxdy + λ2

∫ ∫
D
f2(x, y)dxdy
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ii. ∣∣∣∣∫ ∫
D
f(x, y)dxdy

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∫
D
|f(x, y)| dxdy

Αν D = ∪`k=1Dk, Dk : κλ. ορθ., ανά δύο δεν έχουν κοινά εσωτερικά
σηµεία, τότε∫ ∫

D
f(x, y)dxdy =

∑̀
k=1

∫ ∫
Dk
f(x, y)dxdy

∆ιαδοχικά ολοκληρώµατα

Ορίζονται ως∫ β

α

∫ δ

γ
f(x, y)dydx =

∫ β
α

[∫ δ
γ f(x, y)dy

]
dx∫ δ

γ

∫ β

α
f(x, y)dxdy =

∫ δ
γ

[∫ β
α f(x, y)dx

]
dy

µε την υπόθεση ότι υπάρχουν τα επιµέρους (απλά) ορισµένα ολοκλη-

ϱώµατα.

Θεώρηµα 1.1.1. ΄Εστω

f : D = [α, β]× [γ, δ] −→ R συνεχής

τότε υπάρχουν :

∫ ∫
D f(x, y)dxdy,

∫ β
α

∫ δ
γ f(x, y)dydx,

∫ δ
γ

∫ β
α f(x, y)dxdy

και είναι ίσα.

ΙΙ. Σε ϕραγµένο υποσύνολο του R2

΄Εστω
f : D ⊆ R2 −→ R

ϕραγµένη συνάρτηση, ορισµένη στο ϕραγµένο σύνολο D ⊆ R2. ΄Ε-
στω R κλειστό ορθογώνιο του R2 τέτοιο ώστε D ⊆ R (το R υπάρχει,
αφού D ϕραγµένο). Θεωρούµε τη συνάρτηση

f̄ : R −→ R2

όπου

f̄(x, y) =

{
f(x, y), (x, y) ∈ D
0, (x, y) ∈ R−D

δηλαδή η f̄ είναι µία επέκταση της f στο R, προφανώς ϕραγµένη.
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D

R

Ορισµός

Η συνάρτηση f λέγεται ολοκληρώσιµη στο D όταν η f̄ είναι ολοκλη-

ϱώσιµη στο R και ορίζουµε

∫ ∫
D
f(x, y)dxdy =

∫ ∫
R
f̄(x, y)dxdy

Αποδεικνύεται ότι το ολοκλήρωµα

∫ ∫
D f(x, y)dxdy είναι ανεξάρτητο

από το ορθογώνιο R.

Θεώρηµα 1.1.2. Αν η f : R→ R είναι συνεχής, τότε είναι ολοκληρώσιµη

στο R.

Το διπλό ολοκλήρωµα παριστάνει γεωµετρικά τα εξής :

(i)

∫ ∫
R
dxdy = εµβαδόν του R

(ii)

∫ ∫
R
f(x, y)dxdy = όγκος του στερεού Σ(f , R), όπου Σ(f , R) είναι το στερεό :

Παραδείγµατα

1) D = [0, 1]× [2, 3], f(x, y) = x2y + y cos(πx)
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z = f(x, y)

∫ ∫
D
f(x, y)dxdy =

∫ 1

0

∫ 3

2

(
x2y + y3 cos(πx)

)
dxdy =

=

∫ 1

0

[
x2
y2

2
+
y4

4
cos(πx)

]3
2

dx =

=

∫ 1

0

(
5

2
x2 +

65

4
cos(πx)

)
dx =

=

[
5

6
x3 − 65

4π
cos(πx)

]1
0

=

=
5

6

2) Να ϐρεθεί ο όγκος του στερεού Σ(f , R), όπου
D = [0, 1]× [0, 2], f(x, y) = x+ y

V =

∫ ∫
D
f(x, y)dxdy =

∫ 1

0

∫ 2

0
(x+ y)dydx =

∫ 1

0

[
xy +

y2

2

]0
2

dx =

=

∫ 1

0
(2x+ 2)dx =

[
x2 + 2x

]0
1

= 3.
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1

2

Πολικές Συντεταγµένες

΄Εστω O ο πόλος. Με αφετηρία το O σχεδιάζουµε τον πολικό άξονα, κα-
τά αντιστοιχία µε τον ϑετικό ηµιάξονα x στις Καρτεσιανές συντεταγµένες.
΄Ενα τυχαίο σηµείο P του επιπέδου µπορεί να περιγραφεί απο ένα Ϲεύγος
πολικών συντεταγµένων (r, θ), όπου το r δείχνει την κατευθυνόµενη από-
σταση του P απο το O και το θ δείχνει την κατευθυνόµενη γωνία του

−−→
OP

µε τον πολικό άξονα (θ > 0 όταν διαγράφεται αριστερόστροφα και θ < 0
όταν διαγράφεται δεξιόστροφα).

Συσχετισµός πολικών και καρτεσιανών συντεταγµένων

x = r cos θ, y = r sin θ, x2 + y2 = r2,
y

x
= tan θ


