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0.4 ∆ιαφόριση συναρτήσεων 
 

Ορισµός  
 
Έστω 2:f A⊆ →R R  µια πραγµατική συνάρτηση δύο µεταβλητών µε A  ανοικτό  
και ( , ) Aα β ∈ . Τότε οι µερικές παράγωγοι  της συνάρτησης f  ως προς τις 
µεταβλητές x  και y  στο σηµείο ( , )α β  ορίζονται από τους τύπους  

0

( , ) ( , )( , ) ( , ) limx h

f f h ff
x h

α β α βα β α β
→

∂ + −
= =

∂
 

και 

0

( , ) ( , )( , ) ( , ) limy h

f f h ff
y h

α β α βα β α β
→

∂ + −
= =

∂
 

 
υπό την προϋπόθεση ότι υπάρχουν (στο R ) τα αναφερόµενα όρια .  
 
 

 
 

 

Περιορισµός της ( , )f x y  
στο y β=   

Η ( , )f
x
α β∂

∂
είναι η παράγωγος της 

συνάρτησης ( , )f x β  στο σηµείο 
x α=



Άσκηση 4.1 
Υπολογίστε τις πρώτες µερικές παραγώγους της συνάρτησης 
 

i. 3 5 2 4( , ) 2f x y x y x y x= − +  
ii. ( , ) xy yzf x y e x y xηµ συν= +  

iii. 2( , , ) ( )yf x y z z x z
x z

ηµ συν= + +
+

 

iv. 2 3 2( , , ) ( ) ln(1 ) ( )f x y z x y z x zτοξεφ= + + + +  
 

Άσκηση 4.2 
Εξετάστε αν  υπάρχουν οι µερικές παράγωγοι (0,0)xf , (0,0)yf  και αν η συνάρτηση 
f είναι συνεχής στο (0,0) . 

i. 2 2 , ( , ) (0,0)
( , )

0 ( 1) , ( , ) (0,0)

xy x y
x yf x y

x yη

⎧ ≠⎪ += ⎨
⎪ ′ =⎩

 

ii. 2 2 , ( , ) (0,0)
( , )

0 , ( , ) (0,0)

x y x y
x yf x y

x y

ηµ⎧ ≠⎪ += ⎨
⎪ =⎩

 

iii. 

3 4
4

4

4

, 0
( , )

0 , 0

x y x y
f x y x y

x y

⎧ −
− ≠⎪= −⎨

⎪ − =⎩

 

iv. 

2 2

2 2

( ) , ( , ) (0,0)
( , )

0 , ( , ) (0,0)

x y x y
f x y x y

x y

ηµ⎧
≠⎪= +⎨

⎪ =⎩

 

Λύση 
i. Παρατήρηση 8.6, σελ. 3391 

ii. (0,0) (0,0) 0x yf f= = . Η f  δεν είναι συνεχής στο (0,0) , διότι δεν υπάρχει το 

( , ) (0,0)
lim ( , )

x y
f x y

→
, αφού για 0x = είναι 

2 2 2(0, ) (0,0) 0 0

0lim lim lim 0 0
y y y

x y y
x y y

ηµ ηµ
→ → →

= = =
+

 και για y x=  

2 2 2( , ) (0,0) 0 0

1 1lim lim lim
2 2 2x x x x

x x xy x
x y x x

ηµηµ ηµ
→ → →

= = =
+

 

                                                 
1 Οι σελίδες αναφέρονται στο ∆ιδακτικό Βιβλίο 



iii. (0,0) (0,0) 0x yf f= = . Η f  δεν είναι συνεχής στο (0,0) , διότι δεν υπάρχει το 

( , ) (0,0)
lim ( , )

x y
f x y

→
, αφού για 0y =  

3 4 3
2

4( ,0) (0,0) 0 0
lim lim lim 0

x x x

x y x x
x y x→ → →

−
= = =

−
 και για 

0x =  
3 4 4

4 4(0, ) (0,0) 0 0
lim lim lim1 1
y y y

x y y
x y y→ → →

− −
= = =

− −
 

iv. (0,0) (0,0) 0x yf f= = . Η f  είναι συνεχής στο (0,0) , αφού είναι 
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2( , ) (0,0) ( , ) (0,0)

( ) ( )lim lim 1 0 0 (0,0)
x y x y

x y x y x y f
x y x y x y

ηµ ηµ
→ →

+
= = ⋅ = =

+ +
 

Άσκηση 4.3 
Υπολογίστε όλες τις δεύτερες µερικές παραγώγους της συνάρτησης  
 

i. 3( , , ) ( )xyf x y z ze x yσυν= + +  
ii. 2 3( , , ) ( )y zf x y z x x y zτοξεφ+= + + +  

 

Άσκηση 4.4 
Υπολογίστε τις µερικές παραγώγους xf , yf , xyf , yxf  της συνάρτησης  
 

2 2

2 2 , ( , ) (0,0)
( , )

0 , ( , ) (0,0)

x yxy x y
f x y x y

x y

⎧ −
≠⎪= +⎨

⎪ =⎩

 

Αποδείξτε ότι (0,0) (0,0)xy yxf f≠  και ότι οι xyf , yxf  είναι ασυνεχείς στο (0,0) . 

 

Η γραφική παράσταση της 

4 2 3 5

2 2 2

4 , ( , ) (0,0)
( , ) ( )

0 , ( , ) (0,0)
x

x y x y y x y
f x y x y

x y

⎧ + −
≠⎪= +⎨

⎪ =⎩

 και της 

(0, )xf y y= −  φαίνονται στο παρακάτω σχήµα 
 



 

Λύση 
(0,0) 1xyf = − , (0,0) 1yxf = . Παράδειγµα 8.14, σελ. 348-349. Οι xyf , yxf  είναι 

ασυνεχείς στο (0,0) . Πράγµατι 
 

α´ τρόπος: Εάν η xyf  ήταν συνεχής στο (0,0) , τότε θα ήταν και η  yxf  (λόγω της 
µορφής της συνάρτησης). Οπότε από το Θεώρηµα  8.13, Clairaut, σελ. 350, θα 
έπρεπε (0,0) (0,0)xy yxf f= . Άτοπο, άρα οι  xyf , yxf  δεν είναι συνεχείς στο (0,0)  
 
β΄ τρόπος: Υπολογίστε τις ( , )xyf x y , ( , )yxf x y  για 2( , )x y ∈R  και αποδείξτε την 
ασυνέχεια αυτών στο (0,0) . 
 
∆ιαφορισιµότητα συναρτήσεων 
 
Έστω 2:f A⊆ →R R  µια πραγµατική συνάρτηση δύο µεταβλητών µε A  ανοικτό  
και ( , ) Aα β ∈ .  

i. Η f  είναι διαφορίσιµη στο ( , )α β  αν και µόνον αν υπάρχει γραµµικός 
µετασχηµατισµός 2: ,T →R R  έτσι ώστε να ισχύει 

2 2( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )lim 0
( ) ( )x y

f x y f T x y
x yα β

α β α β
α β→

− − − −
=

− + −
 

ii. Εάν η f  είναι διαφορίσιµη στο ( , )α β  ο γραµµικός µετασχηµατισµός 
2( , ) : ,Df α β →R R  µε  2( , )( , ) ( , ) ( , ) , ( , )x yDf x y f x f y x yα β α β α β= + ∈  

είναι το διαφορικό της f  στο ( , )α β .  
(Ορισµός 8.14 σελ. 354, Θεώρηµα  8.16 σελ 356-357, Ορισµός 8.17 σελ. 357, 
Θεώρηµα  8.20 σελ. 359). 
Στην γραφική παράσταση που ακολουθεί, το επίπεδο που φαίνεται είναι το 
εφαπτόµενο επίπεδο. Το διαφορικό είναι ο γραµµικός µετασχηµατισµός που 
περιγράφει το παράλληλο σε αυτό επίπεδο που περνά από την αρχή των αξόνων. 



 
 

Άσκηση 4.5 
Υπολογίστε την κλίση (∇ - ανάδελτα) (για τις i,ii ), τον πίνακα Jacobi (για τις iii,iv) 
και το διαφορικό της δοσµένης συνάρτησης στο αναφερόµενο σηµείο.  
 

i. 2( , )f x y x y y xηµ= +   στο (1,0)  

ii. ( , , ) yf x y z x
x

τοξεφ= ⋅   στο  (1, 2, 2)−  

iii. 2 3( , ) ( 1, , )f x y x y x y x= + +   στο  ( 2,1)−  
iv. x 5( , , ) ( , )zf x y z xe y=   στο (1, 2,0)  

 

Λύση 
 
Εφαρµόστε το Θεώρηµα  8.25 σελ. 367, Θεώρηµα  9.19 σελ. 4.22. 

Άσκηση 4.6 
Υπολογίστε το διαφορικό της 

2

( , ) yf x y xe y xσυν= +  στο σηµείο 2
0 0( , )x y ∈R  

 

i. Αποδείξτε ότι 

2

2 2( , ) (0,0)
lim 0

y

x y

xe y x x y

x y

συν
→

+ − −
=

+
 

ii. Υπολογίστε τους αριθµούς , ,Α Β Γ  ώστε να ισχύει 
2

2 2( , ) ( ,1)
lim 0

( ) ( 1)

y

x y

xe y x x y

x yπ

συν

π→

+ −Α −Β −Γ
=

− + −
 

 

 



Λύση 
 
Οι µερικές παράγωγοι 

2

( , ) y
xf x y e y xηµ= − , ( , ) 2 y

yf x y xye xσυν= +  είναι συνεχείς 

στο 2R , άρα (Θεώρηµα  8.25 σελ. 367) η f είναι διαφορίσιµη στο 2R  µε 
2

0 0
0 0 0 0 0 0 0( , ) ( ) (2 )y yf x y e y x x x y e x yηµ συν= − + + , 2( , )x y ∈R  και 

0 0

0 0 0 0 0 0

2 2( , ) ( , )
0 0

( , ) ( , ) ( , )( , )
lim 0

( ) ( )x y x y

f x y f x y Df x y x x y y

x x y y→

− − − −
=

− + −
 (*) (Βλέπε και Θεώρηµα  

8.20 σελ. 359). 
i. Προκύπτει από την (*) αν θέσουµε 0 0( , ) (0,0)x y =  

ii. Προκύπτει από την (*) αν θέσουµε 0 0( , ) ( ,1)x y π=  και αναρωτηθούµε πόσοι 
γραµµικοί µετασχηµατισµοί την ικανοποιούν. 

Άσκηση 4.7 
 
Υπολογίστε το διαφορικό της δοσµένης συνάρτησης f  στο αναφερόµενο σηµείο  
 

i. 

2

2 2
, ( , ) (0,0)

( , )

0 , ( , ) (0,0)

x y x y
f x y x y

x y

⎧
≠⎪= +⎨

⎪ =⎩

  στο (0,0)   

 
 

 
 

ii. 

3

2 2 , ( , ) (0,0)
( , )

0 , ( , ) (0,0)

y x y
f x y x y

x y

⎧
≠⎪= +⎨

⎪ =⎩

 στο (0,0)  



 
 
 

iii. 
, 0

( , )
0 , 0

xy x
f x y x

x

ηµ⎧ ≠⎪= ⎨
⎪ =⎩

στο 0(0, )y  

 

iv. 
2 2

2 2

1( ) , ( , ) (0,0)
( , )

0 , ( , ) (0,0)

x y x y
f x y x y

x y

ηµ⎧ + ≠⎪= +⎨
⎪ =⎩

 στο (0,0)  

Η γραφική παράσταση της ( , )f x y  και της ( ,0)f x  φαίνονται στα παρακάτω 
σχήµατα  

       



Η γραφική παράσταση της xf  στην iv) φαίνεται στο παρακάτω σχήµα  

 
 
Η γραφική παράσταση της yf στην iv) φαίνεται στο παρακάτω σχήµα  

 

Λύση 
 

i. Παράδειγµα 8.17 σελ. 360 
ii. Παράδειγµα 8.18 σελ. 361 (Ανάλογα) 

iii. Η f  είναι ασυνεχής στο 0 0(0, ), 0y y ≠  (γιατί;), άρα δεν είναι διαφορίσιµη 
στο 0 0(0, ), 0y y ≠ .  
Η f  είναι συνεχής στο (0,0)  και (0,0) (0,0) 0x yf f= =  (γιατί;). Έχουµε 

2 2 2 2

( , ) (0,0) (0,0)( , )f x y f f x x xy
x y x x y

ηµ− −∇
=

+ +
.  

Όµως το 
2

2 2( , ) (0,0) 0

1lim lim
| | 2x y x

xy x
x xx x y

ηµ ηµ
→ →

=
+

  δεν υπάρχει άρα (Θεώρηµα  8.20 

σελ. 359) η f  δεν είναι διαφορίσιµη στο (0,0) .  
iv. Η f  είναι διαφορίσιµη στο σηµείο (0,0) , αλλά οι µερικές παράγωγοι δεν 

είναι συνεχείς στο (0,0)  (παράδειγµα 8.21 σελ. 365 – 367, διδακτικό βιβλίο). 
 
 
 



Ορισµός  
 
Έστω 2:f A⊆ →R R  µια πραγµατική συνάρτηση δύο µεταβλητών µε A  ανοικτό  
και ( , ) Aα β ∈  και 1 2( , )u u u=  µια κατεύθυνση του 2R  (δηλαδή ότι 1u = ). Τότε 
κατευθυνόµενη παράγωγος της συνάρτησης f  στο σηµείο a  ως προς την 
κατεύθυνση u   είναι ο πραγµατικός αριθµός ( )uf a , ο οποίος ορίζεται από τον τύπο  
 

1 2

0 0

( , ) ( , ) ( ) ( )( ) lim limu h h

f u h u h f f a hu f af a
h h

α β α β
→ →

+ + − + −
= =  

 
Αν επιπλέον η πραγµατική συνάρτηση :f A→R  είναι διαφορίσιµη στο 

( , )a Aα β= ∈  τότε υπάρχει η κατευθυνόµενη παράγωγος u ( )f a  και ισχύει ο τύπος  

u ( ) ( )( ) ( ) , 1f a Df a u f a u u= = ∇ ⋅ =  
 
 
 
 
 

 
Άρα η κατευθυνόµενη παράγωγος είναι η παράγωγος της (κόκκινης) συνάρτησης σε 
κάποιο σηµείο (ενώ η µερική παράγωγος ως προς x  είναι η παράγωγος της µπλε 
συνάρτησης σε κάποιο σηµείο). 

Άσκηση 4.8 
Να υπολογιστεί η κατευθυνόµενη παράγωγος της ( , , ) 2 x y zf x y z ye e e yηµ−= + +  στο 

σηµείο (0, ,0)
2
π  ως προς την κατεύθυνση (1,1,1)u = . 

 

Περιορισµός της f  στην 
ευθεία η οποία είναι 
παράλληλη µε το 
διάνυσµα u και περνά από 
το σηµείο ( , )α β  

Περιορισµός της f  στην 
ευθεία η οποία είναι 
παράλληλη µε το 
διάνυσµα (1,0)u =  και 
περνά από το σηµείο 
( , )α β  

(α,β) 



Λύση  
 
Ανάλογα µε το παράδειγµα 8.39 σελ. 394 
 

Άσκηση 4.9 
Υπολογίστε την κατευθυνόµενη παράγωγο της ( , , ) ( )xf x y z e yzσυν π=  στο σηµείο 

1(0,1, )
2

 σε κατεύθυνση παράλληλη µε την ευθεία που τέµνονται τα επίπεδα 

1 0x y z+ + − =  και 2 3 1 0x y z− + − = . 
 

Λύση  
 
Ένα παράλληλο διάνυσµα προς την ευθεία είναι το (5, 2, 3)α = − −  (παράδειγµα 3.9 
σελ 99-100). Συνεχίζουµε όπως στην άσκηση 4.8. 
 

Άσκηση 4.10 
Έστω η θερµοκρασία (σε oC ) σε κάθε σηµείο 3( , , )x y z ∈  ( , ,x y z  σε µέτρα) δίνεται 
από την συνάρτηση 2 2 2( , , ) 75 2T x y z x y z= − + −  
 

i. Υπολογίστε την κατευθυνόµενη παράγωγο της T  στο σηµείο (2, 1, 1)P = − ως 
προς την κατεύθυνση του (4, 3, 12)u = −  

ii. Βρείτε το µοναδιαίο διάνυσµα που δείχνει την κατεύθυνση  ως προς την οποία η 
T  ελαττώνεται γρηγορότερα στο P  και τον ρυθµό µεταβολής κατά την 
κατεύθυνση αυτή.   

Λύση  
ii. Ανάλογα µε το παράδειγµα 8.41 σελ 396. 

Άσκηση 4.11  
Υποθέτουµε ότι για τις συναρτήσεις των ασκήσεων ισχύουν οι προϋποθέσεις των 
θεωρηµάτων που θα χρησιµοποιηθούν 
 

i.  
 
 

1. Αν ( , )u f x y=  και θέσουµε sx e tσυν=  και sy e tηµ= , αποδείξτε ότι ισχύει 
22 2 2

2su u u ue
x y s t

−
⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

2. Αν ( )z f x y= − , αποδείξτε ότι ισχύει 0z z
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

. 

3.   i)       Εάν 2 2( )z f x y= +  αποδείξτε ότι 0z zx y
y x
∂ ∂

− =
∂ ∂

. 



  ii)      Εάν ( )xyz f e=  βρείτε τη σχέση µεταξύ των z
x
∂
∂

 και z
y
∂
∂

.  

4. Εάν ( , )z f x y= , όπου 2tx s= + , 2ty s= − , υπολογίστε την τιµή του 

k∈ (αν υπάρχει) ώστε να ισχύει 
22z z z zk

x y s t
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ + =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

5. Εάν ( , )z f u v=  όπου u x yα= + , v x yβ= +   

i) Υπολογίστε την 
2z

x y
∂
∂ ∂

 συναρτήσει των 
2

2

z
u
∂
∂

, 
2

2

z
v
∂
∂

 και 
2z

u v
∂
∂ ∂

. 

ii) Εάν 
2 2 2

2 23 5 0z z z
u u v v
∂ ∂ ∂

− − =
∂ ∂ ∂ ∂

, υπολογίστε τις τιµές των ,α β  ώστε η   

           εξίσωση αυτή να µας δίνει την 
2

0z
x y
∂

=
∂ ∂

. 

6. Θεωρούµε τις διαφορίσιµες συναρτήσεις 3( , , ) :f f x y z= →  και 
2( , ) :g g x z= →  και θέτουµε  ( , , )w f x y z=  και ( , )y g x z= . Υπολογίστε 

τις µερικές παραγώγους : w
x

∂
∂

 και w
z

∂
∂

. 

Άσκηση 4.12  
1. Έστω 2:f →  και x rσυνθ= , , 0y r rηµθ= > . Αποδείξτε ότι: 

i) 
22 2 2

2

1f f f f
x y r r θ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

ii) 
2 2 2 2

2 2 2 2 2

1 1f f f f f
x y r r r r θ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

 

 Λύση  
i) (Παράδειγµα 9.13 σελ 438.). 

 

Άσκηση 4.13  
Έστω 3:f →  και ,x r y rσυνθηµφ ηµθηµφ= =  και z rσυνφ= . Αποδείξτε ότι : 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1f f f f z f f f f
x y z r r r r r rηµ φ θ φ συνφ φ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + = + + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
. 

Άσκηση 4.14  

Αποδείξτε ότι η 
2 2 2

1 2 ...
4t

1 2 1 2/ 2

1(t, , ,..., ) , ( , ,..., ) , t 0
t

nx x x
n

n nnf x x x e x x x
+ + +

−
= ∈ >  

ικανοποιεί την εξίσωση τις θερµότητας 
2 2 2

2 2 2
1 2

...
t n

f f f f
x x x

∂ ∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂
.  



Άσκηση 4.15  

Αποδείξτε ότι η [ ]
t

t

1 1( , t) ( t) ( t) ( ) , , t 0
2 2

x

x
u x f x f x g s ds x

+

−
= + − − + ∈ ≥∫  

ικανοποιεί την απλούστερη µορφή της κυµατικής εξίσωσης 
2 2

2 2 ,
t
u u

x
∂ ∂

=
∂ ∂

 

( ,0) ( )u x f x=  και ( ,0) ( )
t
u x g x∂

=
∂

.  

Άσκηση 4.16  
Έστω U  ανοικτό υποσύνολο του n , µε την ιδιότητα { }: (0, )tx t x U Uκαι∈ +∞ ∈ ⊆  
και :f U →  µια διαφορίσιµη συνάρτηση οµογενής, βαθµού οµογένειας α 
( (t ) t ( ), , 0, t 0,a nf x f x x x a= ∈ ≠ > ∈ ). Αποδείξτε ότι ( ) ( )x f x af x⋅∇ =  για κάθε 
x U∈  (Euler).  

Λύση  
Θεώρηµα  9.32, Euler σελ. 436. 

Άσκηση 4.17  

Έστω 2( , ) xu x y x f
y

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
. Αποδείξτε ότι 2u ux y u

x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

. 

Λύση  
Χρησιµοποιούµαι την 4.16 

Άσκηση 4.18  

Έστω η βαρυτική συνάρτηση 
2 2 2

( , , ) GMmV x y z
x y z

= −
+ +

, ( , , )x y z U∈ ≡  

{ }3 \ (0,0,0)≡ (Νόµος Newton της Παγκόσµιας Έλξης). Αποδείξτε ότι 
V V Vx y z V
x y z

∂ ∂ ∂
+ + = −

∂ ∂ ∂
.  

Λύση  
Παράδειγµα 9.10 σελ. 437 



 

0.3 Όρια, Συνέχεια συναρτήσεων 
 
Μπορείτε να «σχεδιάσετε» τις γραφικές παραστάσεις και να τις περιεργαστείτε 
πληκτρολογώντας στο Matlab το κοµµάτι κώδικα που βρίσκεται µετά τις ασκήσεις. 
 

Άσκηση 3.1 
Υπολογίστε το όριο (αν υπάρχει) ή αποδείξτε ότι το όριο δεν υπάρχει 

i. 2 2( , ) (0,0)
lim

x y

xy
x y→ +

 

 

ii. 
3

2 2( , ) (0,0)
lim

x y

x
x y→ +

 

 

iii. 
2 2

2 2( , ) (0,0)
lim

x y

x xy y
x y→

+ +
−

 

 
 

iv. 
( , ) ( , )

lim
4x y

x yx
π π

ηµ
→

+⎛ ⎞⋅ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 



 
v. 

( , ) (0,0)

( )lim
x y

x y
x y

ηµ
→

+
+

 

 

 
vi. 2 2( , ) (0,0)

lim
x y

x
x y→ +

 

vii. 2 2( , ) (0,0)
lim

1x y

xy
x y→ + −

 

viii. 
2 2

( , ) (0,0)
lim

x y

x y
x y→

−
+

 

 

ix. 
2

2 4( , ) (0,0)
lim

x y

xy
x y→ +

 



 

x. 
2 2 2

2 2 2( , , ) (0,0,0)
lim

x y z

x y z
x y z→

− −
+ +

 

xi. 
2 2 2

2 2( , , ) (0,0,0)
lim

x y z

x y z
x y z→ + +

 

xii. 
2 2 2

1
2 2 2 ( )

( , , ) (0,0,0)
lim (1 ) x y z

x y z
x y z ηµ + +

→
+ + +  

 

Λύση  
i.  Παράδειγµα 7.7, σελ. 264, ∆ιδακτικό βιβλίο  

ix.  Παράδειγµα 7.8, σελ. 265, ∆ιδακτικό βιβλίο 

xii.  Θέτουµε 2 2 2t x y z= + +  

       Να λυθούν οι υπόλοιπες.  

Άσκηση 3.2 
i. Έστω 2: ,f A A→ ⊆R R  και ( , )α β  σηµείο συσσώρευσης του Α. Αποδείξτε 

ότι αν υπάρχουν τα 
( , ) ( , )

lim ( , )
x y

f x y
α β→

 και lim ( , )
x

f x y
α→

, τότε υπάρχει το διαδοχικό 

όριο lim(lim ( , ))
y x

f x y
β α→ →

 και 
( , ) ( , )

lim(lim ( , )) lim ( , )
y x x y

f x y f x y
β α α β→ → →

= .  

ii. Έστω { }
2 2

2
2 2 2( , ) , ( , ) \ (0,0)

( )
x yf x y x y

x y x y
= ∈

+ −
R  . 

 



Αποδείξτε ότι 
0 0 0 0

lim(lim ( , )) lim(lim ( , )) 0
x y y x

f x y f x y
→ → → →

= = , αλλά ότι το 
( , ) (0,0)

lim ( , )
x y

f x y
→

 δεν 

υπάρχει.  
 

iii. Έστω ( , ) , 0x yf x y x y
x y
−

= + ≠
+

.Αποδείξτε ότι 
0 0 0 0

lim(lim ( , )) lim(lim ( , ))
x y y x

f x y f x y
→ → → →

≠  

και ότι το 
( , ) (0,0)

lim ( , )
x y

f x y
→

 δεν υπάρχει.  

 

Λύση  
i.  Έστω  

( , ) ( , )
lim ( , )

x y
f x y

α β→
=  και 0ε > . Τότε ∃  ( ) 0δ δ ε= >  τέτοιο ώστε  

( , )
2 2

l f x y lε ε
− < < +  για  ( ) ( )( )( , ) , ,x y α δ α δ β δ β δ∈ − + × − + ∩Α . 

Έστω ( ),y β δ β δ∈ − +  για το οποίο ορίζεται το lim ( , )
x a

f x y
→

. Τότε  

2
),(lim

2
εε

+≤≤−
→

lyxfl
ax

  ή   lim ( , )
2x a

f x y l ε ε
→

− ≤ < .  

Άρα  υπάρχει το lim(lim ( , ))
y x

f x y
β α→ →

 και µάλιστα lim(lim ( , ))
y x

f x y l
β α→ →

= . 

ii. -  iii. Να λυθούν 

 
 

Άσκηση 3.3 
Εξετάστε ως προς την συνέχεια τις συναρτήσεις 

i. 
, ( , ) (0,0)

( , )
0 , ( , ) (0,0)

xy x y
x yf x y

x y

⎧ ≠⎪ += ⎨
⎪ =⎩

  2( , )x y ∈R  

ii. 

2 2

2 2

( 2 ) , ( , ) (0,0)
( , )

1 , ( , ) (0,0)

x y x y
f x y x y

x y

ηµ⎧ +
≠⎪= +⎨

⎪ =⎩

 2( , )x y ∈R  

iii. 
( ) 1 , 0

( , , )
0 , 0

xy z x
f x y z x x

x

ηµ ηµ⎧ + ≠⎪= ⎨
⎪ =⎩

  3( , , )x y z ∈R  

iv. 2

1 1 1, , , 0
( , ) 1

( ,1,0) , 0

xy
ye x e x

f x y x x x
y x

συν⎧⎛ ⎞− −
≠⎪⎜ ⎟= +⎨⎝ ⎠

⎪ =⎩

 ∈ R2( , )x y  

v. 

2 3 3

2 2 2 2 2, , , ( , , ) (0,0,0)
( , , )

(1,0) , ( , , ) (0,0,0)

xy z x y x y z
f x y z x y z x y z

x y z

⎧⎛ ⎞− +
≠⎪⎜ ⎟= + + + +⎨⎝ ⎠

⎪ =⎩

    3( , , )x y z ∈R  



Λύση 
i. Χρησιµοποιείστε τον ορισµό της συνέχειας µε δ=ε .  

ii. Για y x=  έχουµε 
2 2 2 2

2 2 2 2( , ) (0,0) 0 0

( 2 ) (3 ) (3 ) 3lim lim lim
2 2 2x x x x

x x x x
x x x x

ηµ ηµ ηµ
→ → →

+
= = =

+
 

3 1 (0,0)
2

f= ≠ = . Άρα η f  είναι ασυνεχής στο ( )0,0 .  Για ( )( , ) 0,0α β ≠  η 

f  είναι συνεχής . 

iv. 1 2 3( , , )f f f f=  όπου 1

1 , 0( , )
, 0

xye xf x y x
y x

⎧ −
≠⎪= ⎨

⎪ =⎩

 , 

2
2 2

1( , ) , ( , )
1

f x y x y
x

= ∈
+

R        και 3

1 , 0
( , )

0 , 0

yx e x
f x y x

x

συν −⎧ ≠⎪= ⎨
⎪ =⎩

  .  

• Για την 1f  έχουµε : 1( , ) (0, ) ( , ) (0, )

1 1lim lim (0, )
xy xy

x y x y

e e y f
x xyβ β

β β
→ →

− −
= = =  .   

• Για την 3f  έχουµε : 3( , ) (0, )

1lim 0 (0, )y

x y

x e f
xβ

συν β
→

−
= =  

 
Συµπεραίνουµε  (εύκολα) ότι οι 1f , 2f 3f  είναι συνεχείς για κάθε 2( , )α β ∈R  

άρα και η f  είναι συνεχείς σε κάθε 2( , )α β ∈R . 
 

   iii,v Nα λυθούν. 
 

Άσκηση 3.4 
Εξετάστε αν υπάρχει λ∈R  (και αν υπάρχει να υπολογιστεί), ώστε κάθε µία από τις 
συναρτήσεις να είναι συνεχής στο (0,0) . 
 

i. 

2

4 2 , ( , ) (0,0)
( , )

, ( , ) (0,0)

x y x y
f x y x y

x yλ

⎧
≠⎪= +⎨

⎪ =⎩

 

ii. 
3

2 2 , ( , ) (0,0)
( , )

, ( , ) (0,0)

xy y x y
x yf x y

x yλ

⎧ ≠⎪ += ⎨
⎪ =⎩

 

iii. Oι συναρτήσεις της άσκησης 3.1 



Λύση 
i. Όπως το Παρ. 8.38, σελ. 392, ∆ιδακτικό βιβλίο 

ii. Ισχύει 2 2

1
2

xy
x y

≤
+

 και 3
( , ) (0,0)

lim 0
x y

y
→

= . Άρα 
( , ) (0,0)

lim ( , ) 0
x y

f x y
→

= . 

Για να είναι η f  συνεχής στο (0,0)  πρέπει (0,0) 0fλ = = . 
iii. Να λυθούν. 



Κώδικας σε MATLAB για γραφικές παραστάσεις 
 
clear all; 
clc; 
 
[X,Y] = meshgrid(-5:0.5:5); 
 
figure(1) 
 
R1=X.*Y; 
R3=X.^2 +Y.^2; 
Z=R1./R3; 
 
surf(X,Y,Z,'FaceColor','interp','EdgeColor','none','FaceLighting','phong') 
 
figure (2); 
 
R1=X.^3; 
R3=X.^2 +Y.^2; 
Z=R1./R3; 
 
surf(X,Y,Z,'FaceColor','interp','EdgeColor','none','FaceLighting','phong') 
 
figure (3); 
 
R2=X.^2 + X.*Y + Y.^2; 
R3=X.^2 - Y.^2; 
Z=R2./R3; 
 
surf(X,Y,Z,'FaceColor','interp','EdgeColor','none','FaceLighting','phong') 
 
figure (4); 
 
R1=X + Y; 
R2=sin(R1/4); 
Z=X.*R2; 
 
surf(X,Y,Z,'FaceColor','interp','EdgeColor','none','FaceLighting','phong') 
 
figure (5); 
 
R1=X + Y; 
R2=sin(R1); 
Z=R2./R1; 
 
surf(X,Y,Z,'FaceColor','interp','EdgeColor','none','FaceLighting','phong') 
 
figure (6); 
R1=X 



R3=X.^2 +Y.^2; 
Z=X./(X.^2 +Y.^2); 
 
surf(X,Y,Z,'FaceColor','interp','EdgeColor','none','FaceLighting','phong') 
 
figure (7); 
R1=X.*Y 
R3=X.^2 + Y.^2-1; 
Z=R1./R3; 
 
surf(X,Y,Z,'FaceColor','interp','EdgeColor','none','FaceLighting','phong') 
 
figure (8); 
R1=X + Y; 
R2=X.^2 - Y.^2; 
Z=R2./R1; 
 
surf(X,Y,Z,'FaceColor','interp','EdgeColor','none','FaceLighting','phong') 
 
 



ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

1.  Να υπολογιστεί το διαφορικό της ݂⃗: ℜଶ → ℜଶ, με: 

,ݔ)݂⃗ (ݕ = ݔ) + ,ݕ  (ݕଶݔ

 

Λύση 

Ορίζουμε ଵ݂(ݔ, (ݕ = ݔ + ,ݔ)και ଶ݂  ݕ (ݕ = ,Οι ଵ݂ .ݕଶݔ ଶ݂ είναι 
παραγωγίσιμες, με: 

߲ ଵ݂

ݔ߲
,ݔ) (ݕ = 1 

߲ ଵ݂

ݕ߲
,ݔ) (ݕ = 1 

߲ ଶ݂

ݔ߲
,ݔ) (ݕ =  ݕݔ2

߲ ଶ݂

ݕ߲
,ݔ) (ݕ =  ଶݔ

Παρατηρούμε ότι οι μερικές παράγωγοι των παραπάνω 
συναρτήσεων είναι συνεχείς, άρα οι ଵ݂, ଶ݂ είναι διαφορίσιμες 
στο ℜଶ, με: 

݀ ଵ݂(ݔ଴ሬሬሬሬ⃗ )൫ ℎሬ⃗ ൯ = ∇ ଵ݂(ݔ଴ሬሬሬሬ⃗ ) ∙ ℎሬ⃗ = ℎଵ + ℎଶ 

݀ ଶ݂(ݔ଴ሬሬሬሬ⃗ )൫ ℎሬ⃗ ൯ = ∇ ଶ݂(ݔ଴ሬሬሬሬ⃗ ) ∙ ℎሬ⃗ = ℎଵݕݔ2 +  ,ଶℎଶݔ

଴ሬሬሬሬ⃗ݔ∀ = ,ݔ) (ݕ ∈ ℜଶ και ℎሬ⃗ = (ℎଵ, ℎଶ). 

Τελικά, 

,ݔ)݂⃗݀ ൫ ℎሬ⃗(ݕ ൯ = ቀ݀ ଵ݂(ݔ, ൫ ℎሬ⃗(ݕ ൯, ݀ ଶ݂(ݔ, ൫ ℎሬ⃗(ݕ ൯ቁ

= (ℎଵ + ℎଶ, ℎଵݕݔ2 + ( ଶℎଶݔ = ൬ 1 1
ݕݔ2 ଶ൰ݔ ൬ℎଵ

ℎଶ
൰ 



2. Να βρεθεί το ολικό διαφορικό της ݂: ℜଷ → ℜ, με: 

,ݔ)݂ ,ݕ (ݖ = ଶݕݔ +  ௫௭݁ݕ

 

Λύση 

Η ݂ είναι παραγωγίσιμη, με: 
߲݂
ݔ߲

,ݔ) ,ݕ (ݖ = ଶݕ +  ௫௭݁ݖݕ

߲݂
ݕ߲

,ݔ) ,ݕ (ݖ = ݕݔ2 + ݁௫௭ 

߲݂
ݖ߲

,ݔ) ,ݕ (ݖ =  ௫௭݁ݕݔ

 

Παρατηρούμε ότι οι μερικές παράγωγοι της ݂ είναι συνεχείς, 
επομένως υπάρχει το ολικό διαφορικό της, με: 

,ݔ)݂݀ ,ݕ (ݖ = ଶݕ) + ݔ݀(௫௭݁ݖݕ + ݕݔ2) + ݁௫௭)݀ݕ +  ݖ௫௭݀݁ݕݔ

 

 

 

3. Αν ܹ(ݔ, ,ݕ (ݖ = ଷ݂ݔ ቀ௬
௫

, ௭
௫

ቁ , να αποδείξετε ότι: 

ݔ
߲ܹ
ݔ߲

+ ݕ
߲ܹ
ݕ߲

+ ݖ
߲ܹ
ݖ߲

= 3ܹ 

 

Λύση 

Θέτουμε ݑ = ௬
௫

 και ݒ = ௭
௫

. Έχουμε: 

߲ܹ
ݔ߲

=
,ݑ)ଷ݂ݔ߲ (ݒ

ݔ߲
= ,ݑ)ଶ݂ݔ3 (ݒ + ଷݔ ,ݑ)݂߲ (ݒ

ݔ߲
= 



,ݑ)ଶ݂ݔ3 (ݒ + ଷݔ ,ݑ)݂߲ (ݒ
ݑ߲

∙
ݑ߲
ݔ߲

+ ଷݔ ,ݑ)݂߲ (ݒ
ݒ߲

∙
ݒ߲
ݔ߲

=

= ,ݑ)ଶ݂ݔ3 (ݒ − ݕݔ
߲݂
ݑ߲

− ݖݔ
,ݑ)݂߲ (ݒ

ݒ߲
 

 

 

߲ܹ
ݕ߲

=
,ݑ)ଷ݂ݔ߲ (ݒ

ݕ߲
= ଷݔ ,ݑ)݂߲ (ݒ

ݕ߲

= ଷݔ ,ݑ)݂߲ (ݒ
ݑ߲

∙
ݑ߲
ݕ߲

+ ଷݔ ,ݑ)݂߲ (ݒ
ݒ߲

∙
ݒ߲
ݕ߲

= ଶݔ ,ݑ)݂߲ (ݒ
ݑ߲

 

 

 

߲ܹ
ݕ߲

=
,ݑ)ଷ݂ݔ߲ (ݒ

ݖ߲
= ଷݔ ,ݑ)݂߲ (ݒ

ݖ߲

= ଷݔ ,ݑ)݂߲ (ݒ
ݑ߲

∙
ݑ߲
ݖ߲

+ ଷݔ ,ݑ)݂߲ (ݒ
ݒ߲

∙
ݒ߲
ݖ߲

= ଶݔ ,ݑ)݂߲ (ݒ
ݒ߲

 

 

Τελικά, 

ݔ
߲ܹ
ݔ߲

+ ݕ
߲ܹ
ݕ߲

+ ݖ
߲ܹ
ݖ߲

= ,ݑ)ଷ݂ݔ3 (ݒ − ݕଶݔ
߲݂
ݑ߲

− ݖଶݔ
,ݑ)݂߲ (ݒ

ݒ߲

+ ݕଶݔ
,ݑ)݂߲ (ݒ

ݑ߲
+ ݖଶݔ

,ݑ)݂߲ (ݒ
ݒ߲

= 3ܹ 

 

 

 

 



4.  Θεωρούμε την ݂: ℜଶ\൛0ሬ⃗ ൟ → ℜ, με: 

,ݔ)݂ (ݕ =
ଶݕଶݔ

ଶݕଶݔ + ݔ) −  ଶ(ݕ

Να αποδείξετε ότι: 

lim
௫→଴

൬lim
௬→଴

,ݔ)݂ ൰(ݕ = lim
௬→଴

ቀlim
௫→଴

,ݔ)݂ ቁ(ݕ = 0 

και 

∄ lim
(௫,௬)→(଴,଴)

,ݔ)݂  (ݕ

 

Λύση 

lim
௫→଴

൬lim
௬→଴

,ݔ)݂ ൰(ݕ = lim
௫→଴

ቆlim
௬→଴

ଶݕଶݔ

ଶݕଶݔ + ݔ) − ଶቇ(ݕ = lim
௫→଴

(0) = 0 

lim
௬→଴

ቀlim
௫→଴

,ݔ)݂ ቁ(ݕ = lim
௬→଴

ቆlim
௫→଴

ଶݕଶݔ

ଶݕଶݔ + ݔ) − ଶቇ(ݕ = lim
௬→଴

(0) = 0 

 

Θα αποδείξουμε ότι ∄ lim
(௫,௬)→(଴,଴)

,ݔ)݂  :μέσω καμπυλών ,(ݕ

 

,ݔ)݂ 0) = 0 

,ݔ)݂ (ݔ = 1 

Επομένως, ∄ lim
(௫,௬)→(଴,଴)

,ݔ)݂  .(ݕ

 

 

5. Να βρεθούν, αν υπάρχουν, τα σημεία τοπικών ακροτάτων 
της συνάρτησης: 

,ݔ)݂ (ݕ = ݔ) − ସ(ݕ + ݕ) − 1)ସ 



 

Λύση 

Η συνάρτηση ݂ είναι παραγωγίσιμη στο ℜଶ, με: 
߲݂
ݔ߲

,ݔ) (ݕ = ݔ)4 −  ଷ(ݕ

߲݂
ݕ߲

,ݔ) (ݕ = ݔ)4− − ଷ(ݕ + ݕ)4 − 1)ଷ 

 

Επομένως, ∇݂(ݔ, (ݕ = ݔ)4) − ,ଷ(ݕ ݔ)4− − ଷ(ݕ + ݕ)4 − 1)ଷ). 

Λύνουμε: 

 

,ݔ)݂∇ (ݕ = 0ሬ⃗ ⇔ ൜ ݔ)4 − ଷ(ݕ = 0    (૚)
ݔ)4− − ଷ(ݕ + ݕ)4 − 1)ଷ = 0   (૛) 

 

Από αντικατάσταση της (૚) στην (૛) προκύπτει ότι: 

ݕ)4 − 1)ଷ = 0 ⇔ ݕ = 1 

Για ݕ = 1 η (૚) γράφεται: 

ݔ)4 − 1)ଷ = 0 ⇔ ݔ = 1 

Οπότε, εξετάζουμε το σημείο (1,1). 

Βρίσκουμε τις παραγώγους δεύτερης τάξης: 

߲ଶ݂
ଶݔ߲ ,ݔ) (ݕ = ݔ)12 − ଶ(ݕ ⇒

߲ଶ݂
ଶݔ߲ (1,1) = 0 

߲ଶ݂
ଶݕ߲ ,ݔ) (ݕ = ݔ)12 − ଶ(ݕ + ݕ)12 − 1)ଶ ⇒

߲ଶ݂
ଶݕ߲ (1,1) = 0 

߲ଶ݂
ݔ߲ݕ߲

,ݔ) (ݕ = ݔ)12− − ଶ(ݕ ⇒
߲ଶ݂

ݔ߲ݕ߲
(1,1) = 0 



߲ଶ݂
ݕ߲ݔ߲

,ݔ) (ݕ = ݔ)12− − ଶ(ݕ ⇒
߲ଶ݂

ݕ߲ݔ߲
(1,1) = 0 

 

Παρατηρούμε ότι ߂ଶ = ݐ݁݀ ቀ0 0
0 0ቁ = 0, οπότε μέσω 

Εσσιανού πίνακα δεν μπορούμε να αποφανθούμε. 

Όμως: 

,ݔ)݂ (ݕ = ݔ) − ସ(ݕ + ݕ) − 1)ସ ≥ 0 = ݂(1,1) 

Άρα το (1,1) είναι σημείο ολικού ελαχίστου. 

 

 

 

6. Να βρεθεί η κατευθυνόμενη παράγωγος της συνάρτησης 
݂ στο σημείο (−1,2,3) και κατεύθυνση ⃗ߙ = ቀଵ

ଷ
, ଶ

ଷ
, ଶ

ଷ
ቁ, όπου: 

݂: ℜଷ → ℜ, με ݂(ݔ, ,ݕ (ݖ = ݖݔ −  ଶݕ

 

Λύση 

ܦ
ቀଵ

ଷ,ଶଷ,ଶଷቁ
݂(−1,2,3)

= lim
௛→଴

݂ ቆ(−1,2,3) + ℎ ቀ1
3 , 2

3 , 2
3ቁቇ − ݂(−1,2,3)

ℎ
= 

lim
௛→଴

݂ ቆ(−1,2,3) + ቀℎ
3 , 2ℎ

3 , 2ℎ
3 ቁቇ + 7

ℎ

= lim
௛→଴

݂ ቆቀ−1 + ℎ
3 , 2 + 2ℎ

3 , 3 + 2ℎ
3 ቁቇ + 7

ℎ
 



= lim
௛→଴

݂ ቆቀ−1 + ℎ
3 , 2 + 2ℎ

3 , 3 + 2ℎ
3 ቁቇ + 7

ℎ

= lim
௛→଴

ቀ−1 + ℎ
3ቁ ቀ3 + 2ℎ

3 ቁ − ቀ2 + 2ℎ
3 ቁ

ଶ
+ 7

ℎ
 

= lim
௛→଴

−3 − 2ℎ
3 + 3ℎ

3 + 2ℎଶ

9 − ൬4 + 8ℎ
3 + 4ℎଶ

9 ൰ + 7

ℎ
 

= lim
௛→଴

− 7ℎ
3 − 2ℎଶ

9
ℎ

= −
7
3

 

 

Σχόλιο: Το ίδιο αποτέλεσμα θα παίρναμε αν 
χρησιμοποιούσαμε το θεώρημα, το οποίο αναφέρει ότι 
ఈሬሬ⃗ܦ (ݔ⃗)݂ = (ݔ⃗)݂∇ ∙ ,ߙ⃗ ∀݂: ܣ ⊆ ℜ௡ → ℜ, διαφορίσιμη, ݔ⃗ ∀ ∈
ߙ⃗∀ και ܣ ∈ ℜ௡: ‖ߙ⃗‖ = 1, αφού η ݂ έχει συνεχείς μερικές 
παραγώγους. 

 

 

7. Να εξετάσετε αν έχει μερικές παραγώγους στο σημείο 
(0,0) η συνάρτηση: 

,ݔ)݂ (ݕ = ቐ
ଶݔ

ଶݔ + ଶݕ , ,ݔ) (ݕ ≠ (0,0)

0, ,ݔ) (ݕ = (0,0) 
 

 

Λύση 

߲݂
ݔ߲

(0,0) = lim
௛→଴

݂൫(0,0) + ℎ(1,0)൯ − ݂(0,0)
ℎ

= lim
௛→଴

1
ℎ

 



Όμως, αν ℎ > 0 ⇒ lim
௛→଴శ

ଵ
௛

= +∞ και αν ℎ < 0 ⇒ lim
௛→଴ష

ଵ
௛

= −∞ 

Επομένως, ∄ డ௙
డ௫

(0,0). 

߲݂
ݕ߲

(0,0) = lim
௛→଴

݂൫(0,0) + ℎ(0,1)൯ − ݂(0,0)
ℎ

= 0 

 

 

 

8. Να επαληθεύσετε τον τύπο του Green για τη συνάρτηση 
,ݔ)ܨ⃗ (ݕ = ݔ2) − ,ݕ ݔ + ܩ στο (ݕ3 = ቄ(ݔ, (ݕ ∈ ℜଶቚ ௫మ

ସ
+ ଶݕ ≤ 1ቅ. 

 

Λύση 

Παρατηρούμε ότι το ܩ είναι ένα απλό σύνολο Green και η ⃗ܨ 
είναι ܥଵ στο ܩ. Επομένως εφαρμόζεται ο τύπος του Green, 
για ܲ = ݔ2 − ܳ και ݕ = ݔ  +  :ݕ3

ර ݔ݀ܲ + ݕ݀ܳ
డீ

= ඵ ൬
߲ܳ
ݔ߲

−
߲ܲ
ݕ߲

൰ ݔ݀ ݕ݀
ீ

 

Για το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα, έχουμε: 

ܩ߲ = ߁ = :ݎ⃗} (ݐ)ݎ⃗ = (2 cos ݐ , sin ,(ݐ ݐ ∈  {[ߨ0,2]

ܫ = න (4 cos ݐ − sin ݐ , 2 cos ݐ + 3 sin (ݐ ∙ (−2 sin ݐ , cos (ݐ
ଶగ

଴

 ݐ݀

= න (−8 sin ݐ cos ݐ + 2(sin ଶ(ݐ + 2(cos ଶ(ݐ + 3 sin ݐ cos ݐ݀(ݐ
ଶగ

଴

 



= න ൬−
5
2

sin ݐ2 + 2൰ ݐ݀
ଶగ

଴

= ൤
5
4

cos ݐ2 + ൨ݐ2
ߨ2
0

=  ߨ4

 

Για το διπλό ολοκλήρωμα έχουμε: 

ඵ ൬
߲ܳ
ݔ߲

−
߲ܲ
ݕ߲

൰ ݔ݀ ݕ݀
ீ

= ඵ൫1 − (−1)൯ ݔ݀ ݕ݀
ீ

= 2 ඵ ݔ݀ ݕ݀
ீ

 

Εφαρμόζοντας μετασχηματισμό ߒሬ⃗ ,ݎ) (ߠ = ݎ2) cos ߠ , ݎ sin  ( ߠ
προκύπτει ότι: 

൜ݔ = ݎ2 cos ߠ
ݕ  = ݎ sin ߠ ⇔ ൜ ݎ ∈ [0,1]

ߠ ∈  [ߨ0,2]

και 

ݐ݁݀
,ݔ)߲ (ݕ
,ݎ)߲ (ߠ = ሬ⃗ߒℑݐ݁݀ ,ݎ) (ߠ = ݐ݁݀ ቀ2 cos ߠ ݎ2− sin ߠ

sin ߠ ݎ cos ߠ ቁ =  ݎ2

Οπότε: 

ᇱ߇ = 2 ඵ ݔ݀ ݕ݀
ீ

= 2 න න ݎ2 ݎ݀ ߠ݀ = 2 න 1
ଶగ

଴

ଵ

଴

ଶగ

଴

ߠ݀ = 2 ∙ ߨ2 =  ߨ4

Επομένως ισχύει ο τύπος του Green, αφού ߇ =  .′߇

9. Να βρεθεί σημείο του επιπέδου ݔ − ݕ2 + ݖ = 5, το οποίο 
να είναι πλησιέστερο στο σημείο (5, −3, 6). 

 

Λύση 

Έστω το ζητούμενο σημείο είναι το (ݔ, ,ݕ   το οποίο απέχει ,(ݖ
απόσταση από το (5, −3, 6) ίση με: 

݀ = ඥ(ݔ − 5)ଶ + ݕ) + 3)ଶ + ݖ) − 6)ଶ

= ඥ(ݔ − 5)ଶ + ݕ) + 3)ଶ + ݕ2) − ݔ − 1)ଶ 



Θα μελετήσουμε την  ݀ = ,ݔ)݀  .ως προς τα ακρότατα (ݕ

Τότε η ݀ γίνεται ελάχιστη αν και μόνο αν η ݀ଶ γίνεται 
ελάχιστη. Έχουμε: 

݀ଶ(ݔ, (ݕ = ݔ) − 5)ଶ + ݕ) + 3)ଶ + ݕ2) − ݔ − 1)ଶ

= ଶݔ2 + ଶݕ5 − ݕݔ4 − ݔ8 + ݕ2 + 35 

Η ݀ଶ είναι παραγωγίσιμη, με: 

߲݀ଶ

ݔ߲
,ݔ) (ݕ = ݔ4 − ݕ4 − 8 

߲݀ଶ

ݕ߲
,ݔ) (ݕ = ݕ10 − ݔ4 + 2 

Οπότε: 

∇݀ଶ(ݔ, (ݕ = ݔ4)  − ݕ4 − 8, ݕ10 − ݔ4 + 2) 

Λύνουμε: 

∇݀ଶ(ݔ, (ݕ = 0ሬ⃗ ⇔ ൜ ݔ4 − ݕ4 − 8 = 0
ݕ10 − ݔ4 + 2 = 0

⇔ ൜ ݔ = ݕ + 2   (૚)
ݕ10 − ݔ4 + 2 = 0 (૛) 

Από αντικατάσταση της (૚) στη (૛) προκύπτει: 

൜ ݔ = ݕ + 2
ݕ10 − ݕ4 − 8 + 2 = 0 ⇔ ൜ݔ = ݕ + 2

ݕ = 1 ⇔ ൜ݔ = 3
ݕ = 1 

 

Άρα θα εξετάσουμε το σημείο (3, 1). 

Βρίσκομε τις μερικές παραγώγους δεύτερης τάξης: 

߲ଶ݀ଶ

ଶݔ߲ ,ݔ) (ݕ = 4 

߲ଶ݀ଶ

ଶݕ߲ ,ݔ) (ݕ = 10 



߲ଶ݀ଶ

ݔ߲ݕ߲
,ݔ) (ݕ = −4 =

߲ଶ݀ଶ

ݕ߲ݔ߲
,ݔ)  (ݕ

Έχουμε: 

ଶ(3,1)݀߅ =

⎝

⎜
⎛

߲ଶ݀ଶ

ଶݔ߲ (3,1)
߲ଶ݀ଶ

ݕ߲ݔ߲
(3,1)

߲ଶ݀ଶ

ݔ߲ݕ߲
(3,1)

߲ଶ݀ଶ

ଶݕ߲ (3,1)
⎠

⎟
⎞

= ቀ 4 −4
−4 10ቁ 

 

ଵ߂ =
߲ଶ݀ଶ

ଶݔ߲ (3,1) = 4 > 0  

ଶ߂ = ଶ(3,1)݀߅ݐ݁݀ = 24 > 0 

 

Τελικά, το (3,1) είναι σημείο ολικού ελαχίστου. 

Οπότε, το ζητούμενο σημείο είναι το (3, 1, 4), το οποίο 
απέχει απόσταση από το (5, −3, 6),  ݀ = 2√6. 
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0.6 ∆ιπλά ολοκληρώµατα  
 
Άσκηση 6.1 
Να υπολογισθούν τα διπλά ολοκληρώµατα 
 

1. 
1 2 2

0 1

x

x
x ydydx

+

+∫ ∫  

2. 
1 1 2 2 3 3

0 0
x y x y dxdy+∫ ∫  

3. 
1 1 2 2

0
( )

y
x x xy dxdyσυν −∫ ∫  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Λύση  

( ) ( )1 1 12 2 2 2

0 0 0

x

y
I x x xy dxdy x x xy dydxσυν συν= − = − =∫ ∫ ∫ ∫

( )1 2

0 0

x
x x xy dxηµ⎡ ⎤= − − =⎣ ⎦∫ ( )

1
1 2 2

0
0

1 1 1 1
2 2

x x dx xηµ συν συν⎡ ⎤= − = −⎢ ⎥⎣ ⎦∫  

 

4. 
1 1

3 50 (1 )y

y dxdy
x+∫ ∫  

 

Λύση 
21 1 1 1

3 5 3 5 30 0 0 0

1 ...
(1 ) (1 ) 2 (1 )

x

y

y y xdxdy dydx dx
x x x

= = =
+ + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫   

 
 
 
 
 
 

x 

(1,1) 

(1,0) (0,0) 

y 



5. 
1 1

2 20 x

x dydx
x y+

∫ ∫  

Λύση 
1 1 1

2 2 2 20 0 0

2 1...
2

y

x

x xdydx dxdy
x y x y

−
= = =

+ +
∫ ∫ ∫ ∫  

 
 

6. 
1 1 3

0
1

x
y dy dx⎡ ⎤+⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫  

 

 
 

Λύση 
21 1 1 13 3 2 3

0 0 0 0
1 1 1 ...

y

x
y dy dx y dx dy y y dy⎡ ⎤⎡ ⎤+ = + = + =⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

 
 

7. 
2 2 3

2 2 2
0 0

( )
x

y dydx
α α

α
−

−∫ ∫ , ( 0)α >  

 

Λύση  
2 2 2 23 3

2 2 2 22 2
0 0 0 0

( ) ( )
x y

y dydx y dxdy
α α α α

α α
− −

− = − =∫ ∫ ∫ ∫  
3 1

2 2 2 2 2 2 2 4 2 2 42 2
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( 2 )y y dy y dy a y y dy
α α α
α α α α= − − = − = − + =∫ ∫ ∫  

5 2 3 5 52 1 8
3 5 5

a a a a a= − + =  

 
 
 
 

0



8. ( )
D

x y dxdy+∫∫ , όπου { }2

( , ) :| | 1, 0D x y x y y= ∈ + ≤ ≥  

 

   

Λύση 
Είναι 1 2 ,D D D= ∪  όπου { }2

1 ( , ) : 1, , 0D x y x y x y= ∈ + ≤ ≥ και 

{ }2
2 ( , ) : 1, 0, 0D x y x y x y= ∈ − + ≤ ≤ ≥ . Άρα  

1 2

( ) ( ) ( )
D D D

x y dxdy x y dydx x y dydx+ = + + + =∫∫ ∫∫ ∫∫
1 1 0 1

0 0 1 0

1( ) ( ) ...
3

x x
x y dydx x y dydx

− +

−
= + + + = =∫ ∫ ∫ ∫  

 
 

9. 
D

xydxdy∫∫ , όπου D  περιβάλλεται από τις 2x y= 2y x=  

 

Λύση 
{ }2 2( , ) : 0 1,D x y x x y x= ∈ ≤ ≤ ≤ ≤  … 

 
 

 
 

 
 

D1 
D2 



Άσκηση 6.2 
Να υπολογισθούν τα διπλά ολοκληρώµατα 

 

1. 
2

2 2

2

1 1 ( )

1 1

y x y

y
e dxdy

+ − − +

− − −∫ ∫  

 

Λύση 
Ανάλογα µε το παράδειγµα 10.13 σελ. 545-546 ( 1)a =  
 

2. 
3

2 2 2

2 21
D

x y dxdy
α β

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫∫ , 

22
2( , ) : 1x yD x y R

α β

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪⎛ ⎞= ∈ + ≤⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

 , ( , 0)α β >  

Λύση 
Θεωρούµε το µετασχηµατισµό ( , ) ( , )T r r rθ α συνθ β ηµθ= . 
Η Ιακωβιανή (ορίζουσα) του µετασχηµατισµού είναι ( )rαβ  και ( )[0,1] [0, 2 ]D T π= ×  
οπότε ευρίσκουµε: 

32 2 1 2 2 2
2 2 0 0

(1 ) (1 ) ( ) ... 10
D

x y dxdy r r d dr
π

αβ θ αβπ
α β

− + == − = =∫∫ ∫ ∫  

 
 

3. 
D

xdxdy∫∫  , { }2 2 2( , ) : 25, , 0D x y R x y y x y= ∈ + ≤ ≤ ≥  

 

 

Λύση 
5

4
0 0

( ) ...
D

xdxdy r rd dr
π

συνθ θ= =∫∫ ∫ ∫  (γιατί;) 

 
 
 
 
 



4. 2 2
D

x y dxdy
x y
+
+∫∫ ,  { }2 2 2 2 2( , ) : , 0D x y R x y yα β= ∈ ≤ + ≤ ≥ , (0 )α β< <  

Όπου  D  είναι το  πράσινο χωρίο του σχήµατος.  
 

 

 

Λύση  
Θεωρούµε τον πολικό µετασχηµατισµό x rσυνθ=  και y rηµθ=  όπου rα β≤ ≤  και 
0 θ π≤ ≤  

2 2 20
D

x y r rdxdy r drd
x y r

π β

α

συνθ ηµθ θ+ +
=

+∫∫ ∫ ∫ = 
0

( ) ( )d
π

β α συνθ ηµθ θ− +∫ = 

0
( ) 2( )d

π
β α ηµθ θ β α= − = −∫  

 
Άσκηση 6.3 
Να υπολογιστεί το διπλό ολοκλήρωµα 3 3( ) ( )

D

x y x y dxdy+ −∫∫ , όπου D  το τετράγωνο 

µε κορυφές τα σηµεία (1,0) ,A  (2,1) , (1,2)B Γ  και (0,1)∆ . 

Υπόδειξη 
Θέτουµε u x y= +  και v x y= −  
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

(1,0) 

(2,1) 

(1,2) 

(0,1) 

x 

y

v 

u 

(3,1) 

(1,-1) (3,-1) 

(1,1) 



Άσκηση 6.4 
3

D

xy dxdy∫∫ , όπου το D  περιβάλλεται από τις υπερβολές 2 2 2x y− = , 2 2 4x y− = , 

τους κύκλους 2 2 6x y+ = , 2 2 8x y+ = , όπου , 0x y ≥ . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Λύση 
Θέτουµε x u v= +  και y u v= −  
Η υπερβολή 2 2 2x y− =  γίνεται 1v =  και η υπερβολή 2 2 4x y− =  γίνεται 2v = . 
Ο κύκλος 2 2 6x y+ =  γίνεται 3u =  και ο κύκλος 2 2 8x y+ =  γίνεται 4u = .  

Η ορίζουσα του µετασχηµατισµού είναι 
2 2

1 1
2

x x
u v
y y u v
u v

∂ ∂
∂ ∂ = −
∂ ∂ −
∂ ∂

. 

Το ολοκλήρωµα 3

D

xy dxdy∫∫  γίνεται ( )32 4

2 21 3

1 1
2

I u v u v dudv
u v

= + + =
−

∫ ∫  

2 4

1 3

1 ( )
2

u v dudv− =∫ ∫
2

1

1 7
2 2

v dv⎛ ⎞− =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫

7 3 1
4 4
− =  

zoom 

v 
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ΤΜΗΜΑ ΦΥΣΙΚΗΣ

Θέματα Πτυχιακής Εξέτασης

‘‘Ανάλυση ΙΙ και Εφαρμογές’’

(17-03-2022)

Θέμα 1.

α. Να ευρεθεί το διπλό ολοκλήρωμα

I =

∫ 1

0

(∫ 1

√
y

y

(1 + x5)7
dx

)
dy

β. Να ευρεθεί η κατευθυνόμενη παράγωγος της συνάρτησης f(x, y, z) = xy + eyz στο σημείο
−→a = (1, 2, 0) ως προς την κατεύθυνση −→u =

(
1√
2
, 0, 1√

2

)
.

Θέμα 2.

α. Να ευρεθεί η μάζα και οι ροπές αδρανείας Ix και Iy του τριγωνικού χωρίου OAB με κορυφές
τα σημεία O(0, 0), A(0, 1) και B(1, 1) επάνω στο οποίο κατανέμεται μάζα (αμελητέου πάχους)
πυκνότητας δ(x, y) = 4x+ y.

β. Να ευρεθεί το
∫
∂G

(xy − x5) dx + (4x2y + y5) dy, όπου G το τριγωνικό χωρίο με κορυφές
τα σημεία (0, 0), (0, 1) και (1, 1).
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Άσκηση 1Άσκηση 1

Να δείξετε ότι το Να δείξετε ότι το ,, εε == ∈∈ RR ||  |||| -- |||| ≤≤ εε  είναι κλειστό σύνολο είναι κλειστό σύνολο..SS xx00 xx
nn

xx xx00

AπόδειξηAπόδειξη

'Εστω S'Εστω S == RR   \\ ,, εε == ∈∈ RR ||  |||| -- |||| >> εε  το συμπλήρωμα του το συμπλήρωμα του ,, εε  ως προς  ως προς RR   
cc nn

SS xx00 xx
nn

xx xx00  S S xx00
nn

και  και  ∈∈ SS ::   |||| -- |||| >> ε ε ⟹⟹ ∃∃ δ δ >> 00 :: |||| -- |||| == δδ++ εε..  Τότε  Τότε ∀∀  ∈∈ RR με 0με 0 << |||| --   |||| << δδ ::xx
cc

xx xx00 xx xx00 yy
nn

yy xx

|||| -- |||| == |||| -- ++ -- |||| ≤≤ |||| -- |||| ++ |||| -- |||| ⟹⟹ |||| -- |||| ≥≥ |||| -- ||||-- |||| -- |||| >> εε++ δδ-- δδ⟹⟹xx xx00 xx yy yy xx00 xx yy yy xx00 yy xx00 xx xx00 xx yy

|||| -- |||| >> εε⟹⟹ ∈∈ SS ..  Άρα για τυχόν  Άρα για τυχόν ∈∈ SS ,,  S S ,, δδ ⊆⊆ SS   ⟹⟹yy xx00 yy
cc

xx
cc

((xx ))
cc

∀∀  ∈∈ SS ::∃∃ δ δ ,, εε == |||| -- ||||-- εε == δδ >> 00 :: SS ,, δδ ⊆⊆ SS   ⟹⟹ SS  ανοιχτό ανοιχτό⟹⟹ ,, εε  κλειστό κλειστόxx
cc

((xx )) xx xx00 ((xx ))
cc cc

SS xx00

  
Άσκηση 2Άσκηση 2
Να δείξετε ότιΝα δείξετε ότι ::

αα  το  το αα ,, bb ⨯⨯ αα ,, bb   ⨯⨯ ...... ⨯⨯ αα ,, bb  είναι ανοιχτό σύνολο και είναι ανοιχτό σύνολο και(( )) (( 11 11)) (( 22 22)) (( nn nn))

ββ  το  το αα ,, bb ⨯⨯ αα ,, bb   ⨯⨯ ...... ⨯⨯ αα ,, bb  είναι κλειστό σύνολο είναι κλειστό σύνολο..(( )) [[ 11 11]] [[ 22 22]] [[ nn nn]]

  
AπόδειξηAπόδειξη

αα   ∈∈   αα ,, bb ⨯⨯ αα ,, bb   ⨯⨯ ...... ⨯⨯ αα ,, bb == AA   ⇔⇔ αα << xx << bb   ∀∀ j j == 11,, 22,..,,.., nn(( )) xx (( 11 11)) (( 22 22)) (( nn nn)) nn jj jj jj

  

αα ,, bb ≡≡ SS ,,   ⟹⟹ αα ,, bb  ανοιχτό ανοιχτό :: ΠΠ 11(( 11 11))
αα ++ bb

22

11 11 bb -- aa

22

11 11

(( 11 11)) (( ))

  

έστω  Πέστω  Π nn -- 11 ::AA == αα ,, bb ⨯⨯ αα ,, bb   ⨯⨯ ...... ⨯⨯ αα ,, bb  ανοιχτό ανοιχτό(( )) n-1n-1 (( 11 11)) (( 22 22)) (( n-1n-1 n-1n-1))

  

Τότε για τυχαίο Τότε για τυχαίο == xx ,, xx ,...,,..., xx ∈∈ AA   ::xx (( 11 22 nn)) nn

== xx ,, xx ,...,,..., xx == xx ,, xx ,...,,..., xx ⨯⨯ xx == prpr ⨯⨯ xx ..  Aπό επαγωγική υπόθεση  Aπό επαγωγική υπόθεση xx (( 11 22 nn)) {{(( 11 22 n-1n-1))}} {{(( nn))}} {{ AAn-1n-1 ((xx))}} {{(( nn))}}

∃∃ ε ε >> 00 :: SS prpr ,, εε ⊆⊆ AA ..  Για ε' Για ε' == >> 0 0 (( AAn-1n-1 ((xx)) )) n-1n-1

||xx --αα || ++ ||xx -- bb ||--

22

nn nn nn nn ||xx --αα ||-- ||xx -- bb ||nn nn nn nn

∀∀  ∈∈ SS prpr ,, εε ⨯⨯ SS xx ,, ε'ε' ::   ∀∀jj == 11,, 22,..,,.., nn -- 11 ::αα << xx << bb   και α  και α << xx << bb ⟹⟹yy (( AAn-1n-1 ((xx)) )) (( nn )) jj jj jj nn nn nn

για δγια δ == εε,, ε'ε' >> 00 ::  S S ,, εε,, δδ ⊆⊆ AA ⟹:⟹:AA  ανοιχτό ανοιχτό ::  Π Π nnminmin{{ }} ((xx minmin{{ }})) nn nn (( ))

  

ΠΠ 11  και Π και Π nn ⟹⟹ ΠΠ nn++ 11 ::(( )) (( )) (( ))

∀∀ n n ∈∈ NN ::   αα ,, bb ⨯⨯ αα ,, bb   ⨯⨯ ...... ⨯⨯ αα ,, bb  ανοιχτό σύνολο ανοιχτό σύνολο(( 11 11)) (( 22 22)) (( nn nn))

  

ββ   ∈∈   αα ,, bb ⨯⨯ αα ,, bb   ⨯⨯ ...... ⨯⨯ αα ,, bb == BB   ⇔⇔ αα ≤≤ xx ≤≤ bb   ∀∀jj == 11,, 22,..,,.., nn(( )) xx [[ 11 11]] [[ 22 22]] [[ nn nn]] nn jj jj jj

αα ,, bb ≡≡ ,,   ⟹⟹ αα ,, bb  κλειστό κλειστό :: ΠΠ 11[[ 11 11]] SS
αα ++ bb

22

11 11 bb -- aa

22

11 11

[[ 11 11]] (( ))

έστω  Πέστω  Π nn -- 11 :: ΒΒ ==   αα ,, bb ⨯⨯ αα ,, bb   ⨯⨯ ...... ⨯⨯ αα ,, bb  κλειστό  κλειστό ⟹⟹ ΒΒ  ανοιχτό ανοιχτό(( )) n-1n-1 [[ 11 11]] [[ 22 22]] [[ n-1n-1 n-1n-1]] (( n-1n-1))
cc

  

ΒΒ == ΒΒ ⨯⨯ αα ,, bb ⟹⟹ ΒΒ == ΒΒ ⨯⨯ αα ,, bb ⟹⟹nn n-1n-1 [[ nn nn]] (( nn))
cc

(( n-1n-1 [[ nn nn]]))
cc

ΒΒ ==   ∈∈ RR   || proj proj ∉∉ ΒΒ  ή x ή x << αα  ή x ή x >> bb ⟹⟹(( nn))
cc

xx
nn

ΒΒn-1n-1 ((xx)) n-1n-1 nn nn nn nn

ΒΒ == ΒΒ ⨯⨯RR ∪∪ RR ⨯⨯ --∞∞,, aa ∪∪ RR ⨯⨯ ββ,, ++∞∞ ,,αν Γαν Γ == ΒΒ ⨯⨯RR,,(( nn))
cc

(( n-1n-1))
cc n-1n-1

(( ))
n-1n-1

(( )) (( n-1n-1))
cc

 Δ Δ == RR ⨯⨯ --∞∞,, aa  και Ε και Ε == RR ⨯⨯ ββ,, ++∞∞ ,,  τότε  τότε ΒΒ == ΓΓ∪∪ΔΔ∪∪ΕΕ..  Παρατηρούμε ότι  Παρατηρούμε ότι 
n-1n-1

(( ))
n-1n-1

(( )) (( nn))
cc

ΓΓ == ΒΒ ⨯⨯RR,,  Δ Δ == RR ⨯⨯ aa,, ++∞∞ ,,  Ε Ε == RR ⨯⨯ --∞∞,, ββ  κλειστά υποσύνολα  κλειστά υποσύνολα RR   ⟹⟹
cc

n-1n-1
cc n-1n-1

[[ ))
cc n-1n-1

(( ]]
nn

ΓΓ,, ΔΔ,, Ε ανοιχτά υποσύνολα Ε ανοιχτά υποσύνολα RR ..  Τότε  Τότε ΒΒ  ανοιχτό υποσύνολο  ανοιχτό υποσύνολο RR   ως ένωση ανοιχτών ως ένωση ανοιχτών 
nn

(( nn))
cc nn

((

συνόλωνσυνόλων ⟹⟹ ΒΒ  κλειστό κλειστό ::  Π Π nn)) nn (( ))

  

  



/

  

ΠΠ 11  και Π και Π nn ⟹⟹ ΠΠ nn++ 11 ::(( )) (( )) (( ))

∀∀ n n ∈∈ NN ::     αα ,, bb ⨯⨯ αα ,, bb   ⨯⨯ ...... ⨯⨯ αα ,, bb  κλειστό σύνολο κλειστό σύνολο[[ 11 11]] [[ 22 22]] [[ nn nn]]

  

  
ΆσκησηΆσκηση

Να βρείτε το σύνορο των συνόλωνΝα βρείτε το σύνορο των συνόλων ::

ii   00,, ++∞∞(( )) (( ))

iiii   RR(( ))

  

ii  bd bd 00,, ++∞∞ == xx ∈∈ RR  ||  ∀∀ ε ε >> 00 :: SS xx,, εε ∩∩ 00,, ++∞∞ ≠≠ ∅ και S∅ και S xx,, εε ∩∩ RR \\ 00,, ++∞∞ ≠≠ ∅∅ ⟹⟹(( )) (((( )))) {{ (( )) (( )) (( )) (( (( )))) }}

     bd     bd 00,, ++∞∞ == xx ∈∈ RR  ||  ∀∀ ε ε >> 00 :: SS xx,, εε ∩∩ 00,, ++∞∞ ≠≠ ∅ και S∅ και S xx,, εε ∩∩ -- ≠≠∞∞,, 00 ≠≠ ∅∅ ⟹⟹(((( )))) {{ (( )) (( )) (( )) (( )) }}

     bd     bd 00,, ++∞∞ == xx ∈∈ RR  || x x ≥≥ 0 και x0 και x ≤≤ 00 == 00(((( )))) {{ }} {{ }}

  

iiii  bd bdRR == xx ∈∈ RR  ||  ∀∀ ε ε >> 00 :: SS xx,, εε ∩∩RR ≠≠ ∅ και S∅ και S xx,, εε ∩∩∅∅ ≠≠ ∅∅ == ∅∅(( )) {{ (( )) (( )) }}

  
  
ΠρότασηΠρόταση

Έστω AΈστω A ⊆⊆ RR .. Τα παρακάτω είναι ισοδύναμαΤα παρακάτω είναι ισοδύναμα ::
nn

αα  Α κλειστό Α κλειστό(( ))

ββ  Α' Α' ⊆⊆ AA(( ))

γγ  bdA bdA ⊆⊆ AA(( ))

  
AπόδειξηAπόδειξη

Αν Α κλειστό   Αν Α κλειστό   αα ::   έστω   έστω ∈∈ A'A' :: ∀∀ ε ε >> 00 ::  S S ,, εε ∩∩AA ≠≠ ∅ και ∅ και ∉∉ AA ⟹⟹ ∈∈ AA == RR \\ AA(( )) xx ((xx )) xx xx
cc nn

Α κλειστόΑ κλειστό⟹⟹ ΑΑ  ανοιχτό ανοιχτό ::   ∃∃ ε ε >> 00 ::  S S ,, εε ⊆⊆ AA ⟹⟹ SS ,, εε ∩∩AA == ∅∅,, άτοποάτοπο..  Άρα  Άρα ∀∀  ∈∈ A'A' ⟹⟹ ∈∈ AA ⟹⟹
cc

((xx ))
cc

((xx )) xx xx

Α'Α' ⊆⊆ A   A   ββ(( ))

bdAbdA == ∈∈ A A ||  ∀∀ ε ε >> 00 :: SS ,, εε ∩∩AA ≠≠ ∅ και S∅ και S ,, εε ∩∩AA ≠≠ ∅∅ == A'A' ∩∩ AA '' ⊆⊆ A'A' ⊆⊆ A   A   γγ ..  Έχουμε δείξει ότι  Έχουμε δείξει ότι xx ((xx )) ((xx ))
cc cc

(( ))

αα ⟹⟹ ββ ⟹⟹ γγ .. Αν bdAΑν bdA ⊆⊆ A   A   γγ ::  έστω Α ανοιχτό έστω Α ανοιχτό :: ∀∀  ∈∈ AA ::   ∃∃ ε ε >> 00 :: SS ,, εε ⊆⊆ ΑΑ,,  άτοπο άτοπο..   (( )) (( )) (( )) (( )) xx ((xx ))

∀∀  ∈∈ bdAbdA ⊆⊆ AA :: ∀∀ ε ε >> 00 :: SS ,, εε ∩∩AA ≠≠ ∅∅⟹⟹ ∀∀ ε ε >> 00 :: ∃∃  ∈∈ SS ,, εε :: ∉∉ AA ⟹⟹ ∄∄ ε ε >> 00 ::  S S ,, εε ⊆⊆ AA..   xx ((xx ))
cc

yy ((xx )) yy ((xx ))

Άρα Α κλειστόΆρα Α κλειστό,,  δηλαδή  δηλαδή γγ ⟹⟹ αα ..  Τελικά Τελικά,,     αα ⟹⟹ ββ ⟹⟹ γγ ⟹⟹ δδ ⟹⟹ αα ,,  δηλαδή δηλαδή(( )) (( )) (( )) (( )) (( )) (( )) (( ))

  αα ⇔⇔ ββ ⇔⇔ γγ ⇔⇔ δδ(( )) (( )) (( )) (( ))

  
  
ΠρότασηΠρόταση

Έστω fΈστω f,, gg :: AA ⊆⊆ RR RR :: ∃∃ M M ≥≥ 00 ::   ||ff || ≤≤ M M ∀∀  ∈∈ A και A και ∃∃  ∈∈ A'A' :: gg == 0.0.
nn
→→ ((xx)) xx xx

00
limlim
xx→→ xx

00

((xx))

Tότε Tότε ff gg == 00limlim
xx→→ xx

00

[[ ((xx)) ((xx))]]

  
AπόδειξηAπόδειξη

για Μγια Μ == 00 ::  f f == 00 ⟹⟹ ff gg == 00 ⟹⟹ ff gg == 0 0 ∀∀  ∈∈ A'A'((xx)) ((xx)) ((xx)) limlim
xx→→ xx

00

[[ ((xx)) ((xx))]] xx
00

για Μγια Μ >> 00 ::  έστω ε έστω ε >> 00 ⟹⟹ >> 00 :: gg == 00 ⟹⟹ ∃∃ δ δ ,, == δδ >> 00 :: ∀∀ ∈∈ A με 0A με 0 << ‖‖ -- ‖‖ << δδ ::
εε

ΜΜ
limlim
xx→→ xx

00

((xx)) xx
00

εε

ΜΜ
xx xx xx

00

||gg || << ..  Για 0 Για 0 << ‖‖ -- ‖‖ << δδ :: ||ff gg || ≤≤ ||ff ||||gg || ≤≤ MM||gg || << ΜΜ ·· == εε((xx))
εε

ΜΜ
xx xx

00
((xx)) ((xx)) ((xx)) ((xx)) ((xx))

εε

ΜΜ

  

∀∀ ε ε >> 00 :: ∃∃ δ δ ,, εε == δδ >> 00 :: ∀∀ ∈∈ A με 0A με 0 << ‖‖ -- ‖‖ << δδ :: ||ff gg || << ε ε ⇔⇔ ff gg == 00((xx
00

)) 22 xx xx xx
00

22 ((xx)) ((xx)) limlim
xx→→ xx

00

[[ ((xx)) ((xx))]]

  
  
ΘεώρημαΘεώρημα

Έστω Έστω :: AA ⊆⊆ RR RR   με f  με f == ff ,, ff ,...,,..., ff ,...,,..., ff  j j == 11,, 22,...,,..., mm,,ff
nn
→→

mm
((xx)) (( 11((xx)) 22((xx)) jj((xx)) mm((xx))))

  ∈∈ A' και A' και == bb ,, bb ,...,,..., bb ,...,,..., bb ..  Tότε  Tότε ∀∀jj == 11,, 22,..,,.., mm ::   == ⇔⇔   ff == bbxx
00

bb (( 11 22 jj mm)) limlim
xx→→ xx

00

ff((xx)) bb limlim
xx→→ xx

00

jj((xx)) jj

AπόδειξηAπόδειξη

  

  



/

AνAν ff == bb   ∀∀jj == 11,, 22,..,,.., mm :: έστω εέστω ε >> 00,,   ∃∃ δ δ ,, == δδ >> 00 :: ∀∀  ∈∈ A με 0A με 0 << ‖‖ -- ‖‖ << δδ ::limlim
xx→→ xx

00

jj((xx)) jj jj xx
00

εε

mm

jj xx xx xx
00 jj

||ff -- bb || << ..  Για δ Για δ == δδ ,, δδ ,...,,..., δδ ,...,,..., δδ >> 00 ::     ∀∀ ∈∈ A με 0A με 0 << ‖‖ -- ‖‖ << δδ ::jj((xx)) jj

εε

mm

minmin{{ 11 22 jj mm }} xx xx xx
00

‖‖ -- ‖‖ == ff xx -- bb << == εε⇔⇔ ==ff((xx)) bb ∑∑
mm

j=1j=1

jj(( )) jj

22

11

22

mm ⋅⋅

εε

mm

22

limlim
xx→→ xx

00

ff((xx)) bb

  

Aν  Aν  == :: έστω εέστω ε >> 0. 0. ∃∃ δ δ ,, εε == δδ >> 00 :: ∀∀ ∈∈ A με 0A με 0 << ‖‖ -- ‖‖ << δδ :: ‖‖ -- ‖‖ << ε ε limlim
xx→→ xx

00

ff((xx)) bb ((xx
00

)) xx xx xx
00

ff((xx)) bb

∀∀jj == 11,, 22,..,,.., mm ::   ||ff -- bb || ≤≤ ‖‖ -- ‖‖ << εε⇔⇔ ff == bb   ∀∀jj == 11,, 22,..,,.., mmjj((xx)) jj ff((xx)) bb limlim
xx→→ xx

00

jj((xx)) jj

  

ΆραΆρα == ⇔⇔ ∀∀jj == 11,, 22,..,,.., mm ::   ff == bb   limlim
xx→→ xx

00

ff((xx)) bb limlim
xx→→ xx

00

jj((xx)) jj

  
Β' τρόποςΒ' τρόπος

== ⇔⇔ ⟹⟹   limlim
xx→→ xx

00

ff((xx)) bb ∀∀ ε ε >> 00 ::   ∃∃ δ δ ,, εε == δδ >> 00 :: ∀∀ ∈∈ A με 0A με 0 << |||| -- |||| << δδ ::   |||| -- |||| << εε((xx
00

))  x x  x x xx
00

ff((xx)) bb

|||| -- |||| == 00 ⟹⟹ |||| -- |||| == 00 ⟹⟹ ||ff -- bb || == 00 ⇔⇔limlim
xx→→ xx

00

ff((xx)) bb limlim
xx→→ xx

00

ff((xx)) bb
22

limlim
xx→→ xx

00

∑∑
mm

j=1j=1

jj((xx)) jj
22

∀∀ ε ε >> 00 ::   ∃∃ δ' δ' ,, εε == δ'δ' >> 00 :: ∀∀ ∈∈ A με 0A με 0 << |||| -- |||| << δ'δ' :: ||ff -- bb || << εε((xx
00

))  x x  x x xx
00

∑∑
mm

j=1j=1

jj((xx)) jj
22

Έστω Έστω ∃∃ j j == 11,, 22,...,,..., mm :: ||ff -- bb || == aa >> 00 ⟹⟹ για εγια ε == >> 00 ::   ∃∃ δ'' δ'' ,, == δ''δ'' >> 00 ::limlim
xx→→ xx

00

jj((xx)) jj

aa

22
xx

00

aa

22

∀∀ ∈∈ A με 0A με 0 << |||| -- |||| << δ''δ'' ::   ||ff -- bb || >> >> 00 ⟹⟹ ||ff -- bb || >> ⟹⟹ ||ff -- bb || >> ,,  άτοπο άτοπο..    x x  x x xx
00

jj((xx)) jj

aa

22
jj((xx)) jj

22 aa

44

22

∑∑
mm

j=1j=1

jj((xx)) jj
22 aa

44

22

Άρα Άρα ∀∀ j j == 11,, 22,...,,..., mm ::     ||ff -- bb || == 00 ⟹⟹ ff == bb ..   limlim
xx→→ xx

00

jj((xx)) jj limlim
xx→→ xx

00

jj((xx)) jj

Έστω Έστω ∀∀ j j == 11,, 22,...,,..., mm ::     ff == bb ⟹⟹ ||ff -- bb || == 00 ⟹⟹ ||ff -- bb || == 00 ⟹⟹limlim
xx→→ xx

00

jj((xx)) jj limlim
xx→→ xx

00

jj((xx)) jj limlim
xx→→ xx

00

∑∑
mm

j=1j=1

jj((xx)) jj
22

|||| -- |||| == 00 ⇔⇔ -- ==   ⇔⇔ == ..   limlim
xx→→ xx

00

ff((xx)) bb limlim
xx→→ xx

00

((ff((xx)) bb)) 00 limlim
xx→→ xx

00

ff((xx)) bb

Άρα Άρα ∀∀ j j == 11,, 22,..,,.., mm :: == ⇔⇔   ff == bb   limlim
xx→→ xx

00

ff((xx)) bb limlim
xx→→ xx

00

jj((xx)) jj

  

                        

ΘεώρημαΘεώρημα

Έστω Έστω ,, :: AA ⊆⊆ RR RR   και   και ∈∈ A' A' ::   ∃∃  ,,   ∈∈ RR ..  Tότε Tότεff gg
nn
→→

mm
xx

00
limlim
xx→→ xx

00

ff((xx)) limlim
xx→→ xx

00

gg((xx))
mm

ii   ++ == ++(( )) limlim
xx→→ xx

00

((ff((xx)) gg((xx)))) limlim
xx→→ xx

00

ff((xx)) limlim
xx→→ xx

00

gg((xx))

iiii   ∀∀λλ ∈∈ RR :: λλ == λλ(( )) limlim
xx→→ xx

00

(( ff((xx)))) limlim
xx→→ xx

00

ff((xx))

iiiiii ⋅⋅ == ⋅⋅(( )) limlim
xx→→ xx

00

((ff((xx)) gg((xx)))) limlim
xx→→ xx

00

ff((xx)) limlim
xx→→ xx

00

gg((xx))

iviv ⨯⨯ == ⨯⨯   για mγια m == 33(( )) limlim
xx→→ xx

00

((ff((xx)) gg((xx)))) limlim
xx→→ xx

00

ff((xx)) limlim
xx→→ xx

00

gg((xx)) (( ))

  
AπόδειξηAπόδειξη

έστω έστω ,, ∈∈ RR ::   ==  και και == ..αα bb
mm

limlim
xx→→ xx

00

ff((xx)) αα limlim
xx→→ xx

00

gg((xx)) bb

ii  έστω ε έστω ε >> 00 ::   ∃∃ δ δ ,, == δδ >> 00 ::∀∀ ∈∈ A με 0A με 0 << ‖‖ -- ‖‖ << δδ :: ‖‖ -- ‖‖ <<(( )) xx
00

εε

22
xx xx xx

00
ff((xx)) αα

εε

22

  

  



/

  

                   και                      και   ∃∃ δ δ ,, == δδ >> 00 ::∀∀ ∈∈ A με 0A με 0 << ‖‖ -- ‖‖ << δδ :: ‖‖ -- ‖‖ <<xx
00

εε

22
xx xx xx

00
gg((xx)) bb

εε

22

∀∀ ∈∈ A με 0A με 0 << ‖‖ -- ‖‖ << δδ ::xx xx xx
00

‖‖ ++ -- ++ ‖‖ ≤≤ ‖‖ -- ‖‖++ ‖‖ -- ‖‖ << ++ == εε ⇔⇔((ff((xx)) gg((xx)))) ((aa bb)) ff((xx)) aa gg((xx)))) bb
εε

22

εε

22

++ == ++ == ++limlim
xx→→ xx

00

((ff((xx)) gg((xx)))) aa bb limlim
xx→→ xx

00

ff((xx)) limlim
xx→→ xx

00

gg((xx))

  

iiii  για λ για λ ≠≠ 00 ::∃∃ δ' δ' ,, == δ'δ' >> 00 ::∀∀ ∈∈ A με 0A με 0 << ‖‖ -- ‖‖ << δ'δ' :: ‖‖ -- ‖‖ <<   (( )) xx
00

εε

||λλ||
xx xx xx

00
ff((xx)) αα

εε

||λλ||

‖λ‖λ --λλ ‖‖ == ||λλ|| ⋅⋅ ‖‖ -- ‖‖ << ||λλ|| ⋅⋅ == εε ⇔⇔ λλ == λλff((xx)) αα ff((xx)) aa
εε

||λλ||
limlim
xx→→ xx

00

(( ff((xx)))) limlim
xx→→ xx

00

ff((xx))

για λγια λ == 00 ::λλ == 00 ⋅⋅ ==   ⟹⟹ λλ == == == 00 ⋅⋅ == λλ ..   ff((xx)) ff((xx)) 00 limlim
xx→→ xx

00

[[ ff((xx))]] limlim
xx→→ xx

00

00 00 αα αα

Άρα Άρα ∀∀ λ λ ∈∈ RR :: λλ == λλlimlim
xx→→ xx

00

(( ff((xx)))) limlim
xx→→ xx

00

ff((xx))

  

iiiiii  ‖ ‖ ⋅⋅ -- ⋅⋅ ‖‖ ≤≤ ‖‖ ⋅⋅ -- ⋅⋅ ++ ⋅⋅ -- ⋅⋅ ‖‖ ⟹⟹(( )) ff((xx)) gg((xx)) aa bb ff((xx)) gg((xx)) gg((xx)) aa gg((xx)) aa aa bb

‖‖ ⋅⋅ -- ⋅⋅ ‖‖ ≤≤ ‖‖ -- ⋅⋅ ++ -- ⋅⋅ ‖‖ ⟹⟹ff((xx)) gg((xx)) aa bb ff(( ((xx)) aa)) gg((xx)) ((gg((xx)) bb)) bb

‖‖ ⋅⋅ -- ⋅⋅ ‖‖ ≤≤ ‖‖ -- ⋅⋅ ‖‖++ ‖‖ -- ⋅⋅ ‖‖ ⟹⟹ ανισότητα Cauchyανισότητα Cauchy -- SchwarzSchwarzff((xx)) gg((xx)) aa bb ff(( ((xx)) aa)) gg((xx)) ((gg((xx)) bb)) bb (( ))

‖‖ ⋅⋅ -- ⋅⋅ ‖‖ ≤≤ ‖‖ -- ‖ ‖‖ ‖ ‖‖++ ‖‖ -- ‖ ‖‖ ‖ ‖‖ff((xx)) gg((xx)) aa bb ff((xx)) aa gg((xx)) gg((xx)) bb bb

  

==   ⟹⟹ για εγια ε == 11 >> 00 ::∃∃ δ δ >> 00 ::   ∀∀  ∈∈ AA∩∩NN :: |||| -- |||| << 11 ⟹⟹limlim
xx→→ xx

00

ff((xx)) αα 11 xx δδ11 ((xx
00
)) ff((xx)) aa

|||| -- ++ |||| ≤≤ |||| -- |||| ++ |||| |||| << 11 ++ |||| |||| == MMff((xx)) aa aa ff((xx)) aa aa aa

αν ‖αν ‖ ‖‖ >> 00 :: έστω εέστω ε >> 00 ::   ∃∃ δ δ ,, == δδ >> 00 ::∀∀ ∈∈ A με 0A με 0 << ‖‖ -- ‖‖ << δδ :: ‖‖ -- ‖‖ <<bb xx
00

εε

2M2M
11 xx xx xx

00
22 ff((xx)) αα

εε

2Μ2Μ

και   και   ∃∃ δ δ ,, == δδ >> 00 ::∀∀ ∈∈ A με 0A με 0 << ‖‖ -- ‖‖ << δδ :: ‖‖ -- ‖‖ << ..  Tότε Tότε ::xx
00

εε

2‖2‖ ‖‖bb

22 xx xx xx
00 33 gg((xx)) bb

εε

2‖2‖ ‖‖bb

∀∀  ∈∈ A με 0A με 0 << ‖‖ -- ‖‖ << δδ == δδ ,, δδ ,, δδ :: ‖‖ ⋅⋅ -- ⋅⋅ ‖‖ ≤≤ M‖M‖ -- ‖‖++ ‖‖ ‖ ‖‖ ‖ -- ‖‖ ⟹⟹xx xx xx
00

minmin{{ 11 22 33 }} ff((xx)) gg((xx)) aa bb ff((xx)) aa bb gg((xx)) bb

‖‖ ⋅⋅ -- ⋅⋅ ‖‖ << MM ⋅⋅ ++ ‖‖ ‖‖ ⋅⋅ == εεff((xx)) gg((xx)) aa bb
εε

2Μ2Μ
bb

εε

2‖2‖ ‖‖bb

αν ‖αν ‖ ‖‖ == 0 0 ⟹⟹   ==   ,, δηλαδήδηλαδή ==   ⇔⇔ ‖‖ ‖‖ ==  και  και || ⋅⋅ || ≤≤ ‖‖ ‖ ‖‖ ‖ ‖‖bb bb 00 limlim
xx→→ xx

00

gg((xx)) 00 limlim
xx→→ xx

00

gg((xx)) 00 ff((xx)) gg((xx)) ff((xx)) gg((xx))

∀∀  ∈∈ AA∩∩NN ::   || ⋅⋅ || ≤≤ M ‖M ‖ ‖‖ ⟹⟹ ⋅⋅ == 00 == ⋅⋅   ⟹⟹xx δδ11 ((xx
00
)) ff((xx)) gg((xx)) gg((xx)) limlim

xx→→ xx
00

((ff((xx)) gg((xx)))) aa 00

⋅⋅ == ⋅⋅ ..   limlim
xx→→ xx

00

((ff((xx)) gg((xx)))) limlim
xx→→ xx

00

ff((xx)) limlim
xx→→ xx

00

gg((xx))

  

iviv  ‖ ‖ ⨯⨯ -- ⨯⨯ ‖‖ == ‖‖ ⨯⨯ -- ⨯⨯ ++ ⨯⨯ -- ⨯⨯ ‖‖ ⟹⟹(( )) ff((xx)) gg((xx)) aa bb ff((xx)) gg((xx)) aa gg((xx)) aa gg((xx)) aa bb

‖‖ ⨯⨯ -- ⨯⨯ ‖‖ == ‖‖ -- ⨯⨯ ++ ⨯⨯ -- ‖‖ ⟹⟹ff((xx)) gg((xx)) aa bb ((ff((xx)) aa)) gg((xx)) aa ((gg((xx)) aa))

‖‖ ⨯⨯ -- ⨯⨯ ‖‖ ≤≤ ‖‖ -- ⨯⨯ ‖‖++ ‖‖ ⨯⨯ -- ‖‖ff((xx)) gg((xx)) aa bb ((ff((xx)) aa)) gg((xx)) aa ((gg((xx)) aa))

‖‖ ⨯⨯ -- ⨯⨯ ‖‖ ≤≤ ‖‖ -- ‖ ‖‖ ‖ ‖‖++ ‖‖ -- ‖ ‖‖ ‖ ‖‖..  Έστω ε Έστω ε >> 00 ::  ομοίως με  ομοίως με iiiiii ::ff((xx)) gg((xx)) aa bb ff((xx)) aa gg((xx)) gg((xx)) bb bb (( ))

∃∃ δ δ ,, εε == δδ >> 00 ::∀∀ ∈∈ A με 0A με 0 << ‖‖ -- ‖‖ << δδ :: ‖‖ ⨯⨯ -- ⨯⨯ ‖‖ << εε((xx
00

)) xx xx xx
00

ff((xx)) gg((xx)) aa bb

⨯⨯ == ⨯⨯ == ⨯⨯limlim
xx→→ xx

00

((ff((xx)) gg((xx)))) aa bb limlim
xx→→ xx

00

ff((xx)) limlim
xx→→ xx

00

gg((xx))

  
  

  

  



/

ΠρότασηΠρόταση

Έστω Έστω ,, :: AA ⊆⊆ RR RR  και  και ∈∈ A'A' ::ff gg
nn
→→

mm
xx

00

ii    μηδενική στο  μηδενική στο   ⇔⇔ ff == 00(( )) ff xx
00

limlim
xx→→ xx

00

((xx))

iiii    τοπικά φραγμένη στο  τοπικά φραγμένη στο ⇔⇔ ∃∃ Μ Μ ≥≥ 00,, δδ >> 00 ::   ∀∀ ∈∈ AA ::  0 0 << ‖‖ -- ‖‖ << δδ ::     ≤≤ M  M  (( )) gg xx
00

xx xx xx
00

gg ((xx))

TότεTότε ::   

aa   ‖‖ ‖ ‖‖ ‖ ‖‖ == 00(( )) limlim
xx→→ xx

00

(( ff((xx)) gg((xx)) ))

ββ   ‖‖ ‖‖ ⋅⋅ ==(( )) limlim
xx→→ xx

00

(( ff((xx)) gg((xx)))) 00

γγ   ⨯⨯ ==(( )) limlim
xx→→ xx

00

((ff((xx)) gg((xx)))) 00

  

AπόδειξηAπόδειξη

Έστω εΈστω ε >> 0.0. ff == 0 0 ⟹⟹ ∃∃ δ δ ,, == δδ >> 00 :: ∀∀  ∈∈ A με 0A με 0 << ‖‖ -- ‖‖ << δδ :: ‖‖ ‖‖ << ..limlim
xx→→ xx

00

((xx)) 11 xx
00

εε

MM
11 xx xx xx

00 11 ff((xx))
εε

ΜΜ

Για δΓια δ == δδ ,, δδ >> 00 ::   ∀∀ ∈∈ A με 0A με 0 << ‖‖ -- ‖‖ << δδ :: ‖‖ ‖ ‖‖ ‖ ‖‖ << ⋅⋅ εε == εε..  Παρατηρούμε ότι από  Παρατηρούμε ότι από 22 minmin{{ 11 }} xx xx xx
00 22 ff((xx)) gg((xx))

εε

ΜΜ

ανισότητα Cauchyανισότητα Cauchy -- SchwarzSchwarz :: ‖‖ ‖‖ ⋅⋅  ‖ ‖ ==  ‖ ‖ ‖‖ ⋅⋅ ‖‖ ‖‖ << ε και ‖ε και ‖ ⨯⨯ ‖ ‖ ≤≤ ‖‖ ‖ ‖‖ ‖ ‖‖ << εε..   ff((xx)) gg((xx)) ff((xx)) gg((xx)) ff((xx)) gg((xx)) ff((xx)) gg((xx))

Άρα Άρα ∀∀ ε ε >> 00 :: ∃∃ δ δ ,, εε == δδ >> 00 :: ∀∀ ∈∈ A με 0A με 0 << ‖‖ -- ‖‖ << δδ ::((xx
00

)) 22 xx xx xx
00 22

αα   |||| ‖ ‖‖ ‖ ‖‖ << εε⟹⟹ ‖‖ ‖ ‖‖ ‖ ‖‖ == 00(( )) ff((xx)) gg((xx)) limlim
xx→→ xx

00

(( ff((xx)) gg((xx)) ))

ββ ‖‖ ‖‖ ⋅⋅  ‖ ‖ << εε⟹⟹ ‖‖ ‖‖ ⋅⋅ ==(( )) ff((xx)) gg((xx)) limlim
xx→→ xx

00

(( ff((xx)) gg((xx)))) 00

γγ  ‖ ‖ ⨯⨯ ‖ ‖‖ ‖ << εε⟹⟹ ⨯⨯ ==(( )) ff((xx)) gg((xx)) limlim
xx→→ xx

00

((ff((xx)) gg((xx)))) 00

  
  
ΆσκησηΆσκηση
Να δείξετε ότιΝα δείξετε ότι ::

aa   ,, == 00,, 00(( )) limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

xx yy

xx ++ yy

22

22 22

coscos xx ++ yy -- 11

xx ++ yy

22 22

22 22
(( ))

  

ββ ,,   ∄∄(( )) limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

xx

xx ++ yy
22 22

xx ++ 2y2y

xx ++ yy

sinsin
22 22

22 22
(( ))

  
ΛύσηΛύση

αα   :: AA == RR \\ 00,, 00 RR   ::   xx,, yy == ,,  με συνιστώσεις συναρτήσεις με συνιστώσεις συναρτήσεις ::(( )) ff
22

{{(( ))}} →→
22

ff(( ))
xx yy

xx ++ yy

22

22 22

coscos xx ++ yy -- 11

xx ++ yy

22 22

22 22

ff :: AA RR ::  f f xx,, yy == ,,   xx,, yy ≠≠ 00,, 00  και f και f :: AA RR ::  f f xx,, yy == ,,   xx,, yy ≠≠ 00,, 00 ..11 →→ 11(( ))
xx yy

xx ++ yy

22

22 22
(( )) (( )) 22 →→ 22(( ))

coscos xx ++ yy -- 11

xx ++ yy

22 22

22 22
(( )) (( ))

Έστω εΈστω ε >> 00 :: ∀∀ xx,, yy ∈∈ RR ::  0 0 << ‖‖ xx,, yy ‖‖ << εε :: ||ff xx,, yy || == || || ≤≤ ≤≤ ⟹⟹(( ))
22

(( )) 11(( ))
xx yy

xx ++ yy

22

22 22

xx ||yy||

xx ++ yy

22

22 22

xx ++ yy

xx ++ yy

22 22
xx ++ yy

22 22

22 22

||ff xx,, yy || ⩽⩽ == |||| xx,, yy |||| << εε..  Άρα  Άρα ∀∀ ε ε >> 00 ::   ∃∃ δ δ == δδ εε == εε >> 00 :: ∀∀  xx,, yy ∈∈ RR  με 0 με 0 << ‖‖ xx,, yy ‖‖ << δδ ::11(( )) xx ++ yy
22 22

(( )) (( )) (( ))
22

(( ))

ff xx,, yy || << ε ε ⇔⇔ == 0011(( )) limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

xx yy

xx ++ yy

22

22 22

||ff xx,, yy || == || || == == uu με uμε u :: AA == RR \\ 00,, 00 RR,,  u u xx,, yy == xx ++ yy >> 00,,22(( ))
coscos xx ++ yy -- 11

xx ++ yy

22 22

22 22

xx ++ yy

xx ++ yy

sinsin
22 22

22

22 22

uu

uu

sinsin
22

22
{{(( ))}} →→ (( ))

22 22

 u u ∈∈ CC AA  και και uu xx,, yy == 0. Ως γνωστόν0. Ως γνωστόν,, == 11 ⟹⟹ == 11 == 1. 1. 
00
(( )) limlim

x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

(( )) limlim
uu 00→→

++

uu

uu

sinsin
limlim
uu 00→→

++

uu

uu

sinsin
22

22

  

  



/

ΆραΆρα uu == 00 ⋅⋅ 11 == 0 0 ⇔⇔ ∃∃ δ δ == δδ εε >> 00 :: ∀∀ u u ∈∈ RR  με 0 με 0 << uu << δδ :: ||uu || == uu << εε..limlim
uu 00→→

++

uu

uu

sinsin
22

(( ))
** uu

uu

sinsin
22

uu

uu

sinsin
22

Παρατηρούμε ότι uΠαρατηρούμε ότι u == |||| xx,, yy |||| ..  Τότε έχουμε ότι  Τότε έχουμε ότι ∀∀  xx,, yy ∈∈ RR  με 0 με 0 << |||| xx,, yy |||| << ⟹⟹ ||(( ))
22

(( ))
22

(( )) δδ

|| << εε,,  δηλαδή  δηλαδή ∀∀εε >> 00 ::   ∃∃ δ δ == δδ εε >> 00 :: ∀∀ xx,, yy ∈∈ RR  με 0 με 0 << ‖‖ xx,, yy ‖‖ << δδ :: ||ff xx,, yy || << ε ε ⇔⇔
coscos xx ++ yy -- 11

xx ++ yy

22 22

22 22
(( )) (( ))

22
(( )) 22(( ))

== 0.0. ff xx,, yy == 00 ∈∈ RR και και ff xx,, yy == 00 ∈∈ RR⇔⇔limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

coscos xx ++ yy -- 11

xx ++ yy

22 22

22 22
limlim

x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))
11(( )) limlim

x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))
22(( ))

,,   == 00,, 00limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

xx yy

xx ++ yy

22

22 22

coscos xx ++ yy -- 11

xx ++ yy

22 22

22 22
(( ))

  

  

ββ   :: ΑΑ == RR \\ 00,, 00 RR   ::   xx,, yy == ,,  με συνιστώσεις συναρτήσεις με συνιστώσεις συναρτήσεις ::(( )) ff
22

{{(( ))}} →→
22

ff(( ))
xx

xx ++ yy
22 22

xx ++ 2y2y

xx ++ yy

sinsin
22 22

22 22

ff :: ΑΑ RR ::  f f xx,, yy == ,,   xx,, yy ≠≠ 00,, 00 ,,  f f :: ΑΑ \\ 00,, 00 RR ::  f f xx,, yy == ,,   xx,, yy ≠≠ 00,, 0011 →→ 11(( ))
xx

xx ++ yy
22 22

(( )) (( )) 22 {{(( ))}} →→ 22(( ))
xx ++ 2y2y

xx ++ yy

sinsin
22 22

22 22
(( )) (( ))

έστωέστω ,, == == aa ,, aa ∈∈ RR ..  Τότε  Τότε ff xx,, yy == aa ∈∈ RR και καιlimlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

xx

xx ++ yy
22 22

xx ++ 2y2y

xx ++ yy

sinsin
22 22

22 22
aa (( 11 22))

22
limlim

x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))
11(( )) 11

ff xx,, yy == aa ∈∈ RR.. Για τον περιορισμό της fΓια τον περιορισμό της f  στην ημιευθεία  στην ημιευθεία tt == tt,, 00 ,,  t t >> 0 ισχύει ότι 0 ισχύει ότι ::limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

22(( )) 22 11 cc11(( )) (( ))

gg tt == ff tt == ff tt,, 00 == == 11,,  x x >> 00 ⟹⟹ gg tt == ff tt,, gg tt == 0. Για τον περιορισμό της f0. Για τον περιορισμό της f   11(( )) 11 cc11(( )) 11(( ))
tt

||tt||
limlim
tt 00→→

++
11(( )) limlim

xx 00→→
++

11(( 11(( )))) 11

στην ημιευθεία στην ημιευθεία tt == tt,, 00 ,,  t t << 0 ισχύει0 ισχύει ::  g g tt == ff tt == ff tt,, 00 == == -- 11,,  t t << 00 ⟹⟹cc22(( )) (( )) 22(( )) 11 cc22(( )) 11(( ))
tt

||tt||

gg tt == ff tt,, gg tt == -- 11 ≠≠ 0. Τότε 0. Τότε ως συνέπεια της αρχής της μεταφοράςως συνέπεια της αρχής της μεταφοράςlimlim
tt 00→→

--
22(( )) limlim

xx 00→→
++

11(( 22(( )))) (( ))

  

  



/

ff tt == 11 ≠≠ -- 11 == ff tt ,,  άτοπο άτοπο..  Άρα  Άρα ∄∄ ff xx,, yy ⟹⟹limlim
tt 00→→

11 cc11(( )) limlim
xx 00→→

11 cc22(( )) limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

11(( ))

∄∄ ,,limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

xx

xx ++ yy
22 22

xx ++ 2y2y

xx ++ yy

sinsin
22 22

22 22

  

ΕπίσηςΕπίσης,,  παρατηρούμε ότι για τον περιορισμό της f παρατηρούμε ότι για τον περιορισμό της f  στην ημιευθεία  στην ημιευθεία tt == tt,, 00 ,,  t t >> 0 ισχύει ότι0 ισχύει ότι ::22 cc11(( )) (( ))

gg tt == ff tt == ff tt,, 00 == ⟹⟹ gg tt == == == 11 ⟹⟹ aa == 11,,  ενώ για τον  ενώ για τον 33(( )) 22 cc11(( )) 11(( ))
tt

tt

sinsin
22

22
limlim
tt 00→→

33(( )) limlim
tt 00→→

tt

tt

sinsin
22

22
limlim

uu 00→→
++

uu

uu

sinsin
22

περιορισμό της fπεριορισμό της f  στην ημιευθεία  στην ημιευθεία tt == tt,, tt ,,  t t >> 0g0g tt == ff tt == ff tt,, tt == ⟹⟹22 cc22(( )) (( )) 33(( )) 22 cc22(( )) 11(( ))
3t3t

2t2t

sinsin
22

22

gg tt == == ⋅⋅ == ⋅⋅ == ⟹⟹ aa ==   ,,  άτοπο άτοπο..limlim
tt 00→→

33(( )) limlim
tt 00→→

3t3t

2t2t

sinsin
22

22
limlim
tt 00→→

3t3t

3t3t

sinsin
22

22

3t3t

2t2t

22

22
limlim

uu 00→→
++

33

22

uu

uu

sinsin 33

22
22

33

22

 Άρα  Άρα ∄∄ limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

xx ++ 2y2y

xx ++ yy

sinsin
22 22

22 22
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Άσκηση 1Άσκηση 1

ff ::RR RR με f με f xx,, yy == ..
22
→→ (( ))

,,   xx,, yy ≠≠ 00,, 00

00,,   xx,, yy == 00,, 00

xyxy

xx ++ yy
22 22

(( )) (( ))

(( )) (( ))

ΛύσηΛύση

∀∀  xx,, yy ≠≠ 00,, 00  f συνεχής ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων f συνεχής ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων..  Όμως  Όμως ∄∄ ff xx,, yy ,,  διότι  διότι (( )) (( )) limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

(( ))

για xγια x == 00,,  y y ≠≠ 00 ::  f f 00,, yy == 00 00 == ff 00,, 00  ενώ για y ενώ για y == xx ≠≠ 00 ::  f f xx,, xx == ≠≠ 0. Η f δεν0. Η f δεν(( )) ⏫⏫⏪⏪⏪⏪  
(( )) (( ))

11

22
⏫⏫⏪⏪⏪⏪  

11

22

είναι συνεχής στο είναι συνεχής στο 00,, 00 ⟹⟹ η f δεν είναι διαφορίσιμη στο η f δεν είναι διαφορίσιμη στο 00,, 00 .. Για Για xx ,, yy ≠≠ 00,, 00 ::   (( )) (( )) (( 00 00)) (( ))

θεωρούμε gθεωρούμε g ::RR RR,,  με  g με  g xx == ff xx,, yy == .. Τότε Τότε == ⟹⟹yy00 →→ (( )) (( 00))
xyxy

xx ++ yy

00

22 22
00

dgdg

dxdx

yy xx ++ yy -- xyxy ⋅⋅ 2x2x

xx ++ yy

00
22 22

00 00

22 22
00

22

== ..  Άρα Άρα ::   ∀∀  xx ,, yy ≠≠ 00,, 00 :: xx ,, yy == ⟹⟹

dgdg

dxdx

yy -- xx yy

xx ++ yy

33
00

22
00

22 22
00

22
(( 00 00)) (( ))

∂f∂f

∂x∂x
(( 00 00)) limlim

hh 00→→

ff xx ++ hh,, yy -- ff xx ,, yy

hh

(( 00 00)) (( 00 00))

xx ,, yy == == xx == xx ,, yy == ..  Παρατηρούμε ότ Παρατηρούμε ότ
∂f∂f

∂x∂x
(( 00 00)) limlim

hh 00→→

gg xx ++ hh -- gg xx

hh

(( 00 )) (( 00)) dgdg

dxdx
(( 00))

∂f∂f

∂x∂x
(( 00 00))

yy -- yy xx

xx ++ yy

33

00 00
22

00

22
00

22
00

22

ι ι ∄∄ ::  για y για y == 00,, xx ≠≠ 00 ::     xx,, 00 == 00 00,,  για x για x == 00,, yy ≠≠ 00 ::   limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

yy yy -- xx

xx ++ yy

22 22

22 22
22

∂f∂f

∂x∂x
(( )) ⏫⏫⏪⏪⏪⏪  

  00,, yy == ==   ⟹⟹ ∄∄ ..  'Ομως  'Ομως 00,, 00 == == 0. 0. 
∂f∂f

∂x∂x
(( ))

yy

yy

33

44

11

yy
→→

++∞∞

--∞∞

⏫⏫⏪⏪⏪⏪⏪⏪  

⏫⏫⏪⏪⏪⏪⏪⏪  

limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

∂f∂f

∂x∂x

∂f∂f

∂x∂x
(( )) limlim

hh 00→→

ff hh,, 00 -- ff 00,, 00

hh

(( )) (( ))

Άρα Άρα ::RR RR με  με xx,, yy == ,,  ασυνεχής στο  ασυνεχής στο 00,, 00
∂f∂f

∂x∂x

22
→→

∂f∂f

∂x∂x
(( ))

,,   xx,, yy ≠≠ 00,, 00

00,,   xx,, yy == 00,, 00

yy yy -- xx

xx ++ yy

22 22

22 22
22

(( )) (( ))

(( )) (( ))

(( ))

  

Αντίστοιχα  για Αντίστοιχα  για xx,, yy ≠≠ 00,, 00 ::   xx,, yy ==   -- η f είναι συμμετρική ως προς τιςη f είναι συμμετρική ως προς τις(( )) (( ))
∂f∂f

∂y∂y
(( ))

xx xx -- yy

xx ++ yy

22 22

22 22
22

μεταβλητές xμεταβλητές x,, yy,,  δηλαδή f δηλαδή f xx,, yy == == == ff yy,, xx --   ∄∄ ::(( ))
xyxy

xx ++ yy
22 22

yxyx

yy ++ xx
22 22

(( )) limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

xx xx -- yy

xx ++ yy

22 22

22 22
22

για xγια x == 00,, yy ≠≠ 00 :: 00,, yy == 00 0 ενώ για y0 ενώ για y == 00,, xx ≠≠ 00 :: xx,, 00 ==     
∂f∂f

∂y∂y
(( )) ⏫⏫⏪⏪⏪⏪  

∂f∂f

∂y∂y
(( ))

11

xx
→→

++∞∞

--∞∞

⏫⏫⏪⏪⏪⏪⏪⏪  

⏫⏫⏪⏪⏪⏪⏪⏪  

  00,, 00 == == 00,,  δηλαδή  δηλαδή xx,, yy ==
∂f∂f

∂y∂y
(( )) limlim

hh 00→→

ff 00,, hh -- ff 00,, 00

hh

(( )) (( )) ∂f∂f

∂y∂y
(( ))

,,   xx,, yy ≠≠ 00,, 00

00,,   xx,, yy == 00,, 00

xx xx -- yy

xx ++ yy

22 22

22 22
22

(( )) (( ))

(( )) (( ))

Η f είναι μερικώς παραγωγίσιμη ωςπρος την μεταβλητή x και ως προς την μεταβλητή y Η f είναι μερικώς παραγωγίσιμη ωςπρος την μεταβλητή x και ως προς την μεταβλητή y 

  

  

yy 00→→ xx 00→→

xx 00→→

yy 00→→
++

yy 00→→
--

yy 00→→

xx 00→→
++

xx 00→→
--



στο στο RR ,,  άρα είναι μερικώς παραγωγίσιμη με  άρα είναι μερικώς παραγωγίσιμη με ∇∇ff ==   
22 ,, ,,   xx,, yy ≠≠ 00,, 00

00,, 00 ,,   xx,, yy == 00,, 00

yy yy -- xx

xx ++ yy

22 22

22 22
22

xx xx -- yy

xx ++ yy

22 22

22 22
22

(( )) (( ))

(( )) (( )) (( ))

αλλά f αλλά f ∉∉  C C RR ..  Έστω οτι το διαφορικό της f στο  Έστω οτι το διαφορικό της f στο 00,, 00  υπάρχει υπάρχει..  Τότε  Τότε 
11 22

(( ))

dfdf hh ,, hh == ff 00,, 00 ⋅⋅ hh ,, hh == 0. Τότε0. Τότε == 00 ⟹⟹0,00,0(( ))(( 11 22)) ∇∇ (( )) (( 11 22)) limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

ff xx,, yy -- ff 00,, 00 -- dfdf xx,, yy

‖‖ xx,, yy ‖‖

(( )) (( )) 0,00,0(( ))(( ))

(( ))

== 00 ⟹⟹ == 00,,  άτοπο άτοπο.. Για xΓια x == 00,, yy ≠≠ 00 ::limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

xyxy

xx +y+y22 22

xx ++ yy
22 22

limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

xyxy

xx ++ yy
22 22

33

== 0 0 0 ενώ για y0 ενώ για y == xx ≠≠ 00 :: == == ==
xyxy

xx ++ yy
22 22

33 ⏫⏫⏪⏪⏪⏪  

  
xx ⋅⋅ xx

xx ++ xx
22 22

33

xx
22

2x2x
22

33

xx

xx

22

22
33

33

11

xx22
33

++∞∞

--∞∞

⏫⏫⏪⏪⏪⏪⏪⏪  

⏫⏫⏪⏪⏪⏪⏪⏪  

∄∄ ..  Άρα  Άρα ∄∄ df df ::RR RR,,  δηλαδή δεν υπάρχει εφαπτόμενο επίπεδο στην δηλαδή δεν υπάρχει εφαπτόμενο επίπεδο στηνlimlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

xyxy

xx ++ yy
22 22

33
0,00,0(( ))

22
→→

f στο f στο 00,, 00 ..(( ))

  
  

  
Άσκηση 2Άσκηση 2

ff ::RR RR με f με f xx,, yy ==
22
→→ (( ))

,,   xx,, yy ≠≠ 00,, 00

00,,   xx,, yy == 00,, 00

xx yy -- xyxy

xx ++ yy

33 33

22 22
(( )) (( ))

(( )) (( ))

  
ΛύσηΛύση

∀∀  xx,, yy ≠≠ 00,, 00 :: f συνεχής ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων και f συνεχής ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων και == 00 ⟹⟹(( )) (( )) limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

xx yy -- xyxy

xx ++ yy

33 33

22 22

ff xx,, yy == ff 00,, 00 ⟹⟹ f συνεχής στο f συνεχής στο 00,, 00 ⟹⟹ f συνεχήςf συνεχής..limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

(( )) (( )) (( ))

έστω εέστω ε >> 0. Για δ0. Για δ εε == >> 00 ::   |||| xx,, yy |||| << δδ⟹⟹ ||ff xx,, yy || << εε,,  διότι διότι(( (( ))
εε

22
(( )) (( ))

|| ≤≤ ≤≤ == == xx ++ yy
xx yy -- xyxy

xx ++ yy

33 33

22 22

||xx ||||yy|| ++ ||xx||||yy ||

xx ++ yy

33 33

22 22

||xx ++ yy || ||xx ++ yy || ++ ||xx ++ yy || ||xx ++ yy ||

xx ++ yy

22 22

33

22 22 22

11

22 22 22

11

22 22 22

33

22

22 22

xx ++ yy

xx ++ yy

22 22
22

22 22

22 22
))

  

  

  

yy 00→→

xx 00→→
++

xx 00→→
--

    



για για xx,, yy ≠≠ 00,, 00 ::  f f xx,, yy == ⟹⟹(( )) (( )) xx(( ))
3x3x yy -- yy xx ++ yy -- xx yy -- xyxy 2x2x

xx ++ yy

22 33 22 22 33 33

22 22
22

ff xx,, yy == == ..  Τότε f Τότε f 00,, yy == -- yy,,  y y ≠≠ 0.0.xx(( ))
3x3x yy++ 3x3x yy -- yy xx -- yy -- 2x2x yy++ 2x2x yy

xx ++ yy

((
44 22 33 33 22 55 44 22 33

22 22
22

xx yy++ 5x5x yy -- yy

xx ++ yy

44 22 33 55

22 22
22

xx(( ))

Παρατηρούμε ότιΠαρατηρούμε ότι ::  f f yy,, xx == == -- ff xx,, yy ⟹⟹ ff xx,, yy == -- ff yy,, xx ⟹⟹(( ))
yy xx -- yxyx

yy ++ xx

33 33

22 22
(( )) yy(( )) xx(( ))

ff xx,, yy == ..  Αναλυτικά Αναλυτικά,,  f f xx,, yy == ⟹⟹yy(( ))
--yy xx -- 4y4y xx ++ xx

xx ++ yy

44 22 33 55

22 22
22

yy(( ))
xx -- 3xy3xy xx ++ yy -- xx yy -- xyxy 2y2y

xx ++ yy

33 22 22 22 33 33

22 22
22

ff xx,, yy == == ,,   xx,, yy ≠≠ 00,, 00  και καιyy(( ))
xx ++ xx yy -- 3x3x yy -- 3xy3xy -- 2x2x yy ++ 2xy2xy

xx ++ yy

55 33 22 33 22 44 33 22 44

22 22
22

xx -- 4x4x yy -- xyxy

xx ++ yy

55 33 22 44

22 22
22

(( )) (( ))

 f f xx,, 00 == xx == -- ff 00,, xx ,,  x x ≠≠ 0.0. == 00 == 00 ∈∈ RR ⟹⟹ ff 00,, 00 == 0.  Η f είναι 0.  Η f είναι yy(( )) xx(( )) limlim
hh 00→→

ff hh,, 00 -- ff 00,, 00

hh

(( )) (( ))
limlim
hh 00→→

xx(( ))

μερικώς παραγωγίσιμη με μερικώς παραγωγίσιμη με ∇∇ff ==
,, ,,   xx,, yy ≠≠ 00,, 00

00,, 00   xx,, yy == 00,, 00

--yy ++ 5x5x yy ++ xx yy

xx ++ yy

55 22 33 44

22 22
22

xx -- 4x4x yy -- xyxy

xx ++ yy

55 33 22 44

22 22
22

(( )) (( ))

(( )) (( )) (( ))

,, == 00,, 00 == ∇∇ff 00,, 00 ,,   limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

--yy ++ 5x5x yy ++ xx yy

xx ++ yy

55 22 33 44

22 22
22

limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

xx -- 4x4x yy -- xyxy

xx ++ yy

55 33 22 44

22 22
22

(( )) (( ))

∇∇ff ::RR RR συνεχής συνεχής⟹⟹ ff ∈∈ CC RR
22
→→

11 22

  

== 00 == 00 ∈∈ RR ⟹⟹ ff 00,, 00 == 00limlim
hh 00→→

ff 00,, hh -- ff 00,, 00

hh

(( )) (( ))
limlim
hh 00→→

yy(( ))

== 00 == 00 ∈∈ RR ⟹⟹ ff 00,, 00 == 0.  Για τις μικτές παραγώγους στο 0.  Για τις μικτές παραγώγους στο  ισχύει ισχύει ::limlim
hh 00→→

ff hh,, 00 -- ff 00,, 00

hh

(( )) (( ))
limlim
hh 00→→

xx(( )) 00

== == -- 11 ∈∈ RR ⟹⟹ ff 00,, 00 == -- 11limlim
hh 00→→

ff 00,, hh -- ff 00,, 00

hh

xx(( )) xx(( ))
limlim
hh 00→→

--hh

hh
xyxy(( ))

== == 11 ∈∈ RR ⟹⟹ ff 00,, 00 == 11 ≠≠ ff 00,, 00 ⟹⟹  f f ∉∉ CC RRlimlim
hh 00→→

ff hh,, 00 -- ff 00,, 00

hh

yy(( )) yy(( ))
limlim
hh 00→→

hh

hh
yxyx(( )) xyxy(( ))

22 22

  

  

  
  
  
  

  

  



  
Άσκηση 3Άσκηση 3

..Nα βρεθεί η κλίση της fNα βρεθεί η κλίση της f xx,, yy ==(( )) sinsin
3x3x ++ xx

11 -- yy

22

ΛύσηΛύση

ff :: DD RR,,  D D == xx,, yy ∈∈ RR || 1 1 -- yy ≠≠ 0 0 ⇔⇔ yy ≠≠ 11 == RR -- yy == 11→→ (( ))
22 22

{{ }}

το Dτο D == RR \\ DD == xx,, yy ∈∈ RR || y y == 11  είναι κλειστό είναι κλειστό⟹⟹ D ανοιχτόD ανοιχτό
cc 22

(( ))
22

θεωρούμε gθεωρούμε g ::RR RR με g με g xx == sinxsinx,,  g g ∈∈ CC RR  και u και u :: DD RR :: uu xx,, yy == == ..→→ (( ))
∞∞

(( )) →→ (( ))
3x3x ++ xx

11 -- yy

22
3proj3proj xx,, yy ++ projproj xx,, yy

11 -- projproj xx,, yy

11(( )) [[ 11(( ))]]
22

22(( ))

όπου projόπου proj ,, projproj ::RR RR με proj με proj xx,, yy == x και projx και proj xx,, yy   == y y ομοιόμορφαομοιόμορφα  συνεχείς συνεχείς..  Άρα u Άρα u ∈∈ CC DD  ως ως11 22
22
→→ 11(( )) 22(( )) (( ))

00
(( ))

πράξεις συνεχών συναρτήσεων πράξεις συνεχών συναρτήσεων 

Τότε gΤότε g uu xx,, yy == sinsin   ,,   xx,, yy ∈∈ DD..  Παρατηρούμε ότι D Παρατηρούμε ότι D == DD == gg u και u και ∀∀  xx,, yy ∈∈ DD ::(( (( ))))
3x3x ++ xx

11 -- yy

22

(( )) ff oo (( ))

gg uu xx,, yy == ff xx,, yy ..  Άρα f Άρα f == gg u u ⟹⟹ ff ∈∈ CC DD  ως σύνθεση συνεχών συναρτήσεων ως σύνθεση συνεχών συναρτήσεων(( oo ))(( )) (( )) oo
00
(( ))

ff xx,, yy ==   uu xx,, yy       xx,, yy       == coscos     == coscos     ,, xx,, yy ∈∈ DDxx(( ))
dfdf

dudu
(( (( ))))

∂u∂u

dxdx
(( ))

3x3x ++ xx

11 -- yy

22
∂∂

∂x∂x

3x3x ++ xx

11 -- yy

22
33 ++ 2x2x

11 -- yy

3x3x ++ xx

11 -- yy

22

(( ))

ff xx,, yy ==   uu xx,, yy       xx,, yy       == coscos     ==     --  cos cos     --11 ⟹⟹yy(( ))
dfdf

dudu
(( (( ))))

∂u∂u

dydy
(( ))

3x3x ++ xx

11 -- yy

22
∂∂

∂y∂y

3x3x ++ xx

11 -- yy

22
3x3x ++ xx

11 -- yy

22
3x3x ++ xx

11 -- yy

22

(( ))
22

(( ))

 f f xx,, yy ==     cos    cos       ,, xx,, yy ∈∈ DD..  Τότε  Τότε ∇∇ff :: DD RR με μεyy(( ))
3x3x ++ xx

11 -- yy

22

(( ))
22

3x3x ++ xx

11 -- yy

22

(( )) →→

∇∇ff ==   coscos     ,, coscos           == coscos     ,,
33 ++ 2x2x

11 -- yy

3x3x ++ xx

11 -- yy

22
3x3x ++ xx

11 -- yy

22

(( ))
22

3x3x ++ xx

11 -- yy

22
3x3x ++ xx

11 -- yy

22
33 ++ 2x2x

11 -- yy

3x3x ++ xx

11 -- yy

22

(( ))
22

  

Ο κανόνας της αλυσίδας σε αυτήν την περίπτωση παίρνει την μορφήΟ κανόνας της αλυσίδας σε αυτήν την περίπτωση παίρνει την μορφή ::  f f xx,, yy == gg uu xx,, yy ⟹⟹ ∇∇ff == ∇∇u   u   (( )) (( (( ))))
dgdg

dudu
Δεν ορίζεται συνεχής επέκταση της f σε κανένα σημείο του επιπέδου yΔεν ορίζεται συνεχής επέκταση της f σε κανένα σημείο του επιπέδου y == 1.     1.     

Έστω ότι Έστω ότι ∃∃ ff xx,, yy ==     ∈∈ RR..  Για x Για x ≠≠ 00 ::limlim
x,yx,y xx ,1,1(( )) →→ (( 00 ))

(( )) limlim
x,yx,y xx ,1,1(( )) →→ (( 00 ))

sinsin
3x3x ++ xx

11 -- yy

22

00

  == xx ,, == xx ,, -- ::   ∀∀nn ∈∈NN :: ∈∈ D και D και ≠≠ 00,, 11 ,,     xx ,, 11  και καιaann 00

11 --

--

2πn2πn

3x3x +x+x00
22
00

2πn2πn

3x3x +x+x00
22
00

00

3x3x ++ xx -- 2πn2πn

2πn2πn

00
22
00

aann aann (( )) aann →→ (( 00 ))

ff   == == == 2πn2πn == 0    0    aann sinsin
3x3x ++ xx

11 ++

00
22
00

3x3x +x+x -2πn-2πn

2πn2πn

00
22
00

sinsin
3x3x ++ xx00

22
00

3x3x +x+x

2πn2πn

00
22
00

sinsin(( ))

  == xx ,, == xx ,, -- ::   ∀∀nn ∈∈NN :: ∈∈ D και D και ≠≠ 00,, 11 ,,     xx ,, 11  και    και   bbnn 00

11 --

--

n+n+

3x3x +x+x

11

22

ππ

22

00
22
00

n+n+

3x3x +x+x

11

22

ππ

22

00
22
00

00

3x3x ++ xx -- nn ++

nn ++

00
22
00

11

22

ππ

22

11

22

ππ

22

bbnn bbnn (( )) bbnn →→ (( 00 ))

ff   == == nn ++ == 11 ≠≠ 00,,  το οποίο είναι άτοπο το οποίο είναι άτοπο..bbnn sinsin
3x3x ++ xx

11 ++

00
22
00

3x3x +x+x -- n+n+

n+n+

00
22
00

11

22

ππ

22

11

22

ππ

22

sinsin
11

22

ππ

22

για    xγια    x == 00 ::       00

για yγια y == 11 -- xx,,  x x >> 00 :: ff xx,, 11 -- xx ==   == == xx ++ 33 33(( )) sinsin
3x3x ++ xx

11 -- 11 -- xx

22

(( ))
sinsin

3x3x ++ xx

xx

22

sinsin(( )) ⏫⏫⏪⏪⏪⏪  
sinsin

  

  

xx 00→→



για xγια x == 00,,  y y == 11 ++ xx,, xx >> 00 :: ff xx,, 11 ++ xx ==   == == --xx -- 33 -- 33 ≠≠ 33,,(( )) sinsin
3x3x ++ xx

11 -- 11 ++ xx

22

(( ))
sinsin

3x3x ++ xx

--xx

22

sinsin(( )) ⏫⏫⏪⏪⏪⏪  
sinsin sinsin

το οποίο είναι άτοποτο οποίο είναι άτοπο..

  

Άρα Άρα ∀∀ x x ∈∈ RR ::   ∄∄ ff xx,, yy00 limlim
x,yx,y xx ,1,1(( )) →→ (( 00 ))

(( ))

  
Άσκηση 4Άσκηση 4

..Nα βρεθεί η fNα βρεθεί η f  της f της f xx,, yy,, zz == xexe ++ 22 y για y για == 11,, 00,, 11 ,,   == 11,, 11,, 00uu((aa)) (( ))
yy

sinsin aa (( )) uu (( ))

ΛύσηΛύση

ff ::RR RR,,  f f ∈∈ CC RR  με  με ∇∇ff == ee ,, xexe ++ 2cosy2cosy,, 00 .. Παρατηρούμε οτι f κυλινδρική συνάρτησηΠαρατηρούμε οτι f κυλινδρική συνάρτηση ::   
33
→→

∞∞ 33 yy yy

ff xx,, yy,, zz == ff xx,, yy ..  Το  Το  ορίζει  ορίζει == == 11,, 11,, 00(( )) (( )) uu uu
|| ||||

uu

uu

11

22

(( ))

ff ∈∈ CC RR ⊂⊂ CC RR ⟹⟹ == 0. Παρατηρούμε  ότι εφόσον η f 0. Παρατηρούμε  ότι εφόσον η f 
11 33 ∞∞ 33

limlim
00hh→→

ff ++ -- ff --∇∇ff

tt

((aa hh)) ((aa)) ((aa))

είναι διαφορίσιμη fείναι διαφορίσιμη f == == == ⟹⟹uu((aa)) limlim
tt 00→→

ff ++ tt -- ff

tt

((aa uu)) ((aa))
limlim
tt 00→→

ff ++ ∇∇ff ⋅⋅ tt -- ff

tt

((aa)) ((aa)) (( uu)) ((aa))
limlim
tt 00→→

∇∇ff ⋅⋅ tt

tt

((aa)) (( uu))

ff == ∇∇ff ⋅⋅ == ee ,, aa ee ++ 22 aa ,, 00 ⋅⋅ uu ,, uu ,, uu == ee uu ++ aa ee ++ 22 aa uuuu((aa)) ((aa)) uu
aa22

11
aa22

coscos 22 (( 11 22 33))
aa22

11 11
aa22

coscos 22 22

ΑναλυτικάΑναλυτικά ::

ff == == == == ⟹⟹uu((aa)) limlim
tt 00→→

ff ++ tt -- ff

tt

((aa uu)) ((aa))
limlim
tt 00→→

ff ++ tt -- ff

tt

((aa uu)) ((aa))
limlim
tt 00→→

ff ++ tt -- ff

tt

((aa uu)) ((aa))
limlim
tt 00→→

ff ++ tt -- ff

tt

((aa uu)) ((aa))

ff == ⟹⟹uu((aa)) limlim
tt 00→→

ff aa ++ tutu ,, aa ++ tutu ,, aa ++ tutu -- ff aa ,, aa ,, aa

tt

(( 11 11 22 22 33 33)) (( 11 22 33))

ff == ==uu((aa)) limlim
tt 00→→

aa ++ tutu ee ++ 22 aa ++ tutu -- aa ee   -- 22 aa

tt

(( 11 11))
aa +tu+tu22 22

sinsin(( 22 22)) 11
aa22

sinsin 22

ff == == aa ee ⋅⋅ uu ++ ee ⋅⋅ uu ++ aa ⋅⋅ uuuu((aa)) limlim
tt 00→→

aa ee ee -- 11 ++ tutu ee  2 2 aa ++ tutu   -- aa

tt

11
aa22 tutu22

11
aa +tu+tu22 22

[[sinsin(( 22 22)) sinsin 22]]
11

aa22

22
aa22

11 coscos 22 22

== uu == ee ⋅⋅ uu == uu ⟹⟹ aa ee == aa ee uulimlim
tt 00→→

ee -- 11

tt

tutu22

limlim
hh 00→→

ee -- 11

hh

hh

22
00

22 22 limlim
tt 00→→

11
aa22

ee -- 11

tt

tutu22

11
aa22

22

hh == tutu ⟹⟹ tt ==22

hh

uu22

== ee == ee == ee ⟹⟹ == ee uulimlim
tt 00→→

ttee

tt

aa +tu+tu22 22

limlim
tt 00→→

aa +tu+tu22 22 aa +0⋅u+0⋅u22 22 aa22
limlim
tt 00→→

tutu ee

tt

11
aa +tu+tu22 22

aa22

11

== uu == aa ⋅⋅ uulimlim
tt 00→→

aa ++ tutu   -- aa

tt

sinsin(( 22 22)) sinsin 22
limlim
hh 00→→

aa ++ hh   -- aa

hh

sinsin(( 22 )) sinsin 22

22 coscos 22 22

για για == 11,, 00,, 11 ,,   == ,, ,, 00  f f 11,, 00,, 11 == 1e1e ⋅⋅ ++ ee ⋅⋅ ++ 00 ⋅⋅ ==aa (( )) uu
11

22

11

22 ,, ,0,0
11

22

11

22

(( ))
00 11

22

00 11

22

coscos
11

22

33

22

  
  

  

  

xx 00→→



Άσκηση 5Άσκηση 5

..Nα βρεθεί το dfNα βρεθεί το df ::RR RR της f της f xx,, yy,, zz == xx  y y ++ 2e2e -- 2y2y ++ 3z3z -- 550,2,10,2,1(( ))
22
→→ (( ))

44 -xy-xy 22 33

  
ΛύσηΛύση

ff ::RR RR,,  f f ∈∈ CC RR ..  Συγκεκριμένα Συγκεκριμένα,,  η f είναι διαφορίσιμη διότι  η f είναι διαφορίσιμη διότι ∃∃  ∇∇ff ::RR RR  και  και ∇∇ff ∈∈ CC RR
33
→→

∞∞ 33 33
→→

33 00 33

με dfμε df == ∇∇ff xx,, yy,, zz ⋅⋅ == 4x4x yy -- 2ye2ye ,, xx -- 2xe2xe -- 4y4y,, 9z9z ⋅⋅ ⟹⟹   x,y,zx,y,z(( ))((hh)) (( )) hh
33 -xy-xy 44 -xy-xy 22

hh

dfdf == 44 ⋅⋅ 00 ⋅⋅ 22 -- 22 ⋅⋅ 2e2e ,, 00 -- 22 ⋅⋅ 0e0e -- 44 ⋅⋅ 22,, 99 ⋅⋅ 11 ⋅⋅ == --44,, --88,, 99 ⋅⋅ == -- 4h4h -- 8h8h ++ 9h9h0,2,10,2,1(( ))((hh))
33 -0⋅2-0⋅2 44 -0⋅2-0⋅2 22

hh (( )) hh 11 22 33

  

  
  
ΆσκησηΆσκηση

..ff ::RR RR με f με f xx,, yy ==
22
→→ (( ))

,,   xx,, yy ≠≠ 00,, 00

00,,   xx,, yy == 00,, 00

xx yy
22

xx ++ yy
22 22

(( )) (( ))

(( )) (( ))

ΛύσηΛύση

ff ::RR RR,,  f f ∈∈ CC RR ,, διότι διότι ∀∀  xx,, yy ≠≠ 00,, 00  f συνεχής ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων και  f συνεχής ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων και 
22
→→

00 22
(( )) (( ))

ff xx,, yy == == 00 == ff 00,, 00 ..  Έστω ε Έστω ε >> 0. Για δ0. Για δ εε == >> 00,,   |||| xx,, yy |||| << δδ⟹⟹limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

(( )) limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

xx yy
22

xx ++ yy
22 22

(( )) (( )) εε (( ))

|| || == ≤≤ == xx ++ yy << εε..  Θέτουμε D Θέτουμε D == RR -- 00,, 00
xx yy

22

xx ++ yy
22 22

xx ||yy||
22

xx ++ yy
22 22

xx ++ yy
22 22

xx ++ yy
22 22

xx ++ yy
22 22

22 22 22
{{(( ))}}

∀∀  xx,, yy ∈∈ RR -- 00,, 00 :: ff xx,, yy == == == ,,   f  f :: DD RR,,   (( ))
22

{{(( ))}} xx(( ))

2xy2xy ++

xx ++ yy

xx ++ yy
22 22 2x2x yy

22

33

xx ++ yy
22 22

22 22

2xy2xy xx ++ yy ++ xx yy
22 22 33

xx ++ yy
22 22

33

3x3x yy ++ xyxy
33 33

xx ++ yy
22 22

33
xx →→

ff ∈∈ CC DD  ως πράξεις C ως πράξεις C DD -- συναρτήσεων και fσυναρτήσεων και f xx,, yy == == ⟹⟹xx
00
(( ))

00
(( )) yy(( ))

xx ++

xx ++ yy

22
xx ++ yy

22 22 2x2x yy

22

22 22

xx ++ yy
22 22

22 22

xx xx ++ yy ++ 2x2x yy
22 22 22 22 22

xx ++ yy
22 22

33

ff xx,, yy ==   f  f :: DD RR καιf καιf ∈∈ CC DD  ως πράξεις C ως πράξεις C DD -- συναρτήσεωνσυναρτήσεων..yy(( ))
xx ++ 3x3x yy

44 22 22

xx ++ yy
22 22

33
yy →→ yy

00
(( ))

00
(( ))

ff xx,, yy == == 0 και0 και ff xx,, yy == == 00limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

χχ(( )) limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

3x3x yy ++ xyxy
33 33

xx ++ yy
22 22

33
limlim

x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))
yy(( )) limlim

x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

xx ++ 3x3x yy
44 22 22

xx ++ yy
22 22

33

έστω εέστω ε >> 0. Για δ0. Για δ εε == δδ == >> 00 ::  0 0 << |||| xx,, yy |||| << δδ⟹⟹(( ))
εε

44
(( ))

≤≤ ≤≤ ≤≤ == 44 || xx,, yy || << εε

3x3x yy ++ xyxy
33 33

xx ++ yy
22 22

33

33||xx|| ||yy|| ++ ||xx||||yy||
33 33

xx ++ yy
22 22

33

33 ++xx ++ yy
22 22

33

xx ++ yy
22 22

xx ++ yy
22 22

xx ++ yy
22 22

33

xx ++ yy
22 22

33

44 xx ++ yy
22 22

44

xx ++ yy
22 22

33
|| (( ))

  

≤≤ == == 44 || xx,, yy |||| << εε

xx ++ 3x3x yy
44 22 22

xx ++ yy
22 22

33

xx ++ yy ++ 33 xx ++ yy xx ++ yy
22 22

22
22 22 22 22

xx ++ yy
22 22

33

44 xx ++ yy
22 22

22

xx ++ yy
22 22

33
|| (( ))

∀∀ ε ε >> 00 ::   ∃∃ δ δ εε == δδ >> 00 ::  0 0 << |||| xx,, yy |||| << δ δ ⟹⟹ ||ff xx,, yy || << ε και ε και ||ff xx,, yy || << εε..  Άρα  Άρα (( )) (( )) xx(( )) yy(( ))

ff xx,, yy == ff xx,, yy == 00limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

χχ(( )) limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

yy(( ))

== 00 == 00 ∈∈ RR⟹⟹ ff 00,, 00 == 00 == ff xx,, yylimlim
hh 00→→

ff hh,, 00 -- ff 00,, 00

hh

(( )) (( ))
limlim
hh 00→→

xx(( )) limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

χχ(( ))

  

== 00 == 00 ∈∈ RR⟹⟹ ff 00,, 00 == 00 == ff xx,, yylimlim
hh 00→→

ff 00,, hh -- ff 00,, 00

hh

(( )) (( ))
limlim
hh 00→→

yy(( )) limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

yy(( ))

Άρα fΆρα f ,,  f f   ∈∈ CC RR ⟹⟹ ff ∈∈ CC RR ⟹⟹ f διαφορίσιμηf διαφορίσιμη⟹⟹ f διαφορίσιμη στο f διαφορίσιμη στο 00,, 00  με μεxx yy
00 22 11 22

(( ))

  

  



DfDf xx,, yy == ∇∇ff 00,, 00 ⋅⋅ xx,, yy == 00,, 00 ⋅⋅ xx,, yy == 000,00,0(( ))(( )) (( )) (( )) (( )) (( ))
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Άσκηση1Άσκηση1

Υπολογίστε την μάζαΥπολογίστε την μάζα,,  τις ροπές M τις ροπές M ,, MM ,, τις συντεταγμένες του κέντρου βάρους Cτις συντεταγμένες του κέντρου βάρους C   ,, ,,  τις ροπές I τις ροπές I ,,  I I ,,xx yy (( xx⏨⏨yy⏨⏨)) xx yy

II  του κυκλικού τομέα D του κυκλικού τομέα D == xx,, yy ∈∈ RR :: xx ++ yy ⩽⩽ aa ,,  x x ⩾⩾ 00,, yy ⩾⩾ 00  με πυκνότητα δ με πυκνότητα δ xx,, yy == ..00 (( ))
22 22 22 22

(( ))

ΛύσηΛύση

  

  

Χρησιμοποιούμε τον πολικό μετασχηματισμό Χρησιμοποιούμε τον πολικό μετασχηματισμό :: rr,,θθ ∈∈ 00,,∞∞ xx 00,, 2π2π RR  με μεTT (( )) [[ )) [[ )) →→
22

xx rr,,θθ == rr θθ,,  y y rr,,θθ == rr θ και Jθ και J ==  με  με ||detJdetJ || == rr θθ++ θθ == rr(( )) coscos (( )) sinsin ((TT))
θθ --rr θθ

θθ rr θθ

coscos sinsin

sinsin coscos
((TT)) coscos

22
sinsin

22

mm == δδ xx,, yy dAdA == dydxdydx == rr rdrdθrdrdθ == dθdθ rr drdr ⟹⟹∬∬ (( ))

aa

00

∫∫
00

∫∫
00

∫∫
π/2π/2 aa

00

∫∫ (( ))
00

∫∫
π/2π/2 αα

00

∫∫ 22

mm == ⋅⋅ ==
ππ

22

αα

33

33
παπα

66

33

MM == yδyδ xx,, yy dAdA == rr θθ rr rdrdθrdrdθ == θdθθdθ rr drdr ==xx ∬∬ (( ))
00

∫∫
π/2π/2 aa

00

∫∫ [[(( sinsin )) ]]
00

∫∫
π/2π/2

sinsin

αα

00

∫∫ 33
αα

44

44

MM == xδxδ xx,, yy dAdA == rr θθ rr drdθdrdθ == θdθθdθ rr drdr ==yy ∬∬ (( ))
00

∫∫
π/2π/2 aa

00

∫∫ (( coscos ))
22

00

∫∫
π/2π/2

coscos

αα

00

∫∫ 33
αα

44

44

==   == == ,,   ==     == == == ..  Τότε C Τότε C == ,, == ,,xx⏨⏨
MM

mm

yy

αα

44

44

παπα

66

33

3a3a

2π2π
yy⏨⏨

MM

mm

xx

αα

44

44

παπα

66

33

3a3a

2π2π
xx⏨⏨ ((xx⏨⏨yy⏨⏨))

3a3a

2π2π

3a3a

2π2π

Παρατηρούμε ότι το C βρίσκεται επί της ευθείας θΠαρατηρούμε ότι το C βρίσκεται επί της ευθείας θ == ,,  όπως είναι αναμενόμενο λόγω της  όπως είναι αναμενόμενο λόγω της 
ππ

44

ισοτροπίας του συνόλου D και του πεδίου πυκνότηταςισοτροπίας του συνόλου D και του πεδίου πυκνότητας..

II == yy δδ xx,, yy dAdA == rr θθ rr rdrdθrdrdθ == θdθθdθ rr drdr ⟹⟹xx ∬∬ 22
(( ))

00

∫∫
π/2π/2 aa

00

∫∫ (( sinsin ))
22

00

∫∫
π/2π/2

sinsin
22

αα

00

∫∫ 44

II == dθdθ == θθ-- ==xx
00

∫∫
π/2π/2 11 -- 2θ2θ

22

coscos rr

55

55
aa

00

11

22

2θ2θ

22

sinsin
π/2π/2

00

aa

55

55
πaπa

2020

55

II == xx δδ xx,, yy dAdA == rr θθ rr rdrdθrdrdθ == θdθθdθ rr drdr ⟹⟹yy ∬∬ 22
(( ))

00

∫∫
π/2π/2 aa

00

∫∫ (( coscos ))
22

00

∫∫
π/2π/2

coscos
22

αα

00

∫∫ 44

  

  

-8 -6 -4 -2 2 4 6 8 10 120

2

4

6

xx ++ yy
22 22

aa -- xx
22 22

  
xx ++ yy

22 22



II == dθdθ == θθ++ ==yy
00

∫∫
π/2π/2 11 ++ 2θ2θ

22

coscos rr

55

55
aa

00

11

22

2θ2θ

22

sinsin
π/2π/2

00

aa

55

55
πaπa

2020

55

II == xx ++ yy δδ xx,, yy dAdA == xx δδ xx,, yy dAdA ++ yy δδ xx,, yy dAdA == II ++ II ==oo ∬∬ 22 22
(( )) ∬∬ 22

(( )) ∬∬ 22
(( )) yy xx

πaπa

1010

55

  

  

Άσκηση 2Άσκηση 2

Υπολογίστε το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα Υπολογίστε το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα xx ++ yy dxdx ++ 2y2y -- xx dy όπου Γdy όπου Γ == xx,, yy :: xx ++ yy == 11∫∫
Γ+Γ+

33 33 33 33
(( ))

22 22

  

ΛύσηΛύση

Α' τρόπος Α' τρόπος εφαρμογή A' θεωρήματος Greenεφαρμογή A' θεωρήματος Green(( ))

Θεωρούμε την Θεωρούμε την ::RR RR ,,   xx,, yy == xx ++ yy ,, 2y2y -- xx ∈∈ CC RR  και τον μοναδιαίο κύκλο και τον μοναδιαίο κύκλοFF
22
→→

22
FF(( ))

33 33 33 33 11 22

ΓΓ == xx,, yy :: xx ++ yy == 11 ⊂⊂ RR  με παραμέτρηση  με παραμέτρηση tt == tt,, tt  θ θ ∈∈ RR..  Παρατηρούμε ότι  Παρατηρούμε ότι (( ))
22 22 22

rr(( )) ((coscos sinsin ))

η καμπύλη είναιη καμπύλη είναι ::

--  κλειστήκλειστή ::   ∀∀ t t ∈∈ RR ::   tt == tt ++ 2π2π ..  Τότε μπορούμε να περιορίσουμε το  Τότε μπορούμε να περιορίσουμε το rr(( )) rr(( ))

ΠΠ.. ΟΟ..  σε t σε t ∈∈ 00,, 2π2π ..   [[ ]]

--απλήαπλή ::   ∀∀ t t ,, tt ∈∈ 00,, 2π2π ::   tt == tt   ⟹⟹ tt == tt  και  και tt == tt ⟹⟹ tt == tt  ή t ή t == 2π2π-- tt11 22 (( )) rr(( 11)) rr(( 22)) coscos 11 coscos 22 sinsin 11 sinsin 22 11 22 11 22

και tκαι t == tt  ή t ή t == ππ-- tt ⟹⟹ vv == tt11 22 11 22 22

--λείαλεία ::     |||| |||| == |||| -- tt,, tt |||| == 11 ≠≠ 0 0 ∀∀ t t ∈∈ 00,, 2π2π
dd

dtdt

rr
(( sinsin coscos )) [[ ]]

--θετικά προσανατολισμένη θετικά προσανατολισμένη αντιωρολογιακάαντιωρολογιακά //αριστερόστροφααριστερόστροφα ..(( ))

⨯⨯ == -- == -- 33 xx ++ yy ..   ∇∇ FF
∂F∂F

∂x∂x

yy ∂F∂F

∂y∂y

xx
kk

22 22
kk

Iσχύουν οι προϋποθέσεις του πρώτου θεωρήματος GreenIσχύουν οι προϋποθέσεις του πρώτου θεωρήματος Green..  Τότε Τότε ::

⋅⋅ dd == -- dAdA == ⨯⨯ ⋅⋅ dAdA == -- 33 xx ++ yy dxdydxdy ⟹⟹∫∫
Γ+Γ+

FF rr
DD

∬∬
∂F∂F

∂x∂x

yy ∂F∂F

∂y∂y

xx

DD
∬∬ [[((∇∇ FF)) kk]]

DD
∬∬ 22 22

⋅⋅ dd == --3r3r rdrdθrdrdθ == -- 33 dθdθ rr drdr == -- 6π6π == -- == --∫∫
Γ+Γ+

FF rr
00

∫∫
2π2π 11

00

∫∫ 22

00

∫∫
2π2π 11

00

∫∫ 33
rr

44

44
11

00

6π6π

44

3π3π

22

  

B' τρόπος B' τρόπος άμεσος υπολογισμός διανυσματικού επικαμπύλιου ολοκληρώματοςάμεσος υπολογισμός διανυσματικού επικαμπύλιου ολοκληρώματος(( ))

xx ++ yy dxdx ++ 2y2y -- xx dydy == FF dxdx ++ FF dydy == ⋅⋅ dd == tt ⋅⋅ dtdt ⟹⟹∫∫
Γ+Γ+

33 33 33 33 ∫∫
Γ+Γ+

(( xx yy )) ∫∫
Γ+Γ+

FF rr ∫∫
Γ+Γ+

FF((rr(( ))))
dd

dtdt

rr

⋅⋅ dd == FF xx tt ,, yy tt ++ FF xx tt ,, yy tt dtdt ⟹⟹∫∫
Γ+Γ+

FF rr
00

∫∫
2π2π

xx(( (( )) (( ))))
dxdx

dtdt
yy(( (( )) (( ))))

dydy

dtdt

⋅⋅ dd == tt ++ tt -- tt ++ 22 tt -- tt tt dtdt =⟹=⟹∫∫
Γ+Γ+

FF rr
00

∫∫
2π2π

coscos
33

sinsin
33

(( sinsin )) sinsin
33

coscos
33

coscos

⋅⋅ dd == -- tt tt -- tt ++ 22 tt tt -- tt dtdt ⟹⟹∫∫
Γ+Γ+

FF rr
00

∫∫
2π2π

coscos
33

sinsin sinsin
44

sinsin
33

coscos coscos
44

⋅⋅ dd == tt dd tt -- tt ++ tt -- 22 tt tt dtdt ++ 22 tt dd tt ⟹⟹∫∫
Γ+Γ+

FF rr
00

∫∫
2π2π

coscos
33

((coscos ))
00

∫∫
2π2π

sinsin
22

coscos
22

22

sinsin
22

coscos
22

00

∫∫
2π2π

sinsin
33

((sinsin ))

⋅⋅ dd == -- 11 -- dtdt == -- 11 -- dtdt == -- ++ == --∫∫
Γ+Γ+

FF rr
00

∫∫
2π2π 2t2t

22

sinsin
22

00

∫∫
2π2π 11 -- 4t4t

44

coscos 3t3t

44

4t4t

1616

sinsin
2π2π

00

3π3π

22

  

  

  

  

  



  

  

Άσκηση 3Άσκηση 3

Υπολογίστε το έργο της δύναμης Υπολογίστε το έργο της δύναμης xx,, yy == 2xy2xy,, xx  που μετατοπίζει το σημείο εφαρμογής κατά μήκος της που μετατοπίζει το σημείο εφαρμογής κατά μήκος τηςFF(( ))
22

παραμετρικής καμπύλης Γπαραμετρικής καμπύλης Γ == ΓΓ :: tt == tt,, tt ,,  t t ∈∈ 00,, 11((rr)) rr(( ))
22

[[ ]]

  

ΛύσηΛύση

  

  

::RR RR ,, ∈∈ CC RR ,,  Γ Γ == ΓΓ  απλή απλή,,  λεία καμπύλη  λεία καμπύλη τμήμα παραβολής yτμήμα παραβολής y == xxFF
22
→→

22
FF

11 22
((rr))

22

με με ==   tt  συνεχή παραμέτρηση συνεχή παραμέτρηση..  Τότε Τότε ::rr rr(( ))

WW == ⋅⋅ dd == tt ⋅⋅ dtdt == 2t2t ,, tt ⋅⋅ 11,, 2t2t dtdt == 2t2t ++ 2t2t dtdt == 4t4t dtdt ⟹⟹
ΓΓ

∫∫ FF rr
11

00

∫∫ FF((rr(( ))))
dd

dtdt

rr 11

00

∫∫ 33 22
(( ))

11

00

∫∫ 33 33
11

00

∫∫ 33

WW == tt == 11
44

11

00

  

  

  

Άσκηση 4Άσκηση 4

Υπολογίστε το Υπολογίστε το zz dxdydzdxdydz,,  όπου Β σφαίρα με εξίσωση επιφάνειας x όπου Β σφαίρα με εξίσωση επιφάνειας x ++ yy ++ zz == 4 καθώς και τον όγκο 4 καθώς και τον όγκο 
BB

∭∭ 22 22 22 22

VV BB  της σφαίρας της σφαίρας..(( ))

  

ΛύσηΛύση

Από στερεομετρία είναι γνωστό ότι VΑπό στερεομετρία είναι γνωστό ότι V BB == ⋅⋅ 22 == ..  Αναλυτικά Αναλυτικά,,  V V BB == dVdV ⟹⟹(( ))
4π4π

33

33
32π32π

33
(( ))

BB
∭∭

Χρησιμοποιούμε τον "1Χρησιμοποιούμε τον "1-- 1"1",,  επί  και συνεχή μετασχηματισμό σε σφαιρικές συντεταγμένες επί  και συνεχή μετασχηματισμό σε σφαιρικές συντεταγμένες

:: 00,,∞∞ xx 00,,ππ xx 00,, 2π2π RR με με ρρ,,θθ,,φφ == ρρ φφ θθ,,  ρ ρ φφ θθ,, ρρ φφ  και  και TT (( )) [[ ]] [[ )) →→
33

TT(( )) (( sinsin coscos sinsin sinsin coscos ))

xx,, yy,, zz == ..  Τότε Τότε ::TT
-1-1

(( ))

,, ,, ,,  x x ⩾⩾ 00

,,ππ-- ,, ,,  x x << 00

arcsinarcsin
yy

arccosarccos
zz

arcsinarcsin
yy

arccosarccos
zz

JJ ==  και και((TT))

φφ θθ --ρρ φφ θθ --ρρ φφ θθ

φφ θθ ρρ φφ θθ ρρ φφ θθ

φφ 00 --ρρ φφ

sinsin coscos sinsin sinsin coscos coscos

sinsin sinsin sinsin coscos coscos sinsin

coscos sinsin

JJ == -- ρρ φφ θθ++ ρρ φφ θθ --ρρ φφ θθ-- ρρ φφ θθ ++ ρρ φφ φφ θθ⟹⟹detdet ((TT))
22

sinsin
33

coscos
22

sinsin sinsin sinsin
22

sinsin coscos
22

sinsin
22

coscos
22

sinsin coscos
22

  

  

-2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5 2 2.50

0.5

1

xx ++ yy ++ zz((
22 22 22

xx ++ yy
22 22

xx ++ yy
22 22

xx ++ yy ++ zz((
22 22 22

xx ++ yy
22 22

xx ++ yy
22 22



|| JJ || == ||-- ρρ φφ φφ θθ++ φφ θθ++ φφ θθ++ φφ θθ || == ρρ φφ..detdet ((TT))
22

sinsin sinsin
22

coscos
22

sinsin
22

sinsin
22

coscos
22

sinsin
22

coscos
22

coscos
22 22

sinsin

VV BB == ddxdydzddxdydz == ρρ φdρdφdθφdρdφdθ == dθdθ φdφφdφ ρρ dρdρ ⟹⟹(( ))
BB

∭∭
00

∫∫
2π2π ππ

00

∫∫
22

00

∫∫ 22
sinsin

00

∫∫
2π2π ππ

00

∫∫ sinsin
22

00

∫∫ 22

VV BB == 2π2π ⋅⋅ -- φφ ⋅⋅ == 4π4π == ..  Θεωρούμε f Θεωρούμε f ::RR RR :: ff xx,, yy,, zz == zz ∈∈ CC RR ,,(( )) (( coscos ))
ππ
00

ρρ

33

33
22

00

22

33

33
32π32π

33

33
→→ (( ))

22 33

 και  και ff ∘∘ xx,, yy,, zz == ff xx,, yy,, zz == ff rr,,θθ,,φφ == ρρ φφ ..   TT
-1-1

(( )) TT
-1-1

(( )) (( )) (( coscos ))
22

II == zz dxdydzdxdydz == ρρ φφ ρρ φdρdφdθφdρdφdθ⟹⟹

BB
∭∭ 22

00

∫∫
2π2π ππ

00

∫∫
22

00

∫∫ (( coscos ))
22 22

sinsin

II == ρρ φφ φdρdφdθφdρdφdθ == dθdθ φφ φdφφdφ ρρ dρdρ ⟹⟹

00

∫∫
2π2π ππ

00

∫∫
22

00

∫∫ 44
coscos

22
sinsin

00

∫∫
2π2π ππ

00

∫∫ coscos
22

sinsin
22

00

∫∫ 44

II == 2π2π -- φφ dd φφ == -- 2π2π ⋅⋅ uu dudu == == ..
ππ

00

∫∫ coscos
22

((coscos ))
ρρ

55

55
22

00

22

55

55

11

∫∫
-1-1

22
64π64π

55

uu

33

33
11

-1-1

128π128π

1515

  

  

Επαλήθευση ΘΕπαλήθευση Θ.. ΜΜ.. ΤΤ..  ολοκληρωτικού λογισμού ολοκληρωτικού λογισμού

Παρατηρούμε ότι IΠαρατηρούμε ότι I == ⋅⋅VV BB ,,  άρα η μέση τιμή της f άρα η μέση τιμή της f ::BB RR,,  f f xx,, yy,, zz == zz  στο Β είναι στο Β είναι
44

55
(( )) →→ (( ))

22

  == ==  και Β κλειστό και φραγμένο σύνολο και Β κλειστό και φραγμένο σύνολο,,  δηλαδή συμπαγές δηλαδή συμπαγές..  Για  Για xx,, yy,, zz ∈∈ ΒΒ ::ff⏨⏨
BB

II

VV BB(( ))

44

55
(( ))

 ή   ή  ⟹⟹ ff xx,, yy,, zz ==  δηλαδή  δηλαδή ∃∃  xx ,, yy ,, zz ∈∈ BB ::  f f xx ,, yy ,, zz ==   

xx ++ yy ⩽⩽

zz == --

22 22
1616

55

22

xx ++ yy ⩽⩽

zz ==

22 22
1616

55

22 (( )) ff⏨⏨BB (( 00 00 00)) (( 00 00 00)) ff⏨⏨BB

  

  

  

Άσκηση 5Άσκηση 5

Υπολογίστε το  VΥπολογίστε το  V BB  και το και το dxdydzdxdydz,,  όπου Β το στερεό που βρίσκεται στην πρώτη στερεά  όπου Β το στερεό που βρίσκεται στην πρώτη στερεά (( ))
BB

∭∭

γωνία και  περιβάλλεται από τα επίπεδα xγωνία και  περιβάλλεται από τα επίπεδα x == 00,,  y y == 0 και z0 και z == 4 και το παραβολοειδές z4 και το παραβολοειδές z == xx ++ yy ..
22 22

  

ΛύσηΛύση

Χρησιμοποιούμε τον "1Χρησιμοποιούμε τον "1-- 1"1",, επί και συνεχή μετασχηματισμό  σε κυλινδρικές συντεταγμένεςεπί και συνεχή μετασχηματισμό  σε κυλινδρικές συντεταγμένες

:: 00,,∞∞ ⨯⨯ 00,, 2π2π ⨯⨯RR RR   ,,   rr,,θθ,, zz == rr θθ,, rr θθ,, zz  και  και TT (( )) [[ )) →→
33

TT(( )) (( coscos sinsin ))

xx,, yy,, zz ==TT
-1-1

(( ))

,, ,, zz ,,  x x ⩾⩾ 00

,,ππ-- ,, zz ,,  x x << 00

arcsinarcsin
yy

arcsinarcsin
yy

Τότε JΤότε J ==  με   με  JJ == rr θθ++ rr θθ == rr..  Το χωρίο B σε κυλινδρικές  Το χωρίο B σε κυλινδρικές ((TT))

θθ --rr θθ 00

θθ rr θθ 00

00 00 11

coscos sinsin

sinsin coscos detdet ((TT)) coscos
22

sinsin
22

συντεταγμένες περιγράφεται από  σχέσειςσυντεταγμένες περιγράφεται από  σχέσεις ::  0 0 ⩽⩽ θθ ⩽⩽   ,,  0 0 ⩽⩽ zz ⩽⩽ 4 και 04 και 0 ⩽⩽ zz ⩽⩽ rr ⟹⟹

ππ

22

22

00 ⩽⩽ rr ⩽⩽  ενώ η f ενώ η f ::RR RR μεf μεf xx,, yy,, zz == ,,  f f ∈∈ CC RR    με   με
22
→→ (( ))

22

  

  

55 55

xx ++ yy
22 22

xx ++ yy((
22 22

xx ++ yy
22 22

xx ++ yy((
22 22

xx ++ yy
22 22

zz xx ++ yy
22 22



  ff ∘∘ xx,, yy,, zz == ff xx,, yy,, zz == ff rr,,θθ,, zz == r συνεχή ως σύνθεση συνεχών συναρτήσεωνr συνεχή ως σύνθεση συνεχών συναρτήσεων⟹⟹TT
-1-1

(( )) TT
-1-1

(( )) (( ))

ff ∘∘  ολοκληρώσιμη ολοκληρώσιμη..  Τότε Τότε :: VV BB == dxdydzdxdydz == rdrdθdzrdrdθdz ⟹⟹TT
-1-1

(( ))
BB

∭∭
44

00

∫∫
00

∫∫
π/2π/2

00

∫∫

VV BB == dzdθdzdθ == dzdθdzdθ == dθdθ   dzdz == == 2π2π(( ))
00

∫∫
π/2π/2 44

00

∫∫
rr

22

22

00
00

∫∫
π/2π/2 44

00

∫∫
zz

22 00

∫∫
π/2π/2 44

00

∫∫
zz

22

ππ

22

zz

44

22
44

00

II == dxdydzdxdydz == rr rdrdθdzrdrdθdz == dzdθdzdθ⟹⟹

BB
∭∭

44

00

∫∫
00

∫∫
π/2π/2

00

∫∫ (( ))
00

∫∫
π/2π/2 44

00

∫∫
rr

33

33

00

II == dzdθdzdθ == dθdθ   dzdz == ⋅⋅ ⋅⋅ == ⋅⋅ ==
00

∫∫
π/2π/2 44

00

∫∫
zz

33

3/23/2

00

∫∫
π/2π/2 44

00

∫∫
zz

33

3/23/2
ππ

22

22

55

zz

33

5/25/2
44

00

ππ

55

3232

33

32π32π

1515

και παρατηρούμε ότι Iκαι παρατηρούμε ότι I == ⋅⋅VV BB     ⟹⟹   == ==   ==  f f ,,θθ,,   ∀∀ θ θ ∈∈ 00,, 2π2π ,,   
1616

1515
(( )) ff⏨⏨

BB

II

VV BB(( ))

1616

1515

44 1616

1515
[[ ))

δηλαδή δηλαδή ∃∃  rr ,,θθ ,, zz ∈∈ BB :: ff rr ,,θθ ,, zz ==(( 00 00 00)) (( 00 00 00)) ff⏨⏨BB

  

  

Συμπληρωματικές ασκήσεις για το 9ο μάθημαΣυμπληρωματικές ασκήσεις για το 9ο μάθημα

  

Άσκηση 1Άσκηση 1

Δίνεται η συνάρτηση fΔίνεται η συνάρτηση f xx,, yy,, zz == xyzexyze ..  Να υπολογιστεί η κατευθυνόμενη παράγωγος f Να υπολογιστεί η κατευθυνόμενη παράγωγος f  στο  στο (( ))
xx +y+y +z+z

22 22 22

uu((aa))

σημείο σημείο == 11,, 11,, 11  ως προς την κατεύθυνση  ως προς την κατεύθυνση == ,, ,, 00aa (( )) uu
22 22

ΛύσηΛύση

ff ::RR RR με f με f xx,, yy,, zz == xyzexyze ∈∈ CC RR ..  Παρατηρούμε ότι f Παρατηρούμε ότι f xx,, yy,, zz == ff zz,, xx,, yy == ff yy,, zz,, xx
33
→→ (( ))

xx +y+y +z+z
22 22 22

33
(( )) (( )) (( ))

ff xx,, yy,, zz == xyzexyze == yzyz xx ⋅⋅ ee ++ xx ee ⟹⟹xx(( ))
∂∂

∂x∂x

xx +y+y +z+z
22 22 22 ∂∂

∂x∂x
(( ))

xx +y+y +z+z
22 22 22 ∂∂

∂x∂x

xx +y+y +z+z
22 22 22

ff xx,, yy,, zz == yzyz ee ++ xx ⋅⋅ 2xe2xe ⟹⟹ ff xx,, yy,, zz == yzeyze 11 ++ 2x2x ..xx(( ))
xx +y+y +z+z

22 22 22
xx +y+y +z+z

22 22 22

xx(( ))
xx +y+y +z+z

22 22 22
22

 Αντίστοιχα Αντίστοιχα,,με κυκλική μετάθεση δεικτών xμε κυκλική μετάθεση δεικτών x yy zz xx→→ →→ →→

 f f xx,, yy,, zz == zxezxe 11 ++ 2y2y  και f και f xx,, yy,, zz == xyexye 11 ++ 2z2z ..  f f ,, ff ,, ff  συνεχείς ως  συνεχείς ως yy(( ))
xx +y+y +z+z

22 22 22
22

zz(( ))
xx +y+y +z+z

22 22 22
22

xx yy zz

γινόμενο συνεχών γινόμενο συνεχών πολυωνυμικών και σύνθεσης εκθετικής με πολυωνυμική συνάρτηση τωνπολυωνυμικών και σύνθεσης εκθετικής με πολυωνυμική συνάρτηση των((

των xτων x,, yy,, zz ⟹⟹ ff ∈∈ CC RR ⟹⟹ f διαφορίσιμη με Df διαφορίσιμη με D ==   ff xx,, yy,, zz ⋅⋅ ⟹⟹))
11 33

ff x,y,zx,y,z(( ))((hh)) ∇∇ (( )) hh

DD == ff xx,, yy,, zz ,, ff xx,, yy,, zz,, ff xx,, yy,, zz ⋅⋅ == ee yzyz 11 ++ 2x2x ,, zxzx 11 ++ 2y2y ,, xyxy 11 ++ 2z2z ⋅⋅ff x,y,zx,y,z(( ))((hh)) (( xx(( )) yy(( zz(( )) hh
xx +y+y +z+z

22 22 22
22 22 22

hh

ff == == == == ff 11,, 11,, 11 ⋅⋅ ⟹⟹uu((aa)) limlim
tt 00→→

ff ++ tt -- ff

tt

((aa uu)) ((aa))
limlim
tt 00→→

DD tt

tt

ff((aa))(( uu))
limlim
tt 00→→

ff ⋅⋅ tt

tt

∇∇ ((aa)) (( uu))
∇∇ (( )) uu

ff == 33,, 33,, 33 ⋅⋅ ,, ,, 00 == 33uu((aa)) (( ))
22 22

  

Άσκηση 2Άσκηση 2

Δίνεται η συνάρτηση fΔίνεται η συνάρτηση f xx,, yy,, zz == xx ++ yy ++ zz ..  Να βρεθεί για ποιες κατευθύνσεις η κατευθυνόμενη  Να βρεθεί για ποιες κατευθύνσεις η κατευθυνόμενη (( ))
22 33

παράγωγος της συνάρτησης f παίρνει μέγιστη και ελάχιστη τιμή στο παράγωγος της συνάρτησης f παίρνει μέγιστη και ελάχιστη τιμή στο 00,, 00,, 00  και στο  και στο 11,, 11,, 11 ..(( )) (( ))

  

ΛύσηΛύση

ff ::RR RR με f με f xx,, yy,, zz == xx ++ yy ++ zz ∈∈ CC RR ..   
33
→→ (( ))

22 33 ∞∞ 33

  

  

zz

zz

xx ++ yy
22 22 zz

zz

1515

22 22

22 22
22



ff xx,, yy,, zz == xx++ yy ++ zz == 11,,  f f xx,, yy,, zz == 2y και f2y και f xx,, yy,, zz == 3z3z ,,  f f ,, ff ,, ff  συνεχείς ως  συνεχείς ως xx(( ))
∂∂

∂x∂x

22
yy(( )) zz(( ))

22
xx yy zz

πολυωνυμικές  συναρτήσεις των xπολυωνυμικές  συναρτήσεις των x,, yy,, zz ⟹⟹ ff ∈∈ CC RR ⟹⟹ f διαφορίσιμη μεf διαφορίσιμη με
11 33

 D D ==   ff xx,, yy,, zz ⋅⋅ ⟹⟹ DD == ff xx,, yy,, zz ,, ff xx,, yy,, zz,, ff xx,, yy,, zz ⋅⋅ff x,y,zx,y,z(( ))((hh)) ∇∇ (( )) hh ff x,y,zx,y,z(( ))((hh)) (( xx(( )) yy(( zz(( )) hh

DD == 11,, 2y2y,, 3z3z ⋅⋅ff x,y,zx,y,z(( ))((hh))
22

hh

ff == == == == ff xx,, yy,, zz ⋅⋅uu((aa)) limlim
tt 00→→

ff ++ tt -- ff

tt

((aa uu)) ((aa))
limlim
tt 00→→

DD tt

tt

ff((aa))(( uu))
limlim
tt 00→→

ff ⋅⋅ tt

tt

∇∇ ((aa)) (( uu))
∇∇ (( )) uu

Από ανισότητα CauchyΑπό ανισότητα Cauchy -- SchwarzSchwarz ::   || ff xx,, yy,, zz ⋅⋅ || ⩽⩽ |||| ff xx,, yy,, zz |||| ⋅⋅ |||| |||| == |||| ff xx,, yy,, zz |||| ⟹⟹∇∇ (( )) uu ∇∇ (( )) uu ∇∇ (( ))

--|||| ff xx,, yy,, zz |||| ⩽⩽ ff ⩽⩽ |||| ff xx,, yy,, zz |||| με f με f == |||| ff xx,, yy,, zz |||| για  για ==   κατεύθυνση κατεύθυνση ∇∇ (( )) uu((aa)) ∇∇ (( )) uu((aa)) ∇∇ (( )) uu11

ff

|||| ff ||||

∇∇ ((aa))

∇∇ ((aa))

((

μέγιστης κατευθυνόμενης παραγώγουμέγιστης κατευθυνόμενης παραγώγου  και f και f == -- |||| ff |||| για  για == -- == --   )) uu((aa)) ∇∇ ((aa)) uu22

ff

|||| ff ||||

∇∇ ((aa))

∇∇ ((aa))

uu11

κατεύθυνση ελάχιστης κατευθυνόμενης παραγώγουκατεύθυνση ελάχιστης κατευθυνόμενης παραγώγου   .. Για Για == 00,, 00,, 00 ::(( )) aa (( ))

  == == 11,, 00,, 00  και  και == --11,, 00,, 00 ..  Για  Για == 11,, 11,, 11 ::   == == ⟹⟹uu11

ff

|||| ff ||||

∇∇ ((00))

∇∇ ((00))

(( )) uu22 (( )) aa (( )) uu11

ff 11,, 11,, 11

|||| ff 11,, 11,, 11 ||||

∇∇ (( ))

∇∇ (( ))

11,, 22,, 33

|||| 11,, 22,, 33 ||||

(( ))

(( ))

== ,, ,,  και αντίστοιχα  και αντίστοιχα == -- == -- ,, -- ,, -- ..uu11

1414 77

33

1414
uu22 uu11

1414 77

33

1414

  

  

  

Άσκηση 3Άσκηση 3

Να υπολογιστεί το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα Να υπολογιστεί το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα ⋅⋅ dd  της συνάρτησης  της συνάρτησης xx,, yy,, zz == zz,, zz,,   
ΓΓ
∫∫ FF rr FF(( )) sinsin coscos

όπου Γόπου Γ == tt == tt,, tt,, tt ,,  t t ∈∈ 00,, ..rr(( )) coscos
33

sinsin
33 3π3π

22

  

  

ΛύσηΛύση

::RR RR  με  με xx,, yy,, zz == zz,, zz,, ∈∈ CC RR --πεδίοπεδίο,,  διότι F διότι F == zz,,  F F == z καιz καιFF
33
→→

33
FF(( )) sinsin coscos

33
xx sinsin yy coscos

 F F == ∈∈ CC RR ..  Η παραμέτρηση της καμπύλης Γ  Η παραμέτρηση της καμπύλης Γ tt == tt,, tt,, tt ,,  t t ∈∈ 00,,  με   με  zz
33

rr(( )) coscos
33

sinsin
33 3π3π

22

== --33 tt tt,, 33 tt tt,, 11  και  και |||| |||| == ⟹⟹

dd

dtdt

rr
coscos

22
sinsin sinsin

22
coscos

dd

dtdt

rr

  

  

1414 1414 1414 1414 1414 1414

33
xyxy

33
xyxy

33
xyxy

99 tt tt tt++ tt ++ 11sinsin
22

coscos
22

coscos
22

44

sinsin
22



|||| |||| == == ≠≠ 0  είναι C0  είναι C ,,  η καμπύλη Γ είναι λεία η καμπύλη Γ είναι λεία
dd

dtdt

rr

22

11

έλικα με βάση το μοναδιαίο υποκυκλοειδές στο  συμπαγές διάστημα Iέλικα με βάση το μοναδιαίο υποκυκλοειδές στο  συμπαγές διάστημα I == 00,, ..  Τότε Τότε ::
3π3π

22

⋅⋅ dd == ∘∘ tt ⋅⋅ dtdt ⟹⟹
ΓΓ

∫∫ FF rr
00

∫∫
3π/23π/2

((FF rr(( ))))
dd

dtdt

rr

⋅⋅ dd == tt,, tt,, ⋅⋅ --33 tt tt,, 33 tt tt,, 11 dtdt ⟹⟹
ΓΓ

∫∫ FF rr
00

∫∫
3π/23π/2

sinsin coscos coscos
22

sinsin sinsin
22

coscos

⋅⋅ dd == --33 tt tt ++ 33 tt tt ++ tt tt dtdt ⟹⟹
ΓΓ

∫∫ FF rr
00

∫∫
3π/23π/2

sinsin
22

coscos
22

sinsin
22

coscos
22

coscos sinsin

⋅⋅ dd == dtdt == -- == -- 22 ⋅⋅ -- 00 == -- --11 -- 11 ==
ΓΓ

∫∫ FF rr
00

∫∫
3π/23π/2 2t2t

22

sinsin 11

22

2t2t

22

coscos
3π/23π/2

00

11

44
coscos

3π3π

22
coscos

11

44
(( ))

11

22

  

Άσκηση 4Άσκηση 4

Να υπολογιστεί το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα Να υπολογιστεί το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα ⋅⋅ dd  της συνάρτησης  της συνάρτησης xx,, yy == -- ,,   
ΓΓ

∫∫ FF rr FF(( ))
yy

xx ++ yy
22 22

xx

xx ++ yy
22 22

όπου Γ ο μοναδιαίος κύκλος με κέντρο το όπου Γ ο μοναδιαίος κύκλος με κέντρο το 00,, 00 ..(( ))

ΛύσηΛύση

Παρατηρούμε ότι δεν υπάρχει συνεχής επέκταση για την Παρατηρούμε ότι δεν υπάρχει συνεχής επέκταση για την :: DD == RR -- 00,, 00 RR  με μεFF
22

{{(( ))}} →→
22

  xx,, yy == -- ,,  στο  στο 00,, 00 ..  Όμως Όμως,,   ∀∀  xx,, yy ≠≠ 00,, 00 ::  F F == -- ,,  F F == ,,   FF(( ))
yy

xx ++ yy
22 22

xx

xx ++ yy
22 22

(( )) (( )) (( )) xx

yy

xx ++ yy
22 22

yy

xx

xx ++ yy
22 22

συνεχείς ως ρητές συναρτήσεις των xσυνεχείς ως ρητές συναρτήσεις των x,, yy ⟹⟹  συνεχής στο  D συνεχής στο  D..   00,, 00 ∉∉ ΓΓ,,  τότε ο περιορισμός τότε ο περιορισμός F F (( ))

  :: ΓΓ RR  στην καμπύλη Γ αποτελεί C στην καμπύλη Γ αποτελεί C ΓΓ  πεδίο πεδίο..  Ο μοναδιαίος κύκλος με  Ο μοναδιαίος κύκλος με FF →→
22

(( ))

κέντρο κέντρο 00,, 00   παραμετροποιείται ως εξής  παραμετροποιείται ως εξής :: :: 00,, 2π2π RR ::   tt == tt,, tt ⟹⟹(( )) rr [[ ]] →→
22

rr(( )) ((coscos sinsin ))

== -- tt,, tt ,,   δηλαδή   δηλαδή ∈∈ CC 00,, 2π2π  και  και |||| |||| == 11 ≠≠ 0 0 ∀∀ t t ∈∈ 00,, 2π2π   λεία καμπύλη λεία καμπύλη 
dd

dtdt

rr
(( sinsin coscos )) rr

11
(([[ ]]))

dd

dtdt

rr
[[ ]] (( ))

⋅⋅ dd == ∘∘ tt ⋅⋅ dtdt == -- tt,, tt ⋅⋅ -- tt,, tt dtdt == dtdt == 2π2π
ΓΓ

∫∫ FF rr
00

∫∫
2π2π

((FF rr(( ))))
dd

dtdt

rr

00

∫∫
2π2π

[[(( sinsin coscos )) (( sinsin coscos ))]]
00

∫∫
2π2π

  

Παρατηρούμε τα εξήςΠαρατηρούμε τα εξής ::

η καμπύλη Γ είναι κλειστήη καμπύλη Γ είναι κλειστή,,  απλή και λεία απλή και λεία,,  αλλά δεν ισχύει το πρώτο θεώρημα αλλά δεν ισχύει το πρώτο θεώρημα

του Greenτου Green..  Η  Η  δεν είναι C δεν είναι C  στο εσΓ στο εσΓ == xx,, yy ∈∈ RR :: xx ++ yy ⩽⩽ 11 ,,  εφόσον   εφόσον  00,, 00 ∈∈ εσΓεσΓ..FF
11

(( ))
22 22 22

(( ))

    ⨯⨯ == -- == --xx -- --yy ==   -- το το   ∇∇ FF
∂∂

∂y∂y

xx

xx ++ yy
22 22

∂∂

∂x∂x

yy

xx ++ yy
22 22

kk
2y2y

xx ++ yy
22 22

22

2x2x

xx ++ yy
22 22

22
kk 00 FF

είναι αστρόβιλο πεδίοείναι αστρόβιλο πεδίο--  αλλά  αλλά ⋅⋅ dd ≠≠ 00∮∮FF rr

  

  

Άσκηση 5Άσκηση 5

Να αποδειχθεί ότι Να αποδειχθεί ότι ::

ii xyxy == 00(( )) limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

xx -- yy

xx ++ yy

22 22

22 22

iiii yy == 00(( )) limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

2xy2xy

xx ++ yy
22 22

  

  

22 tt tt ++ 11
99

44
(( sinsin coscos ))

22
99 2t2t ++ 44((sinsin ))

22

33
tt tt((coscos ))

33
((sinsin ))

33



  

ΛύσηΛύση

ii    f   f ::DD == RR -- 00,, 00 RR με f με f xx,, yy == xyxy,,   xx,, yy ≠≠ 00,, 00 ,,  όμως το  όμως το 00,, 00  είναι σημείο  είναι σημείο (( )) ff
22

{{(( ))}} →→ (( ))
xx -- yy

xx ++ yy

22 22

22 22
(( )) (( )) (( ))

συσσώρευσης του Dσυσσώρευσης του D,,  δηλαδή  δηλαδή ∀∀ ε ε >> 00 ::  Ν Ν ∩∩DD ≠≠ ∅∅..  Για δ Για δ == δδ εε == >> 00 :: |||| xx,, yy |||| << δδ⟹⟹εε((00)) ff (( )) (( ))

||ff xx,, yy || == || xyxy|| == ⋅⋅ ||xx||||yy|| ⩽⩽ ⩽⩽ xx ++ yy << δδ == == εε(( ))
xx -- yy

xx ++ yy

22 22

22 22

||xx -- yy ||

xx ++ yy

22 22

22 22

||xx || ++ ||yy ||

xx ++ yy

22 22

22 22

22
22 22 22

22

Άρα Άρα xyxy == 00limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

xx -- yy

xx ++ yy

22 22

22 22

  iiii    f   f ::DD == RR -- 00,, 00 RR με f με f xx,, yy == yy ,,   xx,, yy ≠≠ 00,, 00 ,,  όμως το  όμως το 00,, 00  είναι σημείο  είναι σημείο (( )) ff
22

{{(( ))}} →→ (( ))
2xy2xy

xx ++ yy
22 22

(( )) (( )) (( ))

συσσώρευσης του Dσυσσώρευσης του D,,  δηλαδή  δηλαδή ∀∀ ε ε >> 00 ::  Ν Ν ∩∩DD ≠≠ ∅∅..  Για δ Για δ == δδ εε == >> 00 :: |||| xx,, yy |||| << δδ⟹⟹εε((00)) ff (( )) (( ))

||ff xx,, yy || == ||yy || == ⩽⩽ xx ++ yy ⩽⩽ 22 << 2δ2δ == 22 == εε(( ))
2xy2xy

xx ++ yy
22 22

22||xx|| ⋅⋅ yy

xx ++ yy

22

22 22

22

xx ++ yy
22 22

22 22 22

22

Άρα Άρα yy == 00limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

2xy2xy

xx ++ yy
22 22

  

  

Άσκηση 6Άσκηση 6

Να μελετηθεί ως προς την συνέχεια  η συνάρτηση fΝα μελετηθεί ως προς την συνέχεια  η συνάρτηση f xx,, yy ==(( ))
,,   xx,, yy ≠≠ 00,, 00

00,,                         xx,, yy == 00,, 00

2x2x yy

xx ++ yy

22

44 22
(( )) (( ))

(( )) (( ))

  

ΛύσηΛύση

ii    f   f ::RR RR με f με f xx,, yy ==   (( ))
22
→→ (( ))

,,   xx,, yy ≠≠ 00,, 00

00,,                         xx,, yy == 00,, 00

2x2x yy

xx ++ yy

22

44 22
(( )) (( ))

(( )) (( ))

∀∀  xx,, yy ≠≠ 00,, 00 ::  f f ::RR RR είναι συνεχής ως ρητή συνάρτηση των x είναι συνεχής ως ρητή συνάρτηση των x,, yy..  Έστω ότι  Έστω ότι (( )) (( ))
22
→→

∃∃ ∈∈ RR.. Παρατηρούμε ότι για τον περιορισμό  gΠαρατηρούμε ότι για τον περιορισμό  g ::RR RR της f στον άξονα των x  της f στον άξονα των x limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

2x2x yy

xx ++ yy

22

44 22
→→

 ισχύει g ισχύει g xx == ff xx,, 00 == 0 0 ⟹⟹   gg xx == 0 ενώ για τον περιορισμό  h0 ενώ για τον περιορισμό  h ::RR RR της f στην της f στην(( )) (( )) limlim
xx 00→→

(( ))
**
→→

 παραβολή y παραβολή y == xx  ισχύει  h ισχύει  h xx == ff xx,, xx == == == 11 ⟹⟹ hh xx == 11 ≠≠ 00 ⟹⟹ ΆτοποΆτοπο..   
22

(( ))
22

2x2x

xx ++ xx

44

44 44

2x2x

2x2x

44

44
limlim
xx 00→→

(( ))

Άρα Άρα ∄∄ ,, δηλαδή  η f παρουσιάζει στο δηλαδή  η f παρουσιάζει στο 00,, 00  ασυνέχεια δεύτερου είδους ασυνέχεια δεύτερου είδους..limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

2x2x yy

xx ++ yy

22

44 22
(( ))

  

  

ΟμοίωςΟμοίως,,  αποδεικνύεται με αρχή της μεταφοράς αποδεικνύεται με αρχή της μεταφοράς ::

Έστω ότι Έστω ότι ∃∃ ∈∈ RR..  Τότε  Τότε ∀∀  ,,   με   με ≠≠  και lim  και lim == ⟹⟹ limflimf == 00limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

2x2x yy

xx ++ yy

22

44 22
aann

n∈n∈NN
aann 00 aann 00 aann

  

  

εε

xx ++ yy
22 22

εε

εε

22

xx ++ yy
22 22

xx ++ yy
22 22

εε

22



θεωρούμε θεωρούμε  με  με == ,, 00 ,,   ∀∀ n n ∈∈ NN :: ≠≠ ,,   00,, 00 ,,  f f == 00 0 και0 καιaann
n∈n∈NN

aann
11

nn
aann 00 aann →→ (( )) aann →→

 με  με == ,, ,,   ∀∀ n n ∈∈ NN    ≠≠ ,,   00,, 00  και f και f == == 11 11 ≠≠ 00bbnn
n∈n∈NN

bbnn
11

nn

11

nn
22

bbnn 00 bbnn →→ (( )) bbnn

++

22

nn
44

11

nn
44

11

nn
44

→→

 Άτοπο Άτοπο⟹⟹ ∄∄ limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

2x2x yy

xx ++ yy

22

44 22

  

  

Άσκηση 7Άσκηση 7

Δίνεται η συνάρτηση fΔίνεται η συνάρτηση f xx,, yy == xx ++ 4y4y ,,   xx,, yy ∈∈ RR ..  Να υπολογιστεί το df Να υπολογιστεί το df 22,, 33(( ))
22 22

(( ))
22

(( ))

ΛύσηΛύση

ii    f   f ::RR RR με f με f xx,, yy == ff xx,, yy == xx ++ 4y4y ∈∈ CC RR  με f με f xx,, yy == 2x2x,,  f f xx,, yy == 8y 8y ∈∈ CC RR ..(( ))
22
→→ (( )) (( ))

22 22 22
xx(( )) yy(( ))

22

Τότε η fΤότε η f ∈∈ CC RR ,,  άρα είναι διαφορίσιμη άρα είναι διαφορίσιμη..  df df == ff 22,, 33 ⋅⋅ == ff 22,, 33 ,, ff 22,, 33 ⋅⋅ ⟹⟹
11 22

2,32,3(( ))((hh)) ∇∇ (( )) hh (( xx(( )) yy(( )))) hh

dfdf == 44,, 2424 ⋅⋅ hh ,, hh == 4h4h ++ 24h24h ..   2,32,3(( ))((hh)) (( )) (( 11 22)) 11 22

  

ΑναλυτικάΑναλυτικά ::

Oρισμός διαφορικού για συναρτήσεις 2 μεταβλητώνOρισμός διαφορικού για συναρτήσεις 2 μεταβλητών ::

 df df xx,, yy ::   RR RR ,,  γραμμική γραμμική ::   == 0     0     ΑΑ(( ))
22
→→

22
limlim
hh→→ 00

ff ++ -- ff -- dfdf xx,, yy ⋅⋅

|||| ||||

((rr hh)) ((rr)) (( )) hh

hh

(( ))

 Τότε  Τότε ∃∃ a a,, bb ∈∈ RR  df  df xx,, yy ==(( )) aa bb

  

Μοναδικότητα γραμμικού τελεστή με ιδιότητα Μοναδικότητα γραμμικού τελεστή με ιδιότητα ΑΑ(( ))

Έστω Έστω ∃∃ c c,, dd ∈∈ RR ::  df df xx,, yy == ::   (( )) cc dd

== == 00 ⟹⟹limlim
hh→→ 00

ff ++ -- ff -- ahah ++ bhbh

|||| ||||

((rr hh)) ((rr)) (( 11 22))

hh

limlim
hh→→ 00

ff ++ -- ff -- chch -- dhdh

|||| ||||

((rr hh)) ((rr)) (( 11 22))

hh

-- == 00 ⟹⟹limlim
hh→→ 00

ff ++ -- ff -- ahah ++ bhbh

|||| ||||

((rr hh)) ((rr)) (( 11 22))

hh

limlim
hh→→ 00

ff ++ -- ff -- chch ++ dhdh

|||| ||||

((rr hh)) ((rr)) (( 11 22))

hh

-- == 00 ⟹⟹limlim
hh→→ 00

ff ++ -- ff -- ahah ++ bhbh

|||| ||||

((rr hh)) ((rr)) (( 11 22))

hh

ff ++ -- ff -- chch ++ dhdh

|||| ||||

((rr hh)) ((rr)) (( 11 22))

hh

== 0.  Από αρχή μεταφοράς 0.  Από αρχή μεταφοράς ∀∀   με  με 00,, 00 ≠≠ == 00,, 00,, 00 ::limlim
hh→→ 00

cc -- aa hh ++ dd -- bb hh

|||| ||||

(( )) 11 (( )) 22

hh

((aa
nn
))n∈n∈NN (( )) aann

11

nn
→→ (( ))

 f f 0. Έστω c0. Έστω c -- aa ≠≠ 0 ή d0 ή d -- bb ≠≠ 0.  Θεωρούμε 0.  Θεωρούμε  με  με 00,, 00 ≠≠ == 00,, 00,, 00 ::aann →→ ((aa
nn
))n∈n∈NN (( )) aann

11

nn
→→ (( ))

 f f dd -- bb == 0 και 0 και  με  με 00,, 00 ≠≠ == ,, 00 00,, 00 ::  f f bb cc -- aa == 00,,  άτοπο άτοπο..  Άρα Άραaann →→ bbnn
n∈n∈NN

(( )) bbnn
11

nn
→→ (( )) (( nn)) →→

 a a == c και bc και b == dd,,  δηλαδή υπάρχει το πολύ μία  γραμμική συνάρτηση με την παραπάνω ιδιότητα δηλαδή υπάρχει το πολύ μία  γραμμική συνάρτηση με την παραπάνω ιδιότητα..

  

Για dfΓια df xx,, yy :=:= ff xx,, yy == ff xx,, yy ,, ff xx,, yy  και f συνάρτηση C και f συνάρτηση C  στο  στο xx,, yy ::(( )) ∇∇ (( )) (( xx(( )) yy(( ))))
11

(( ))

  

== ==limlim
hh→→ 00

ff ++ -- ff -- ff ⋅⋅

|||| ||||

((rr hh)) ((rr)) ∇∇ ((rr)) hh

hh

limlim
hh→→ 00

ff xx++ hh ,, yy++ hh -- ff xx,, yy -- ff xx,, yy hh -- ff xx,, yy hh

|||| ||||

(( 11 22)) (( )) xx(( )) 11 yy(( )) 22

hh

  

  



              ==   limlim
hh→→ 00

ff xx++ hh ,, yy++ hh -- ff xx,, yy++ hh -- ff xx,, yy hh ++ ff xx,, yy++ hh -- ff xx,, yy -- ff xx,, yy hh

|||| ||||

(( 11 22)) (( 22)) xx(( )) 11 (( 22)) (( )) yy(( )) 22

hh

  

Παρατηρούμε ότιΠαρατηρούμε ότι ::

==limlim
hh→→ 00

ff xx++ hh ,, yy++ hh -- ff xx,, yy++ hh -- ff xx,, yy hh

|||| ||||

(( 11 22)) (( 22)) xx(( )) 11

hh

== -- ff xx,, yylimlim
hh→→ 00

ff xx++ hh ,, yy++ hh -- ff xx,, yy++ hh

hh

(( 11 22)) (( 22))

11

xx(( ))
hh

|||| ||||

11

hh

Από ορισμό και συνέχεια μερικών παραγώγων Από ορισμό και συνέχεια μερικών παραγώγων -- έχουμε υποθέσει ότι η f είναι Cέχουμε υποθέσει ότι η f είναι C  στο  στο xx,, yy --
11

(( ))

== ff xx,, yy ⟹⟹limlim
hh→→ 00

ff xx++ hh ,, yy++ hh -- ff xx,, yy++ hh

hh

(( 11 22)) (( 22))

11

xx(( ))

-- ff xx,, yy == 0και 00και 0 ⩽⩽ ⩽⩽ 1. Τότε 1. Τότε limlim
hh→→ 00

ff xx++ hh ,, yy++ hh -- ff xx,, yy++ hh

hh

(( 11 22)) (( 22))

11

xx(( ))
||hh ||

|||| ||||

11

hh

== 0. 0. limlim
hh→→ 00

ff xx++ hh ,, yy++ hh -- ff xx,, yy++ hh -- ff xx,, yy hh

|||| ||||

(( 11 22)) (( 22)) xx(( )) 11

hh

  

Ομοίως αποδεικνύεται ότιΟμοίως αποδεικνύεται ότι ::   

== -- ff xx,, yy == 0.0.limlim
hh→→ 00

ff xx,, yy++ hh -- ff xx,, yy -- ff xx,, yy hh

|||| ||||

(( 22)) (( )) yy(( )) 22

hh

limlim
hh→→ 00

ff xx,, yy++ hh -- ff xx,, yy -- ff xx,, yy hh

hh

(( 22)) (( )) yy(( )) 22

22

yy(( ))
hh

|||| ||||

22

hh

ΤελικάΤελικά,,   == 0. Σύμφωνα με τα παραπάνω το διαφορικό της f0. Σύμφωνα με τα παραπάνω το διαφορικό της f,,   limlim
hh→→ 00

ff ++ -- ff -- ff ⋅⋅

|||| ||||

((rr hh)) ((rr)) ∇∇ ((rr)) hh

hh

εφόσον υπάρχειεφόσον υπάρχει,,  ορίζεται μονοσήμαντα ως df ορίζεται μονοσήμαντα ως df xx,, yy == ff ⋅⋅(( ))((hh)) ∇∇ ((rr)) hh

  

  

Άσκηση 8Άσκηση 8

Να υπολογιστεί ο όγκος του στερεού Β που βρίσκεται στο πρώτο ογδοημόριο  Να υπολογιστεί ο όγκος του στερεού Β που βρίσκεται στο πρώτο ογδοημόριο  xx ⩾⩾ 00,,  y y ⩾⩾ 00,,  z z ⩾⩾ 00  και  και (( ))

περιβάλλεται από τις επιφάνειες xπεριβάλλεται από τις επιφάνειες x ++ yy == 99,,  3z 3z == xx ++ yy ..
22 22 22 22

  

  

ΛύσηΛύση

Η εξίσωση xΗ εξίσωση x ++ yy == 99,,  x x ⩾⩾ 00,,  y y ⩾⩾ 00,,  z z ⩾⩾ 0 περιγράφει το τμήμα κυλίνδρου κυκλικής βάσης με0 περιγράφει το τμήμα κυλίνδρου κυκλικής βάσης με
22 22

 r r == 3 και  άξονα περιστροφής zz' στο πρώτο ογδοημόριο ενώ η 3z3 και  άξονα περιστροφής zz' στο πρώτο ογδοημόριο ενώ η 3z == xx ++ yy ,,  x x ⩾⩾ 00,,  y y ⩾⩾ 00,,  z z ⩾⩾ 00
22 22

αντιστοιχεί σε τμήμα παραβολοειδούς με τον ίδιο άξονα περιστροφήςαντιστοιχεί σε τμήμα παραβολοειδούς με τον ίδιο άξονα περιστροφής..

Οι δυο επιφάνειες τέμνονται για 3zΟι δυο επιφάνειες τέμνονται για 3z == 99 ⟹⟹ zz == 3 κατά τμήμα κύκλου x3 κατά τμήμα κύκλου x ++ yy == 99,,  x x ⩾⩾ 00,, yy ⩾⩾ 0.  0.  
22 22

  

  



Παρατηρούμε ότι το Β είναι στερεό εκ περιστροφής περί τον άξονα zΠαρατηρούμε ότι το Β είναι στερεό εκ περιστροφής περί τον άξονα z,,  δηλαδή έχει  δηλαδή έχει 

κυλινδρική συμμετρίακυλινδρική συμμετρία..  Σε κυλινδρικές συντεταγμένες γράφεται  Σε κυλινδρικές συντεταγμένες γράφεται 

ΒΒ == 00 ⩽⩽ θθ ⩽⩽ ,, 00 ⩽⩽ zz ⩽⩽ 33,, ⩽⩽ rr ⩽⩽ 33 ..  Τότε Τότε ::
ππ

22

VV BB == rdrdθdzrdrdθdz ==   rdrdzdθrdrdzdθ ==   dzdθdzdθ⟹⟹(( ))
BB

∭∭
00

∫∫
π/2π/2 33

00

∫∫
33

∫∫
00

∫∫
π/2π/2 33

00

∫∫
rr

22

22
33

VV BB == dθdθ dzdz == ⋅⋅ 9z9z -- == 2727-- ==   (( ))
00

∫∫
π/2π/2 33

00

∫∫
99-- 3z3z

22

ππ

22

11

22

3z3z

22

22
33

00

ππ

44

2727

22

27π27π

88

Αλλιώς παρατηρούμε BΑλλιώς παρατηρούμε B ⊂⊂ BB  και V και V BB == VV BB --VV BB ⟹⟹22 11 (( )) (( 11)) (( 22))

VV BB ==   rdrdzdθrdrdzdθ--   rdrdzdθrdrdzdθ == ⋅⋅ 33 ⋅⋅ -- dzdz ⟹⟹(( ))
00

∫∫
π/2π/2 33

00

∫∫
33

00

∫∫
00

∫∫
π/2π/2 33

00

∫∫
00

∫∫
ππ

22

33

22

22
ππ

22

33

00

∫∫
3z3z

22

VV BB == 2727-- ==(( ))
ππ

44

3z3z

22

22
33

00

27π27π

88

  

  

3z3z

3z3z
3z3z

3z3z
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Συμπληρωματικές ασκήσεις για το 10ο μάθημαΣυμπληρωματικές ασκήσεις για το 10ο μάθημα

  

Άσκηση 1Άσκηση 1

Εξετάστε ως προς τη συνέχεια τις παρακάτω συναρτήσειςΕξετάστε ως προς τη συνέχεια τις παρακάτω συναρτήσεις ::

ii  f f xx,, yy ==          ii         ii  f f xx,, yy ==(( )) (( ))
,,   xx,, yy ≠≠ 00,, 00

00,,                             xx,, yy == 00,, 00

3x3x -- yy

xx ++ 3y3y

22 22

22 22
(( )) (( ))

(( )) (( ))

)) (( ))
,,   xx,, yy ≠≠ 00,, 00

00,,                             xx,, yy == 00,, 00

xyxy

xx ++ 2y2y

22

22 44
(( )) (( ))

(( )) (( ))

 iii iii  f f xx,, yy ==     iv    iv  f f xx,, yy ==)) (( ))
,,   xx,, yy ≠≠ 00,, 00

00,,                                 xx,, yy == 00,, 00

xyxy
(( )) (( ))

(( )) (( ))

)) (( ))
xx ++ yy ,,   xx,, yy ≠≠ 00,, 00

00,,                                                                           xx,, yy == 00,, 00

22 22
sinsin

11

xx ++ yy
22 22

(( )) (( ))

(( )) (( ))

vv  f f xx,, yy ==        v       v  f f xx,, yy ==)) (( ))
xyxy ,,   xx,, yy ≠≠ 00,, 00

00,,                                 xx,, yy == 00,, 00

xx -- yy

xx ++ yy

22 22

22 22
(( )) (( ))

(( )) (( ))

)) (( ))
,,   xx,, yy ≠≠ 00,, 00

00,,                                 xx,, yy == 00,, 00

xyxy

xx ++ yy
22 22

(( )) (( ))

(( )) (( ))

  

ΛύσηΛύση

ii  f f ::RR RR με f με f xx,, yy == ..  Παρατηρούμε ότι   Παρατηρούμε ότι  ∀∀  xx,, yy ≠≠ 00,, 00 ::(( ))
22
→→ (( ))

,,   xx,, yy ≠≠ 00,, 00

00,,                             xx,, yy == 00,, 00

3x3x -- yy

xx ++ 3y3y

22 22

22 22
(( )) (( ))

(( )) (( ))

(( )) (( ))

 f συνεχής ως ρητή συνάρτηση των x f συνεχής ως ρητή συνάρτηση των x,, yy..  Έστω  Έστω ∃∃ ff xx,, yy == aa ∈∈ RR.. Τότε από αρχή Τότε από αρχή limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

(( ))

μεταφοράςμεταφοράς ::∀∀  ,,   ≠≠   ∀∀ n n ∈∈ NN με  με == ::  f f == aa..  Για  Για == 00,, ≠≠  με μεaann
n∈n∈NN

aann 00 limlim aann 00 aann aann
11

nn
00

  == 00,,  f f == == -- -- ⟹⟹ aa == -- ..  Όμως Όμως,,  για  για == ,, 00 ≠≠  με  με == 00,,limlim aann aann

--
11

nn
22

33

nn
22

11

33
→→

11

33

11

33
bbnn

11

nn
00 limlim bbnn

 f f == == 33 33 ⟹⟹ aa == 33,,  το οποίο είναι άτοπο το οποίο είναι άτοπο⟹⟹ ∄∄ ff xx,, yy ..  Τότε η f  Τότε η f bbnn

33

nn
22

11

nn
22

→→ limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

(( ))

παρουσιάζει ασυνέχεια δεύτερου είδους παρουσιάζει ασυνέχεια δεύτερου είδους ουσιώδηςουσιώδης  στο  στο 00,, 00 ..  Άρα η f είναι ασυνεχής Άρα η f είναι ασυνεχής..(( )) (( ))

  

iiii  f f ::RR RR με f με f xx,, yy == ..  Παρατηρούμε ότι   Παρατηρούμε ότι  ∀∀  xx,, yy ≠≠ 00,, 00 ::   ))
22
→→ (( ))

,,   xx,, yy ≠≠ 00,, 00

00,,                             xx,, yy == 00,, 00

xyxy

xx ++ 2y2y

22

22 44
(( )) (( ))

(( )) (( ))

(( )) (( ))

f συνεχής ως ρητή συνάρτηση των xf συνεχής ως ρητή συνάρτηση των x,, yy..  Έστω  Έστω ∃∃ ff xx,, yy == aa ∈∈ RR..  Τότε από αρχή Τότε από αρχήlimlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

(( ))

 μεταφοράς  μεταφοράς ∀∀  ,,   ≠≠   ∀∀ n n ∈∈ NN με  με == ::  f f == aa..  Για  Για == 00,, ≠≠   ,,   aann
n∈n∈NN

aann 00 limlim aann 00 aann aann
11

nn
00

== 00,,  f f == 00 00 ⟹⟹ aa == 0. Όμως0. Όμως,,  για  για == ,, ≠≠  με  με == 00,,limlim aann aann →→ bbnn
11

nn
22

11

nn
00 limlim bbnn

  

  

xx ++ yy
22 22

33
yy



 f f == == ⟹⟹ aa == ,,  το οποίο είναι άτοπο το οποίο είναι άτοπο⟹⟹ ∄∄ ff xx,, yy ..  Τότε η f  Τότε η f bbnn

++

11

nn
44

11

nn
44

22

nn
44

11

33
→→

11

33

11

33
limlim

x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

(( ))

παρουσιάζει ασυνέχεια  δεύτερου είδους στο παρουσιάζει ασυνέχεια  δεύτερου είδους στο 00,, 00 ..  Άρα η f είναι ασυνεχής Άρα η f είναι ασυνεχής..(( ))

  

iiiiii  f f ::RR RR με f με f xx,, yy == ..  Παρατηρούμε ότι   Παρατηρούμε ότι  ∀∀  xx,, yy ≠≠ 00,, 00 ::   ))
22
→→ (( ))

,,   xx,, yy ≠≠ 00,, 00

00,,                                 xx,, yy == 00,, 00

xyxy
(( )) (( ))

(( )) (( ))

(( )) (( ))

f συνεχής ως ρητή συνάρτηση των xf συνεχής ως ρητή συνάρτηση των x,, yy.. Έστω εΈστω ε >> 00 ::  για δ για δ == δδ εε == εε >> 00 ::   ∀∀  xx,, yy ∈∈ RR ::(( )) (( ))
22

|||| xx,, yy |||| << δδ :: || || == ⩽⩽ == == |||| xx,, yy |||| << εε..  Τότε Τότε(( ))
xyxy ||xx||||yy||

(( ))

ff xx,, yy == 00 == ff 00,, 00 ,,  δηλαδή η f είναι συνεχής στο  δηλαδή η f είναι συνεχής στο 00,, 00 ..  Άρα Άρα,,  η f είναι συνεχής η f είναι συνεχής..limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

(( )) (( )) (( ))

  

iviv  f f ::RR RR με f με f xx,, yy == ..  Παρατηρούμε ότι Παρατηρούμε ότι))
22
→→ (( ))

xx ++ yy ,,   xx,, yy ≠≠ 00,, 00

00,,                                                                           xx,, yy == 00,, 00

22 22
sinsin

11

xx ++ yy
22 22

(( )) (( ))

(( )) (( ))

  ∀∀  xx,, yy ≠≠ 00,, 00  f συνεχής ως πράξεις  f συνεχής ως πράξεις και σύνθεσηκαι σύνθεση  συνεχών συναρτήσεων συνεχών συναρτήσεων.. Έστω εΈστω ε >> 00 ::   (( )) (( )) (( ))

για δγια δ == δδ εε == >> 00 ::   ∀∀  xx,, yy ∈∈ RR :: |||| xx,, yy |||| << δδ ::(( )) (( ))
22

(( ))

|| xx ++ yy || == xx ++ yy || || ⩽⩽ xx ++ yy == |||| xx,, yy |||| << εε..  Τότε Τότε
22 22

sinsin
11

xx ++ yy
22 22

22 22
sinsin

11

xx ++ yy
22 22

22 22
(( ))

22

ff xx,, yy == 00 == ff 00,, 00 ,,  δηλαδή η f είναι συνεχής στο  δηλαδή η f είναι συνεχής στο 00,, 00 ..  Άρα Άρα,,  η f είναι συνεχής η f είναι συνεχής..limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

(( )) (( )) (( ))

  

vv  f f ::RR RR με f με f xx,, yy == ..  Παρατηρούμε ότι   Παρατηρούμε ότι  ∀∀  xx,, yy ≠≠ 00,, 00 ::  f  f ))
22
→→ (( ))

xyxy ,,   xx,, yy ≠≠ 00,, 00

00,,                                 xx,, yy == 00,, 00

xx -- yy

xx ++ yy

22 22

22 22
(( )) (( ))

(( )) (( ))

(( )) (( ))

συνεχής ως ρητή συνάρτηση των xσυνεχής ως ρητή συνάρτηση των x,, yy.. Έστω εΈστω ε >> 00 ::  για δ για δ == δδ εε == >> 00 ::   ∀∀  xx,, yy ∈∈ RR ::(( )) (( ))
22

|||| xx,, yy |||| << δδ :: ||xyxy || == ||xx||||yy|| ⩽⩽ == |||| xx,, yy |||| << εε..  Τότε Τότε(( ))
xx -- yy

xx ++ yy

22 22

22 22

||xx -- yy ||
22 22

xx ++ yy
22 22

(( ))
33

ff xx,, yy == 00 == ff 00,, 00 ,,  δηλαδή η f είναι συνεχής στο  δηλαδή η f είναι συνεχής στο 00,, 00 ..  Άρα Άρα,,  η f είναι συνεχής η f είναι συνεχής..limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

(( )) (( )) (( ))

  

vivi  f f ::RR RR με f με f xx,, yy == ..  Παρατηρούμε ότι   Παρατηρούμε ότι  ∀∀  xx,, yy ≠≠ 00,, 00 ::  f  f ))
22
→→ (( ))

,,   xx,, yy ≠≠ 00,, 00

00,,                                 xx,, yy == 00,, 00

xyxy

xx ++ yy
22 22

(( )) (( ))

(( )) (( ))

(( )) (( ))

συνεχής ως ρητή συνάρτηση των xσυνεχής ως ρητή συνάρτηση των x,, yy.. Έστω εΈστω ε >> 00 ::  για δ για δ == δδ εε == >> 00 ::   ∀∀  xx,, yy ∈∈ RR ::(( ))
33

(( ))
22

|||| xx,, yy |||| << δδ :: || || == ⩽⩽ == |||| xx,, yy |||| << εε..  Τότε Τότε(( ))
xyxy

xx ++ yy
22 22

||xx||||yy||
4/34/3

4/34/3

(( ))
4/34/3

ff xx,, yy == 00 == ff 00,, 00 ,,  δηλαδή η f είναι συνεχής στο  δηλαδή η f είναι συνεχής στο 00,, 00 ..  Άρα Άρα,,  η f είναι συνεχής η f είναι συνεχής..limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

(( )) (( )) (( ))

  

  

  

  

  

  

  

xx ++ yy
22 22

xx ++ yy
22 22

xx ++ yy
22 22

xx ++ yy
22 22

xx ++ yy
22 22

xx ++ yy
22 22

xx ++ yy
22 22

εε

33
εε

xx ++ yy
22 22

xx ++ yy
22 22

xx ++ yy
22 22

xx ++ yy
22 22

33
yy

44
εε

33
yy

xx ++ yy
22 22

xx ++ yy
22 22

xx ++ yy
22 22

xx ++ yy
22 22



  

Άσκηση 2Άσκηση 2

Yπολογίστε στο σημείο Yπολογίστε στο σημείο 00,, 11  την παράγωγο  την παράγωγο πίνακα Jacobiπίνακα Jacobi  της  της xx,, yy == xyxy ,, yeye ..(( )) (( )) ff(( ))
22 xx

22

  

ΛύσηΛύση

  ::RR RR  με   με  xx,, yy == xyxy ,, yeye  με συνιστώσες  με συνιστώσες συναρτήσειςσυναρτήσεις  P P,, QQ ::RR RR,,   ff
22
→→

22
ff(( ))

22 xx
22

(( ))
22
→→

PP xx,, yy == xyxy ,,  Q Q xx,, yy == yeye .. PP,,  Q Q ∈∈ CC RR  ως γινόμενο και σύνθεση συνεχών συναρτήσεων ως γινόμενο και σύνθεση συνεχών συναρτήσεων..(( ))
22

(( ))
xx

22
22

PP == yy ,,  P P == 2xy2xy,,  Q Q == 2xye2xye ,, QQ == ee ,, PP ,,  P P ,,  Q Q ,,  Q Q ::RR RR  ∈∈ CC RR ,,  άρα  άρα xx
22

yy xx
xx

22

yy
xx

22

xx yy xx yy
22
→→

22

    ∈∈ CC RR ⟹⟹  διαφορίσιμη διαφορίσιμη..ff
11 22

ff

 D D xx,, yy == == == ..  Για  Για xx,, yy ≡≡ 00,, 11 ::   D  D 00,, 11 ==ff(( ))
PP

QQ

∇∇

∇∇

PP PP

QQ QQ

xx yy

xx yy

yy 2xy2xy

2xye2xye ee

22

xx
22

xx
22

(( )) (( )) ff(( ))
11 00

00 11

  

  

Άσκηση 3Άσκηση 3

Yπολογίστε τις fYπολογίστε τις f ,,  f f  των συναρτήσεων των συναρτήσεων ::xxxx yyyy

ii  f f xx,, yy == ee xx(( )) (( ))
xyxy

sinsin
22

iiii  f f xx,, yy == xx ++ yy 11 ++ yy(( )) (( ))
22 33

lnln
22

  

ΛύσηΛύση

ii  f f ::RR RR με f με f xx,, yy == ee xx ∈∈ CC RR  ως σύνθεση και γινόμενο στοιχειδών  ως σύνθεση και γινόμενο στοιχειδών (( ))
22
→→ (( ))

xyxy
sinsin

22 ∞∞ 22

συναρτήσεων με fσυναρτήσεων με f xx,, yy == yeye xx ++ ee 22 xx xx ⟹⟹ ff xx,, yy == yeye xx ++ ee 2x2x ⟹⟹xx(( ))
xyxy

sinsin
22 xyxy

(( sinsin coscos )) xx(( ))
xyxy

sinsin
22 xyxy

sinsin(( ))

ff xx,, yy == ee yy xx ++ 2x2x ,,   xx,, yy ∈∈ RR  και f και f xx,, yy == ff xx,, yy ⟹⟹xx(( ))
xyxy

sinsin
22

sinsin(( )) (( ))
22

xxxx(( )) (( xx(( ))))xx

 f f xx,, yy == yeye yy xx ++ 2x2x ++ ee yy 2x2x ++ 22 2x2x ⟹⟹xxxx(( ))
xyxy

sinsin
22

sinsin(( ))
xyxy

[[ sinsin(( )) coscos(( ))]]

ff xx,, yy == ee yy xx ++ 2y2y 2x2x ++ 22 2x2x == ee yy xx ++ 22 xx -- 22 ,,   xx,, yy ∈∈ RR ,,  διότι διότιxxxx(( ))
xyxy 22

sinsin
22

sinsin(( )) coscos(( ))
xyxy

(( sinsin coscos ))
22

(( ))
22

yy xx ++ 2y2y 2x2x ++ 22 2x2x == yy xx ++ 4y4y xx xx ++ 44 xx ++ 22 22 xx -- 11 -- 44 xx ⟹⟹
22

sinsin
22

sinsin(( )) coscos(( ))
22

sinsin
22

sinsin coscos coscos
22

coscos
22

coscos
22

yy xx ++ 2y2y 2x2x ++ 22 2x2x == yy xx ++ 22 xx -- 22
22

sinsin
22

sinsin(( )) coscos(( )) (( sinsin coscos ))
22

ΑντίστοιχαΑντίστοιχα,,  f f xx,, yy == xexe x και fx και f xx,, yy == xx ee xx == ee xx xx ,,   xx,, yy ∈∈ RR   ..yy(( ))
xyxy

sinsin
22

yyyy(( ))
22 xyxy

sinsin
22 xyxy

(( sinsin ))
22

(( ))
22

  

iiii  f f ::RR RR με f με f xx,, yy == xx ++ yy 11 ++ yy ∈∈ CC RR  ως άθροισμα ως άθροισμα,,  γινόμενο και σύνθεση γινόμενο και σύνθεση(( ))
22
→→ (( ))

22 33
lnln

22 ∞∞ 22

στοιχειωδών συναρτήσεων με fστοιχειωδών συναρτήσεων με f xx,, yy == 2x2x 11 ++ yy ,,   xx,, yy ∈∈ RRxx(( )) lnln
22

(( ))
22

ff xx,, yy == 22 11 ++ yy ,,   xx,, yy ∈∈ RR  και f και f xx,, yy == 3y3y 11 ++ yy ++ xx ++ yy ,,   xx,, yy ∈∈ RRxxxx(( )) lnln
22

(( ))
22

yy(( ))
22

lnln
22 22 33

2y2y

11 ++ yy
22

(( ))
22

ff xx,, yy == 6y6y 11 ++ yy ++ 3y3y ++ 3y3y -- xx ++ yy ⟹⟹yyyy(( )) lnln
22 22

2y2y

11 ++ yy
22

22
2y2y

11 ++ yy
22

22 33
22 11 ++ yy -- 4y4y

11 ++ yy

22 22

22
22

ff xx,, yy == 6y6y 11 ++ yy ++ -- 22 xx ++ yy ⟹⟹yyyy(( )) lnln
22

12y12y

11 ++ yy

33

22

22 33
11 -- yy

11 ++ yy

22

22
22

ff xx,, yy == 6y6y 11 ++ yy ++ 22 ·· ⟹⟹yyyy(( )) lnln
22

6y6y 11 ++ yy -- xx ++ yy 11 -- yy

11 ++ yy

33 22 22 33 22

22
22

ff xx,, yy == 22 3y3y 11 ++ yy ++ ⟹⟹yyyy(( )) lnln
22

6y6y ++ 6y6y -- xx ++ xx yy -- yy ++ yy

11 ++ yy

33 55 22 22 22 33 55

22
22

  

  



ff xx,, yy == 22 3y3y 11 ++ yy ++ ,,   xx,, yy ∈∈ RRyyyy(( )) lnln
22

7y7y ++ 5y5y ++ xx yy -- 11

11 ++ yy

55 33 22 22

22
22

(( ))
22

  

  

Άσκηση 4Άσκηση 4

aa  Yπολογίστε τις f Yπολογίστε τις f  των συναρτήσεων των συναρτήσεων ::(( )) zxzx

ii  f f xx,, yy,, zz == xyxy zz(( )) (( )) sinsin(( ))coscos
22

iiii  f f xx,, yy,, zz == xx(( )) (( ))
y+zy+z

bb  Yπολογίστε τις f Yπολογίστε τις f  και την f και την f  των συναρτήσεων των συναρτήσεων ::(( )) yxyx zzzz

iiiiii  f f xx,, yy,, zz == zz xyxy(( )) (( ))
22

arctanarctan(( ))

iviv  f f xx,, yy,, zz == zeze(( )) (( ))
x+y+z x+y+z 

  

ΛύσηΛύση

ii  f f ::RR RR με f με f xx,, yy,, zz == xyxy zz ∈∈ CC RR  με f με f xx,, yy,, zz == yy xyxy zz ⟹⟹(( ))
33
→→ (( )) sinsin(( ))coscos

22 ∞∞ 33
xx(( )) coscos(( ))coscos

22

ff xx,, yy,, zz == ff xx,, yy,, zz == yy xyxy --2z2z zz == -- 2yz2yz xyxy zz ,,   xx,, yy,, zz ∈∈ RR   zxzx(( )) (( xx(( ))))zz coscos(( )) sinsin
22

coscos(( ))sinsin
22

(( ))
33

  

iiii  f f ::RR RR με f με f xx,, yy,, zz == xx == ee == ee ∈∈ CC DD ,,  D D == 00,,∞∞ ⨯⨯RR ⨯⨯RR..  Τότε  Τότε (( ))
33
→→ (( ))

y+zy+z xxlnln
y+zy+z

y+zy+z xx(( ))lnln ∞∞

(( )) (( ))

ff xx,, yy,, zz == yy ++ zz xx .. Ομοίως με τον ισοδύναμο τύπο για την f παίρνουμεΟμοίως με τον ισοδύναμο τύπο για την f παίρνουμε ::xx(( )) (( ))
y+z-1y+z-1

 f f xx,, yy == ee ⟹⟹ ff xx,, yy == yy ++ zz == yy ++ zz xx ..  Τότε Τότεxx(( ))
yy ++ zz

xx

y+zy+z xx(( ))lnln
xx(( )) (( ))

xx

xx

y+zy+z

(( ))
y+z-1y+z-1

 f f xx,, yy,, zz == xx ++ yy ++ zz xx xx ⟹⟹ ff xx,, yy,, zz == xx 11 ++ yy ++ zz xx ,,  x x >> 0. 0. zxzx(( ))
y+z-1y+z-1

(( ))
y+z-1y+z-1

lnln zxzx(( ))
y+z-1y+z-1

[[ (( ))lnln ]]

ΟμοίωςΟμοίως,,   f  f xx,, yy,, zz == ee ++ ee xx ⟹⟹ ff xx,, yy,, zz == ++ xx xx ⟹⟹zxzx(( ))
11

xx

y+zy+z xx(( ))lnln
yy ++ zz

xx

y+zy+z xx(( ))lnln
lnln zxzx(( ))

xx

xx

y+zy+z
yy ++ zz

xx

y+zy+z
lnln

ff xx,, yy,, zz == yy ++ zz xx ++ 11 xx ,,  x x >> 00zxzx(( )) [[(( ))lnln ]]
y+z-1y+z-1

  

iiiiii  f f ::RR RR με f με f xx,, yy,, zz == zz xyxy ∈∈ CC RR ..  Τότε  Τότε (( ))
33
→→ (( ))

22
arctanarctan(( ))

∞∞ 33

ff xx,, yy,, zz == ,,   xx,, yy,, zz ∈∈ RR ⟹⟹ ff xx,, yy,, == ⟹⟹xx(( ))
yzyz

11 ++ xyxy

22

(( ))
22

(( ))
33

yxyx(( ))
zz 11 ++ xx yy -- yzyz 2x2x yy

11 ++ xx yy

22 22 22 22 22

22 22
22

ff xx,, yy,, == == ,,   xx,, yy,, zz ∈∈ RRyxyx(( ))
zz ++ xx yy zz -- 2x2x yy zz

11 ++ xx yy

22 22 22 22 22 22 22

22 22
22

zz 11 -- xx yy

11 ++ xx yy

22 22 22

22 22
22

(( ))
33

ff xx,, yy,, zz == 2z2z xyxy ,,   xx,, yy,, zz ∈∈ RR ⟹⟹ ff xx,, yy,, zz == 22 xyxy ,,   xx,, yy,, zz ∈∈ RRzz(( )) arctanarctan(( )) (( ))
33

zzzz(( )) arctanarctan(( )) (( ))
33

  

iviv  f f ::RR RR με f με f xx,, yy,, zz == zeze ∈∈ CC RR ..  Τότε  Τότε (( ))
33
→→ (( ))

x+y+z x+y+z ∞∞ 33

ff xx,, yy,, zz == zeze ,,   xx,, yy,, zz ∈∈ RR ⟹⟹ ff xx,, yy,, == zeze ,,   xx,, yy,, zz ∈∈ RRxx(( ))
x+y+z x+y+z 

(( ))
33

yxyx(( ))
x+y+z x+y+z 

(( ))
33

ff xx,, yy,, zz == zz ++ 11 ee ,,   xx,, yy,, zz ∈∈ RR ⟹⟹ ff xx,, yy,, zz == zz ++ 22 ee ,,   xx,, yy,, zz ∈∈ RRzz(( )) (( ))
x+y+z x+y+z 

(( ))
33

zzzz(( )) (( ))
x+y+z x+y+z 

(( ))
33

  

  

Άσκηση 5Άσκηση 5

Εξετάστε αν είναι διαφορίσιμη στο σημείο Εξετάστε αν είναι διαφορίσιμη στο σημείο 00,, 00  η συνάρτηση η συνάρτηση(( ))

xx,, yy == ..ff(( ))
,,   ,, xx,, yy ≠≠ 00,, 00

00,, 00 ,,                                                                             xx,, yy == 00,, 00

xyxy xyxy
22

(( )) (( ))

(( )) (( )) (( ))

  

ΛύσηΛύση

  

  

xx ++ yy
22 22

xx ++ yy
22 22



  ::RR RR  διαφορίσιμη στο  διαφορίσιμη στο 00,, 00  αν και μόνο αν οι P αν και μόνο αν οι P,,QQ ::RR RR με  με ff
22
→→

22
(( ))

22
→→

PP xx,, yy == ,,  Q Q xx,, yy == διαφορίσιμες στο διαφορίσιμες στο 00,, 00 ..   (( ))
,, xx,, yy ≠≠ 00,, 00

0                 0                 xx,, yy == 00,, 00

xyxy
(( )) (( ))

(( )) (( ))

(( ))
,, xx,, yy ≠≠ 00,, 00

0                 0                 xx,, yy == 00,, 00

xyxy
22

(( )) (( ))

(( )) (( ))

(( ))

Έλεγχος συνέχειαςΈλεγχος συνέχειας(( ))

Έστω PΈστω P,,  Q διαφορίσιμες στο  Q διαφορίσιμες στο 00,, 00 ⟹⟹ PP,,  Q συνεχείς στο  Q συνεχείς στο 00,, 00 ,,  το οποίο ισχύει το οποίο ισχύει ::(( )) (( ))

PP xx,, yy == 00 == PP 00,, 00 == QQ 00,, 00 == QQ xx,, yy ,,  ε διότι ε διότιlimlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

(( )) (( )) (( )) limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

(( ))

|| || == ⩽⩽ == || xx,, yy ||||  
xyxy ||xx||||yy||

|| (( ))

|| || == ⩽⩽ xx ++ yy == || xx,, yy |||| ..   
xyxy

22
||xx||yy

22

22 22
|| (( ))

22

Για τις μερικές παραγώγους ισχύειΓια τις μερικές παραγώγους ισχύει ::   == 00 == 00 ∈∈ RR ⟹⟹ PP 00,, 00 == 00limlim
hh 00→→

PP hh,, 00 --PP 00,, 00

hh

(( )) (( ))
limlim
hh 00→→

xx(( ))

και και == 00 == 00 ∈∈ RR ⟹⟹ PP 00,, 00 == 0. Όμως0. Όμως,,  παρατηρούμε ότι παρατηρούμε ότι ::limlim
hh 00→→

PP 00,, hh --PP 00,, 00

hh

(( )) (( ))
limlim
hh 00→→

yy(( ))

== ==  δεν ορίζεται δεν ορίζεται,,  διότι  διότι limlim
hh →→ 00

PP --PP -- PP ⋅⋅

|||| ||||

((hh)) ((00)) ∇∇ ((00)) hh

hh

limlim
hh →→ 00

hh hh11 22

limlim
hh →→ 00

hh hh

hh ++ hh

11 22

22
11

22
22

αν gαν g xx,, yy == ,,   xx,, yy ≠≠ 00,, 00  για  για == 00,, ≠≠   ,,   == 00,,  f f == 00 00 ⟹⟹ aa == 00,,(( ))
xyxy

xx ++ yy
22 22

(( )) (( )) aann
11

nn
00 limlim aann aann →→

 ενώ για  ενώ για == ,, ≠≠  με με == 00,,  g g == == ⟹⟹ aa == ,,  το οποίο είναι  το οποίο είναι bbnn
11

nn

11

nn
00 limlim bbnn bbnn

++

11

nn
22

11

nn
22

22

nn
22

11

22
→→

11

22

11

22

άτοποάτοπο..  Άρα η P δεν είναι διαφορίσιμη στο  Άρα η P δεν είναι διαφορίσιμη στο 00,, 00 ⟹⟹ η η  δεν είναι διαφορίσιμη στο  δεν είναι διαφορίσιμη στο 00,, 00 ..(( )) ff (( ))

  

  

Παρατηρούμε ότι για την Q ισχύειΠαρατηρούμε ότι για την Q ισχύει :: == 00 == 00 ∈∈ RR ⟹⟹ QQ 00,, 00 == 00limlim
hh 00→→

QQ hh,, 00 --QQ 00,, 00

hh

(( )) (( ))
limlim
hh 00→→

xx(( ))

  == 00 == 00 ∈∈ RR ⟹⟹ QQ 00,, 00 == 00limlim
hh 00→→

QQ 00,, hh --QQ 00,, 00

hh

(( )) (( ))
limlim
hh 00→→

yy(( ))

== == == 00limlim
hh →→ 00

QQ --QQ -- QQ ⋅⋅

|||| ||||

((hh)) ((00)) ∇∇ ((00)) hh

hh

limlim
hh →→ 00

hh hh11
22

22

limlim
hh →→ 00

hh hh

hh ++ hh

11
22
22

22
11

22
22

  

|| || == ⩽⩽ == |||| hh ,, hh ||||..  Η  Q είναι διαφορίσιμη στο  Η  Q είναι διαφορίσιμη στο 00,, 00 ..  Όμως Όμως,,   
hh hh

hh ++ hh

11
22
22

22
11

22
22

||hh ||hh

hh ++ hh

11
22
22

22
11

22
22

hh ++ hh

hh ++ hh

22
11

22
22

22
11

22
22

(( 11 22)) (( ))

δεν έχει σημασία για την διαφορισιμότητα της δεν έχει σημασία για την διαφορισιμότητα της ,,  εφόσον η P δεν είναι διαφορίσιμη εφόσον η P δεν είναι διαφορίσιμη..ff

  

  

  

Άσκηση 6Άσκηση 6

Να βρεθεί η κατευθυνόμενη παράγωγος της συνάρτησης fΝα βρεθεί η κατευθυνόμενη παράγωγος της συνάρτησης f xx,, yy,, zz == ++ ++  κατά την κατεύθυνση κατά την κατεύθυνση(( ))
xx

yy

yy

zz

zz

xx

  

  

xx ++ yy
22 22

xx ++ yy
22 22

xx ++ yy
22 22

xx ++ yy
22 22

xx ++ yy
22 22

xx ++ yy
22 22

xx ++ yy
22 22

xx ++ yy
22 22

xx ++ yy
22 22

xx ++ yy
22 22

xx ++ yy
22 22

hh ++ hh
22

11

22

22

hh ++ hh
22
11

22
22

hh ++ hh
22

11

22

22

hh ++ hh
22
11

22
22

hh ++ hh
22

11

22

22



  == 11,, 22,, --11  στο σημείο  στο σημείο xx ,, yy ,, zz ..aa (( )) (( 00 00 00))

  

ΛύσηΛύση

ff :: DD RR,,  D D == xx,, yy,, zz ∈∈ RR :: xyzxyz ≠≠ 00  με f με f xx,, yy,, zz == ++ ++   ∈∈ CC DD  ως άθροισμα ως άθροισμα→→ (( ))
33

}} (( ))
xx

yy

yy

zz

zz

xx
(( ))

 ρητών συναρτήσεων των x ρητών συναρτήσεων των x,, yy,, zz.. Παρατηρούμε ότι fΠαρατηρούμε ότι f xx,, yy,, zz == ff zz,, xx,, yy == ff yy,, zz,, xx ,,  διότι διότι(( (( )) (( )) (( ))

ff zz,, xx,, yy == ++ ++ ,,   f  f yy,, zz,, xx == ++ ++ ,,  τότε αρκεί να υπολογίσουμε μία μερική  τότε αρκεί να υπολογίσουμε μία μερική (( ))
zz

xx

xx

yy

yy

zz
(( ))

yy

zz

zz

xx

xx

yy

παράγωγο και οι υπόλοιπες προκύπτουν με κυκλική μετάθεση των μεταβλητών παράγωγο και οι υπόλοιπες προκύπτουν με κυκλική μετάθεση των μεταβλητών 

xx yy zz .. ff xx,, yy,, zz == -- ,,  f f xx,, yy,, zz == -- ,,  f f xx,, yy,, zz == -- ,,   xx,, yy,, zz ∈∈ DD→→ →→ )) xx(( ))
11

yy

zz

xx
22

yy(( ))
11

zz

xx

yy
22

zz(( ))
11

xx

yy

zz
22

(( ))

ff ,, ff ,, ff   ∈∈ CC DD ⟹⟹ ff ∈∈ CC DD ⟹⟹ f διαφορίσιμη με dff διαφορίσιμη με df xx,, yy,, zz == ff xx,, yy,, zzxx yy zz (( ))
11
(( )) (( )) ∇∇ (( ))

ff xx,, yy,, zz == -- ,, -- ,, -- ==   ,, ,, ,,   xx,, yy,, zz ∈∈ DD∇∇ (( ))
11

yy

zz

xx
22

11

zz

xx

yy
22

11

xx

yy

zz
22

xx -- yzyz

yxyx

22

22

yy -- zxzx

zyzy

22

22

zz -- xyxy

xzxz

22

22
(( ))

ff == ⟹⟹ ff == == ff ⋅⋅ ⟹⟹aa((rr)) limlim
tt 00→→

ff ++ tt -- ff

tt

((rr aa)) ((rr))
aa((rr)) limlim

tt 00→→

 df df ⋅⋅ tt

tt

((rr)) (( aa))
∇∇ ((rr))

|||| ||||

aa

aa

ff == -- ,, -- ,, -- ⋅⋅ == -- ++ -- -- ++ ⟹⟹aa((rr))
11

yy00

zz

xx

00

22

00

11

zz00

xx

yy

00

22

00

11

xx00

yy

zz

00

22

00

11,, 22,, --11(( )) 11 11

yy00

zz

xx

00

22

00

22

zz00

2x2x

yy

00

22

00

11

xx00

yy

zz

00

22

00

ff ==   ++ ⟹⟹aa((rr))
11 xx zz ++ 2x2x yy -- yy zz

xx yy zz

00 00 00 00 00 00

00 00 00

--yy zz -- 2x2x zz ++ xx zz

xx yy zz

22
00

33
00

33
00

22
00

22
00

33
00

22
00

22
00

22
00

ff ==aa((rr))
xx yy zz ++ 2x2x yy zz -- xx yy zz -- yy zz -- 2x2x zz ++ xx zz

xx yy zz

22

00 00
22

00

22

00

22

00 00 00
22

00

22

00

22

00

33

00

33

00

22

00

22

00

33

00

(( 00 00 00))
22

  

  

Άσκηση 7Άσκηση 7

Βρείτε την μέγιστη και ελάχιστη τιμή της κατευθυνομενης παραγώγου fΒρείτε την μέγιστη και ελάχιστη τιμή της κατευθυνομενης παραγώγου f 11,, 22,, 00  της συνάρτησης  της συνάρτησης uu(( ))

ff xx,, yy,, zz == xx zz ++ yeye ++ xzxz  και την κατεύθυνση στην οποία λαμβάνονται αυτές οι τιμές και την κατεύθυνση στην οποία λαμβάνονται αυτές οι τιμές..(( ))
22 zz 33

  

ΛύσηΛύση

ff ::RR RR με f με f xx,, yy,, zz == xx zz ++ yeye ++ xzxz   ∈∈ CC RR  ως γινόμενο στοιχειδών συναρτήσεων  με ως γινόμενο στοιχειδών συναρτήσεων  με
33
→→ (( ))

22 zz 33 33

ff xx,, yy,, zz == 2xz2xz ++ zz ,,  f f xx,, yy,, zz == ee ,,  f f xx,, yy,, zz == xx ++ yeye ++ 3xz3xz ,,   xx,, yy,, zz ∈∈ RRxx(( ))
33

yy(( ))
zz

zz(( ))
22 zz 22

(( ))
33

ff ,, ff ,, ff   ∈∈ CC RR ⟹⟹ ff ∈∈ CC RR ⟹⟹ f διαφορίσιμη με dff διαφορίσιμη με df xx,, yy,, zz == ff xx,, yy,, zz  και καιxx yy zz
33 11 33

(( )) ∇∇ (( ))

ff xx,, yy,, zz == 2xz2xz ++ zz ,, ee ,, xx ++ yeye ++ 3xz3xz ..  Τότε f Τότε f == ⟹⟹∇∇ (( ))
33 zz 22 zz 22

uu((rr)) limlim
tt 00→→

ff ++ tt -- ff

tt

((rr uu)) ((rr))

ff == ⟹⟹uu((rr)) limlim
tt 00→→

ff ++ tt -- ff -- dfdf ⋅⋅ tt ++ dfdf ⋅⋅ tt

tt

((rr uu)) ((rr)) ((rr)) (( uu)) ((rr)) (( uu))

ff == ++  και καιuu((rr)) limlim
tt 00→→

ff ++ tt -- ff -- dfdf ⋅⋅ tt

tt

((rr uu)) ((rr)) ((rr)) (( uu)) dfdf ⋅⋅ tt

tt

((rr)) (( uu))

== == 00limlim
tt 00→→

ff ++ tt -- ff -- dfdf ⋅⋅ tt

tt

((rr uu)) ((rr)) ((rr)) (( uu))
limlim
hh→→ 00

ff ++ -- ff -- dfdf ⋅⋅

tt

((rr hh)) ((rr)) ((rr)) hh

ff == == dfdf ⋅⋅ == ff ⋅⋅ ..  Τότε Τότε ::uu((rr)) limlim
tt 00→→

dfdf ⋅⋅ tt

tt

((rr)) (( uu))
limlim
tt 00→→

[[ ((rr)) uu]] [[∇∇ ((rr))]] uu

||ff 11,, 22,, 00 || == || ff 11,, 22,, 00 ⋅⋅ || ⩽⩽ |||| 00,, 11,, 33 ||||  ανισότητα Cauchyανισότητα Cauchy -- SchwarzSchwarz ⟹⟹uu(( )) ∇∇ (( )) uu (( )) (( ))

  

  

66 66

66

66



-- ⩽⩽ ff 11,, 22,, 00 ⩽⩽  με f με f 11,, 22,, 00 == ff 11,, 22,, 00 ==   για   για == ⟹⟹uu(( )) uu(( )) maxmax{{ uu(( ))}} uu11

00,, 11,, 33

|||| 00,, 11,, 33 ||||

(( ))

(( ))

== 00,, ,,  κατεύθυνση μέγιστης τιμής κατευθυνόμενης παραγώγου και  κατεύθυνση μέγιστης τιμής κατευθυνόμενης παραγώγου και uu11

11 33

ff 11,, 22,, 00 == ff 11,, 22,, 00 == --   για   για == -- ⟹⟹ == 00,, -- ,, --   uu(( )) minmin{{ uu(( ))}} uu22

00,, 11,, 33

|||| 00,, 11,, 33 ||||

(( ))

(( ))
uu22

11 33

κατεύθυνση ελάχιστης τιμής κατευθυνόμενης παραγώγουκατεύθυνση ελάχιστης τιμής κατευθυνόμενης παραγώγου..

  

  

Άσκηση 8Άσκηση 8

aa  Υπολογίστε την Λαπλασιανή της συνάρτησης  Υπολογίστε την Λαπλασιανή της συνάρτησης xx,, yy,, zz == xx,, yy zz,, xzxz ..(( )) FF(( ))
22 33

bb  Εξετάστε αν είναι συντηρητικό το πεδίο  Εξετάστε αν είναι συντηρητικό το πεδίο xx,, yy,, zz == 2xy2xy,, xx ++ zeze ,, ee ..(( )) FF(( ))
22 yy yy

  

ΛύσηΛύση

aa   ::RR RR  με  με xx,, yy,, zz == xx,, yy zz,, xzxz   ∈∈ CC RR --πεδίοπεδίο,,  εφόσον συνιστώσες συναρτήσεις εφόσον συνιστώσες συναρτήσεις(( )) FF
33
→→

33
FF(( ))

22 33 ∞∞ 33

PP,, QQ,, RR ::RR RR  με P  με P xx,, yy,, zz == xx,,  Q Q xx,, yy,, zz == yy zz,,  R R xx,, yy,, zz == xzxz ,,   xx,, yy,, zz ∈∈ RR ∈∈ CC RR  ως  ως 
33
→→ (( )) (( ))

22
(( ))

33
(( ))

33 ∞∞ 33

πολυώνυμα των xπολυώνυμα των x,, yy,, zz..

∆∆ == ∆∆PP,,∆∆QQ,,∆∆RR == 00,, 2z2z,, 6xz6xzFF (( )) (( ))

∆∆PP == ⋅⋅ PP == ,, ,, ⋅⋅ ,, ,, == ++ ++ == PP ++ PP ++ PP∇∇ ((∇∇ ))
∂∂

∂x∂x

∂∂

∂y∂y

∂∂

∂z∂z

∂P∂P

∂x∂x

∂P∂P

∂y∂y

∂P∂P

∂z∂z

∂∂ PP

∂x∂x

22

22

∂∂ PP

∂y∂y

22

22

∂∂ PP

∂z∂z

22

22
xxxx yyyy zzzz

Αντίστοιχα Αντίστοιχα ∆∆QQ == QQ ++ QQ ++ QQ  και   και  ∆∆RR == RR ++ RR ++ RRxxxx yyyy zzzz xxxx yyyy zzzz

PP == 11 ⟹⟹ PP == 00,,  P P == 00 == PP ⟹⟹ PP == PP == 00xx xxxx yy zz yyyy zzzz

QQ == 00 ⟹⟹ QQ == 00,,  Q Q == 2yz2yz ⟹⟹ QQ == 2z2z,,  Q Q == yy ⟹⟹ QQ == 00xx xxxx yy yyyy zz
22

zzzz

RR == zz ⟹⟹ RR == 00,,  R R == 00 ⟹⟹ RR == 00,,  R R == 3xz3xz ⟹⟹ RR == 6xz6xzxx
33

xxxx yy yyyy zz
22

zzzz

∆∆PP == 00,,   ∆∆QQ == 2z2z,,   ∆∆RR == 6xz6xz

  

bb   ::RR RR  με  με xx,, yy,, zz == 2xy2xy,, xx ++ zeze ,, ee ∈∈ CC RR --πεδίο εφόσον συνιστώσες πεδίο εφόσον συνιστώσες (( )) FF
33
→→

33
FF(( ))

22 yy yy ∞∞ 33

 P P,, QQ,, RR ::RR RR  με P  με P xx,, yy,, zz == 2xy2xy,,  Q Q xx,, yy,, zz == xx ++ zeze ,,  R R xx,, yy,, zz == ee ,, xx,, yy,, zz ∈∈ RR ,,
33
→→ (( )) (( ))

22 yy
(( ))

yy
(( ))

33

PP,, QQ,, RR ∈∈ CC RR  ως στοιχειώδεις συναρτήσεις των x ως στοιχειώδεις συναρτήσεις των x,, yy,, zz..
∞∞ 33

⨯⨯ == == ee -- ee -- ++ 2x2x -- 2x2x ==∇∇ FF

2xy2xy xx ++ zeze ee

ii jj kk

∂∂

∂x∂x

∂∂

∂y∂y

∂∂

∂z∂z
22 yy yy

yy yy
ii 0j0j (( ))kk 00

θεωρούμε fθεωρούμε f ::RR RR ::  f f xx,, yy,, zz == 2xy2xy dxdx ++ gg yy,, zz  με f με f == QQ,,  f f == RR
33
→→ (( )) ∫∫(( )) (( )) yy zz

ff xx,, yy,, zz == xx yy ++ gg yy,, zz ⟹⟹ ff == xx ++ == xx ++ zeze ⟹⟹ == zeze ⟹⟹ gg yy,, zz == zeze dydy ++ hh zz ⟹⟹(( ))
22

(( )) yy
22

∂g∂g

∂y∂y

22 yy ∂g∂g

∂y∂y

yy
(( )) ∫∫ yy

(( ))

gg yy,, zz == zeze ++ hh zz ⟹⟹ ff xx,, yy,, zz == xx yy ++ zeze ++ hh zz ⟹⟹ ee ++ == ee ⟹⟹ == 00 ⟹⟹ hh zz == cc ⟹⟹(( ))
yy

(( )) (( ))
22 yy

(( ))
yy dhdh

dzdz

yy dhdh

dzdz
(( ))

ff xx,, yy,, zz == xx yy ++ zeze ++ c με c με ff == 2xy2xy,,  x x ++ zeze ,, ee ,,  δηλαδή   δηλαδή  ∃∃ f f ::RR RR ∈∈ CC RR ::   == ff..(( ))
22 yy

∇∇
22 yy yy 33

→→
11 33

FF ∇∇

Άρα το πεδίο Άρα το πεδίο  είναι συντηρητικό είναι συντηρητικό..   FF

  

  

1010 1010 1010

1010 1010

1010

1010 1010
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11ο μάθημα11ο μάθημα

  

Άσκηση 1Άσκηση 1

Θεωρούμε την fΘεωρούμε την f xx,, yy == ..  Να δείξετε ότι οι μερικές παράγωγοι υπάρχουν στο  Να δείξετε ότι οι μερικές παράγωγοι υπάρχουν στο (( ))
,,   xx,, yy ≠≠ 00,, 00

00,,                             xx,, yy == 00,, 00

--3xy3xy

xx ++ yy
22 22

(( )) (( ))

(( )) (( ))

00,, 00  αλλά η f δεν είναι διαφορίσιμη στο  αλλά η f δεν είναι διαφορίσιμη στο 00,, 00 ..     (( )) (( ))

  

ΛύσηΛύση

ii  f f ::RR RR με ff με ff xx,, yy == Έστω f διαφορίσιμηΈστω f διαφορίσιμη..  Τότε f Τότε f(( ))
22
→→ (( ))

,,   xx,, yy ≠≠ 00,, 00

00,,                             xx,, yy == 00,, 00

--3xy3xy

xx ++ yy
22 22

(( )) (( ))

(( )) (( ))

 συνεχής συνεχής..   ∀∀  xx,, yy ≠≠ 00,, 00 ::  f συνεχής ως ρητή συνάρτηση των x f συνεχής ως ρητή συνάρτηση των x,, yy..  Έστω  Έστω (( )) (( ))

∃∃ ff xx,, yy == cc ∈∈ RR ::λόγω της αρχής της μεταφοράςλόγω της αρχής της μεταφοράς ::∀∀  ,,   ≠≠   ∀∀ n n ∈∈ NN με  με limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

(( )) aann
n∈n∈NN

aann 00

== ::  f f cc.. Για Για == 00,, ≠≠   :: == 00,,  f f == 00 00 ⟹⟹ cc == 0. Όμως0. Όμως,,  για γιαlimlim aann 00 aann →→ aann
11

nn
00 limlim aann aann →→

  == ,, ≠≠ ::   == 00,,  f f == == -- -- ⟹⟹ cc == -- ≠≠ 0. Άρα 0. Άρα ∄∄ ff xx,, yy ,,bbnn
11

nn

11

nn
00 limlim bbnn bbnn

--
33

nn
22

22

nn
22

33

22
→→

33

22

33

22
limlim

x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

(( ))

Η f παρουσιάζει ασυνέχεια Η f παρουσιάζει ασυνέχεια δεύτερου είδουςδεύτερου είδους,,  ουσιώδης ουσιώδης  στο  στο 00,, 00 ,,  δηλαδή η f δεν είναι  δηλαδή η f δεν είναι (( )) (( ))

συνεχήςσυνεχής..  Επομένως Επομένως,,  η f δεν είναι διαφορίσιμη η f δεν είναι διαφορίσιμη..   

  

H f είναι μερικώς παραγωγίσιμηH f είναι μερικώς παραγωγίσιμη,,  διότι διότι ::

ff == -- == == ,,   xx,, yy ≠≠ 00,, 00xx

--3y3y

xx ++ yy
22 22

2x2x ⋅⋅ --3xy3xy

xx ++ yy

(( ))

22 22
22

--3y3y xx ++ yy ++ 6x6x yy

xx ++ yy

22 22 22

22 22
22

--3y3y ++ 3x3x yy

xx ++ yy

33 22

22 22
22

(( )) (( ))

ff == -- == == ,,   xx,, yy ≠≠ 00,, 00yy

--3x3x

xx ++ yy
22 22

2y2y ⋅⋅ --3xy3xy

xx ++ yy

(( ))

22 22
22

--3x3x xx ++ yy ++ 6x6xyy

xx ++ yy

22 22 22

22 22
22

--3x3x ++ 3x3xyy

xx ++ yy

33 22

22 22
22

(( )) (( ))

== 00 == 00 == ⟹⟹ ff 00,, 00 == ff 00,, 00 == 0.  0.  limlim
hh 00→→

ff hh,, 00 -- ff 00,, 00

hh

(( )) (( ))
limlim
hh 00→→

limlim
hh 00→→

ff 00,, hh -- ff 00,, 00

hh

(( )) (( ))
xx(( )) yy(( ))

  

Μπορούμε να παρατηρήσουμε ότι  Μπορούμε να παρατηρήσουμε ότι  ∄∄  ff xx,, yy ,,   ff xx,, yy ,,  οι f οι f ,,  f f  είναι  είναι limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

xx(( )) limlim
x,yx,y 0,00,0(( )) →→ (( ))

yy(( )) xx yy

ασυνεχείς στο ασυνεχείς στο 00,, 00 ..(( ))

  

==  δεν ορίζεται δεν ορίζεται,,  διότι διότιlimlim
hh ,h,h 0,00,0(( 11 22)) →→ (( ))

ff hh ,, hh -- ff 00,, 00 -- ff 00,, 00 hh -- ff 00,, 00 hh

|||| hh ,, hh ||||

(( 11 22)) (( )) xx(( )) 11 yy(( )) 22

(( 11 22))
limlim

hh ,h,h 0,00,0(( 11 22)) →→ (( ))

--3h3h hh

hh ++ hh

11 22

22
11

22
22

3/23/2

 για  για 00,, 00 ≠≠ hh ,, hh == ,, 00,, 00 ::   == == == --∞∞ ∉∉ RR..   (( )) (( 11 22))
33

nn

44

nn
→→ (( )) limlim

--3h3h hh

hh ++ hh

11 22

22

11

22

22

3/23/2
limlim

--
3636

nn
22

2525

nn
22

3/23/2
limlim

--
3636

nn
22

2525

nn
22

3/23/2

Άρα η f δεν είναι διαφορίσιμη στο Άρα η f δεν είναι διαφορίσιμη στο 00,, 00 ..   (( ))

  

  



  

  

  

Άσκηση 2Άσκηση 2

Αν ισχύει η σχέση xΑν ισχύει η σχέση x == uu -- vv ,,  y y == uv και η fuv και η f xx,, yy == να βρεθούν οι μερικές παράγωγοι πρώτης τάξης να βρεθούν οι μερικές παράγωγοι πρώτης τάξης 
22 22

(( ))
yy

xx
22

της fτης f..

ΛύσηΛύση

xx,, yy ::RR RR,, ff ::DD == RR -- xx,, yy :: xx == 00 RR διαφορίσιμες ως στοιχειώδεις συναρτήσεις των  διαφορίσιμες ως στοιχειώδεις συναρτήσεις των 
22
→→

22
{{(( )) }} →→

uu,, v και xv και x,, y αντίστοιχαy αντίστοιχα..  Περιορίζουμε τις x Περιορίζουμε τις x,, y στο xy στο x DD ..  Τότε  Τότε ff ∘∘ uu,, vv == ff xx uu,, vv ,, yy uu,, vv
-1-1

(( )) (( rr))(( )) (( (( )) (( ))))

 διαφορίσιμη στο x διαφορίσιμη στο x DD == uu,, vv ∈∈ RR :: uu -- vv ≠≠ 00 ⟹⟹ uu ≠≠ ±± vv  ως σύνθεση διαφορίσιμων ως σύνθεση διαφορίσιμων
-1-1

(( )) (( ))
22 22 22

 συναρτήσεων συναρτήσεων..  Μπορούμε να υπολογίσουμε τις μερικέςπαραγώγους της f ως προς u Μπορούμε να υπολογίσουμε τις μερικέςπαραγώγους της f ως προς u,,  v  v 

απευθείαςαπευθείας ::

  ⟹⟹ ff uu,, vv == == ⟹⟹

ff xx,, yy ==

xx uu,, vv == uu -- vv   

yy uu,, vv == uv uv 

(( ))
yy

xx
22

(( ))
22 22

(( ))

(( ))
yy uu,, vv

xx uu,, vv

(( ))

[[ (( ))]]
22

uvuv  

uu -- vv
22 22

22

ff == == == -- ,,  u u ≠≠ ±± vvuu

vv uu -- vv   -- uv uv ⋅⋅ 22 uu -- vv 2u2u

uu -- vv

22 22
22

22 22

22 22
44

uu vv -- vv -- 4u4u vv

uu -- vv

22 33 22

22 22
33

3u3u vv++ vv

uu -- vv

22 33

22 22
33

ff == == == ,,  u u ≠≠ ±± vvvv

uu uu -- vv   -- uv uv ⋅⋅ 22 uu -- vv --2v2v

uu -- vv

22 22
22

22 22
(( ))

22 22
44

uu -- uvuv ++ 4uv4uv

uu -- vv

33 22 22

22 22
33

uu ++ 3uv3uv

uu -- vv

33 22

22 22
33

είτε με τον κανόνα αλυσίδαςείτε με τον κανόνα αλυσίδας ::

ff == ff xx ++ ff yy == -- ⋅⋅ 2u2u++ ⋅⋅ vv == == == ,,  u u ≠≠ ±± vvuu xx uu yy uu

2y2y

xx
33

11

xx
22

--4yu4yu++ xvxv

xx
33

--4uv4uv ⋅⋅ uu++ uu -- vv vv

uu -- vv

22 22

22 22
33

--3u3u vv -- vv

uu -- vv

22 33

22 22
33

ff == ff xx ++ ff yy == -- ⋅⋅ --2v2v ++ ⋅⋅ uu == == == ,,  u u ≠≠ ±± vvvv xx vv yy vv

2y2y

xx
33

(( ))
11

xx
22

4yv4yv++ xuxu

xx
33

4uv4uv ⋅⋅ vv++ uu -- vv uu

uu -- vv

22 22

22 22
33

uu ++ 3uv3uv

uu -- vv

33 22

22 22
33

  

  

Άσκηση 3Άσκηση 3

Αν ισχύει η σχέση xΑν ισχύει η σχέση x == uu ++ vv ,,  y y ==  και η f και η f xx,, yy == 2xy να βρεθούν οι μερικές παράγωγοι πρώτης τάξης 2xy να βρεθούν οι μερικές παράγωγοι πρώτης τάξης 
22 22 uu

vv
(( ))

της fτης f..

ΛύσηΛύση

ff,, xx ::RR RR,,  y y ::DD == RR -- uu,, vv :: vv ≠≠ 00 RR διαφορίσιμες ως στοιχειώδεις συναρτήσεις των  διαφορίσιμες ως στοιχειώδεις συναρτήσεις των 
22
→→

22
{{(( )) }} →→

xx,, y και uy και u,, v αντίστοιχαv αντίστοιχα..  Περιορίζουμε την x στο D Περιορίζουμε την x στο D..  Τότε Τότε ff ∘∘ uu,, vv == ff xx uu,, vv ,, yy uu,, vv   (( rr))(( )) (( (( )) (( ))))

διαφορίσιμη στο D ως σύνθεση διαφορίσιμων συναρτήσεωνδιαφορίσιμη στο D ως σύνθεση διαφορίσιμων συναρτήσεων..

  ⟹⟹ ff uu,, vv == 2x2x uu,, vv yy uu,, vv == 22 uu ++ vv ⋅⋅     ⟹⟹

ff xx,, yy == 2xy2xy

xx uu,, vv == uu ++ vv   

yy uu,, vv ==     

(( ))

(( ))
22 22

(( ))
uu

vv

(( )) (( )) (( ))
22 22

uu

vv

ff == 4u4u ⋅⋅     ++ 22   == ,,  v v ≠≠ 00uu

uu

vv

uu ++ vv

vv

22 22
6u6u ++ 2v2v

vv

22 22

  

  



ff == 4v4v ⋅⋅ ++ 22 uu ++ vv --     == 2u2u -- == ,,  v v ≠≠ 00vv

uu

vv

22 22
uu

vv
22

2u2u

vv

33

22

2uv2uv -- 2u2u

vv

22 33

22

ΑντίστοιχαΑντίστοιχα,,  με κανόνα αλυσίδας με κανόνα αλυσίδας ::

ff == ff xx ++ ff yy == 2y2y ⋅⋅ 2u2u ++ 2x2x ⋅⋅ == 44 ⋅⋅ ++ 22 uu ++ vv == ++ 2v2v == ,,  v v ≠≠ 00uu xx uu yy uu (( ))
11

vv

uu

vv

22

22 22
11

vv

6u6u

vv

22
6u6u ++ 2v2v

vv

22 22

ff == ff xx ++ ff yy == 2y2y ⋅⋅ 2v2v ++ 2x2x ⋅⋅ -- == 4u4u -- 22 uu ++ vv ⋅⋅ == 2u2u -- == ,,  v v ≠≠ 00vv xx vv yy vv (( ))
uu

vv
22

22 22
uu

vv
22

2u2u

vv

33

22

2uv2uv -- 2u2u

vv

22 33

22

  

Άσκηση 4Άσκηση 4

Να βρεθεί η κατευθυνόμενη παράγωγος της συνάρτησης fΝα βρεθεί η κατευθυνόμενη παράγωγος της συνάρτησης f xx,, yy,, zz == ee  στο σημείο  στο σημείο --11,, 11,, 11   κατά   κατά (( ))
xx +y+y +z+z

22 22 22

(( ))

κατεύθυνση κατεύθυνση == ++ -- ..aa ii jj kk

ΛύσηΛύση

ff ::RR RR,,  f f ∈∈ CC RR  με  με ff xx,, yy,, zz == 2e2e xx,, yy,, zz ⟹⟹   ff --11,, 11,, 11 == 2e2e --11,, 11,, 11
33
→→

∞∞ 33
∇∇ (( ))

xx +y+y +z+z
22 22 22

(( )) ∇∇ (( ))
33
(( ))

διότι fδιότι f == 2xe2xe ,,  f f == 2ye2ye ,,  f f == 2ze2ze ∈∈ CC RR ..  Τότε Τότεxx
xx +y+y +z+z

22 22 22

yy
xx +y+y +z+z

22 22 22

zz
xx +y+y +z+z

22 22 22
11 33

ff --11,, 11,, 11 == ff --11,, 11,, 11 ⋅⋅ == 2e2e --11,, 11,, 11 ⋅⋅ 11,, 11,, --11 == --11 ++ 11 -- 11 == --aa(( )) ∇∇ (( ))
|||| ||||

aa

aa

33
(( ))

11

33

(( ))
2e2e

33

33

(( ))
2e2e

33

33

ΑναλυτικάΑναλυτικά :: ff --11,, 11,, 11 ==aa(( )) limlim
hh 00→→

ff --11 -- ,, 11 ++ ,, 11 ++ -- ff --11,, 11,, 11

hh

hh

33

hh

33

hh

33

(( ))

ΌμωςΌμως,,  η f είναι διαφορίσιμη η f είναι διαφορίσιμη..  Τότε Τότε ::   

== 00limlim
hh ,h,h ,h,h 0,0,00,0,0(( 11 22 33)) →→ (( ))

ff --11 ++ hh ,, 11 ++ hh ,, 11 ++ hh -- ff --11,, 11,, 11 -- ff --11,, 11,, 11 ⋅⋅ hh ,, hh ,, hh

hh

(( 11 22 33)) (( )) ∇∇ (( )) (( 11 22 33))

για για hh ,, hh ,, hh == -- ,,   ,, 00 ::(( 11 22 33))
hh

33

hh

33

hh

33
⏫⏫⏪⏪⏪⏪  

== 00limlim
hh 00→→

ff --11 -- ,, 11 ++ ,, 11 ++ -- ff --11,, 11,, 11 -- ff --11,, 11,, 11 ⋅⋅ hh ,, ,,

hh

hh

33

hh

33

hh

33

(( )) ∇∇ (( ))
11

33

11

33

-1-1

33

Παρατηρούμε ότι Παρατηρούμε ότι == ff --11,, 11,, 11 ⋅⋅ ,, ,, ∈∈ RR..limlim
hh 00→→

ff --11,, 11,, 11 ⋅⋅ hh ,, ,,

hh

∇∇ (( ))
11

33

11

33

-1-1

33

∇∇ (( ))
11

33

11

33

--11

33

Τότε Τότε == ff --11,, 11,, 11 ⋅⋅ ,, ,, == --limlim
hh 00→→

ff --11 -- ,, 11 ++ ,, 11 ++ -- ff --11,, 11,, 11

hh

hh

33

hh

33

hh

33
(( ))

∇∇ (( ))
11

33

11

33

--11

33

2e2e
33

33

  

  

Άσκηση 5Άσκηση 5

Να υπολογιστεί ο όγκος που σχηματίζεται από το παραβολοειδές zΝα υπολογιστεί ο όγκος που σχηματίζεται από το παραβολοειδές z == xx ++ yy  και το επίπεδο z και το επίπεδο z == 6.6.
22 22

  

ΛύσηΛύση

ff ::RR RR,,  f f xx,, yy == zz == xx ++ yy ⩾⩾ 0. Η G0. Η G == xx,, yy,, zz ∈∈ RR :: zz == xx ++ yy  τέμνει το επίπεδο τέμνει το επίπεδο
22
→→ (( ))

22 22
ff (( ))

33 22 22

zz == 6 κατά τον κύκλο   6 κατά τον κύκλο   ..  Τότε V Τότε V ΒΒ == dVdV == dVdV ⟹⟹
xx ++ yy == 66

  z  z == 66

22 22

(( )) ∫∫∫∫
BB
∫∫ ∫∫∫∫

BB
∫∫

  

  

hh 00→→



VV BB == rdrdzdθrdrdzdθ == dzdθdzdθ == dzdθdzdθ == dθdθ ⟹⟹(( ))
00

∫∫
2π2π 66

00

∫∫
00

∫∫ zz

00

∫∫
2π2π 66

00

∫∫
rr

22

22
r=r=

r=0r=0

zz

00

∫∫
2π2π 66

00

∫∫
zz

22

11

22 00

∫∫
2π2π zz

22

22
66

00

VV BB == ·· 2π2π ·· == 18π18π(( ))
11

22

66

22

22

  

ΕπίσηςΕπίσης,,μπορεί να υπολογιστεί ως στερεό εκ περιστροφής με την αρχή Cavaliereμπορεί να υπολογιστεί ως στερεό εκ περιστροφής με την αρχή Cavaliere ::

VV BB == AA zz dzdz == πrπr zz dzdz == πzdzπzdz == ππ == 18π18π(( ))
66

00

∫∫ (( ))
66

00

∫∫ 22
(( ))

66

00

∫∫
zz

22

22
66

00

  

  

Άσκηση 5Άσκηση 5

Να υπολογιστεί το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα Να υπολογιστεί το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα yds όπου Γ είναι η καμπύλη με παραμετρικές yds όπου Γ είναι η καμπύλη με παραμετρικές 
ΓΓ
∫∫

εξισώσεις xεξισώσεις x tt == tt,,  y y tt == ,,  2 2 ⩽⩽ tt ⩽⩽ 6.6.(( )) (( )) tt

  

ΛύσηΛύση

  :: 22,, 66 RR :: tt == xx tt ,, yy tt == tt,, ,,  2 2 ⩽⩽ tt ⩽⩽ 66,,  συνεχής συνεχής,,  παραγωγίσιμη παραγωγίσιμη⟹⟹rr [[ ]] →→
22

rr(( )) (( (( )) (( )))) tt

'' tt == 11,, ⟹⟹ |||| '' tt |||| == == == ==  και f και f ::RR RR,,  f f xx,, yy == yyrr (( ))
11

22 tt

rr (( ))
dsds

dtdt
11 ++

11

4t4t

4t4t ++ 11

4t4t 22

4t4t ++ 11

tt

22
→→ (( ))

ff ∈∈ CC RR ..  Τότε ορίζεται η f Τότε ορίζεται η f ∘∘ :: 22,, 66 RR,,  ο περιορισμός της f επί της καμπύλης  ο περιορισμός της f επί της καμπύλης ,,     
11 22

rr [[ ]] →→ rr

συνεχής συνάρτηση ως σύνθεση συνεχών συναρτήσεωνσυνεχής συνάρτηση ως σύνθεση συνεχών συναρτήσεων,,  άρα ολοκληρώσιμη στο  άρα ολοκληρώσιμη στο 22,, 66  με με[[ ]]

yds yds == ff ∘∘ tt ·· dtdt == ff ∘∘ tt ·· ||||r'r' tt ||||dtdt == yy tt ·· dtdt ⟹⟹
ΓΓ

∫∫
ΓΓ

∫∫ (( rr))(( ))
dsds

dtdt

66

22

∫∫ (( rr))(( )) (( ))
66

22

∫∫ (( ))
dsds

dtdt

yds yds == ·· dtdt == ·· dtdt == ·· ·· 4t4t ++ 11 ⟹⟹

ΓΓ

∫∫
66

22

∫∫ tt

22

4t4t ++ 11

tt

11

22

66

22

∫∫ 4t4t ++ 11
11

22

11

44

22

33
(( ))

3/23/2

66

22

yds yds == 2525 -- 99 == == ==
ΓΓ

∫∫
11

1212

3/23/2 3/23/2
125125 -- 2727

1212

9898

1212

4949

66

  

  

  



Ασκήσεις τρίτου μαθήματος Ανάλυσης 2
Μιλτιάδης Τηραϊδής

17 Απριλίου 2020

Άσκηση 1
Έστω (a⃗ν) μια ακολουθία τουRn και (aiν), i = 1, 2, . . . , n οι συνιστώσες ακολουθίες
της (a⃗ν) και (⃗a) = (a1, a2, . . . , an)ϵRn. Να δείξετε ότι τα παρακάτω είναι ισοδύναμα:

• a⃗n → a⃗

• aiν → ai για i=1,2,...,n

Λύση
Αρχικά θα αποδείξουμε ότι αν a⃗n → a⃗ τότε aiν → ai, i = 1, 2, ..., n
Έστω a⃗jν → a′j ̸= aj με aj μια τυχαία συνιστώσα ακολουθία. Γνωρίζουμε ότι
a⃗ν = (a1ν , a2ν , . . . , ajν , . . . , anν) → a⃗ = (a1, a2, . . . , aj , . . . , an).
Όμως ajν → a′j . Οπότε, λόγω της μοναδικότητας του ορίου ακολουθίας έχουμε
aj = a′j το οποίο είναι άτοπο. Άρα αν a⃗n → a⃗ τότε aiν → ai.

Τώρα, θα αποδείξουμε ότι αν aiν → ai τότε a⃗n → a⃗, i = 1, 2, ..., n
Έστω ότι (a⃗ν) → a⃗ = (a1, a2, . . . , a

′
j , . . . , an) με a′j ̸= aj .

Γνωρίζουμε ότι aiν → ai για i = 1, 2, . . . , n
Άρα έχουμε ότι a⃗ν = (a1ν , a2ν , . . . , ajν , . . . , anν) → a⃗ = (a1, a2, . . . , aj , . . . , an)
και λόγω της μοναδικότητας του ορίου aj = a′j το οποίο είναι άτοπο.
Άρα αν a⃗n → a⃗ τότε aiν → ai, i = 1, 2, ..., n

Οπότε έχουμε αποδείξει οτι οι δύο ισχυρισμοί είναι ισοδύναμοι.

Άσκηση 2
Να δείξετε ότι κάθε συγκλίνουσα ακολουθία (a⃗ν) του Rn είναι και φραγμένη.

Λύση
α) τρόπος
Αφού (a⃗ν) συγκλίνουσα, τότε εξ’ορισμού lim

ν→+∞
(a⃗ν) = a⃗ , a⃗ϵRn

a⃗ = (a1, a2, . . . , an). Γνωρίζουμε ότι αν (a⃗ν) → a⃗ τότε aiν → ai , i = 1, 2, . . . , n
||⃗a|| =

√
(a1)2 + (a2)2 + · · ·+ (an)2 Θέτω M = max(||a⃗1||, ||a⃗2||, . . . , ||a⃗n||, ||⃗a||)

Τότε, ||a⃗n|| ≤ M ∀nϵN Άρα η (a⃗ν) είναι φραγμένη.

1



β) τρόπος

Πρώτα θα αποδείξουμε ότι
∣∣∣||⃗a|| − ||⃗b||

∣∣∣ ≤ ||⃗a − b⃗|| χρησιμοποιώντας την τριγωνική
ανισότητα. Αρκεί να δείξουμε ότι ||⃗a|| − ||⃗b|| ≤ ||⃗a− b⃗|| και −||⃗a− b⃗|| ≤ ||⃗a|| − ||⃗b||
Έχουμε

||⃗a|| = ||(⃗a− b⃗) + b⃗|| ≤ ||⃗a− b⃗||+ ||⃗b|| ⇒ ||⃗a|| ≤ ||⃗a− b⃗||+ ||⃗b|| ⇒

||⃗a|| − ||⃗b|| ≤ ||⃗a− b⃗|| (1)

||⃗b|| = ||(⃗b− a⃗) + a⃗|| ≤ ||⃗b− a⃗||+ ||⃗a|| ⇒ ||⃗b|| ≤ ||⃗b− a⃗||+ ||⃗a|| ⇒

||⃗b|| − ||⃗a|| ≤ ||⃗b− a⃗|| ⇒ ||⃗a|| − ||⃗b|| ≥ −||⃗b− a⃗|| = −|| − 1 · (⃗a− b⃗)|| ⇒

||⃗a|| − ||⃗b|| ≥ −| − 1| · ||⃗a− b⃗|| = −||⃗a− b⃗|| (2)

Από τις (1) και (2) έχουμε αποδείξει το ζητούμενο.
Τώρα θα δείξουμε ότι κάθε συγκλίνουσα ακολουθία (a⃗ν) του Rn είναι και φραγμένη.
Αφού η (a⃗ν) είναι φραγμένη τότε ∀ε > 0 ∃n0ϵN : ∀ν > n0 ||a⃗ν − a⃗|| < ε

||a⃗ν − a⃗|| < ε ⇒
∣∣∣||a⃗ν || − ||⃗a||

∣∣∣ ≤ ||a⃗ν − a⃗|| ⇒ ||a⃗ν || − ||⃗a|| ≤ ||a⃗ν − a⃗|| < ε ⇒

||a⃗ν || < ||⃗a||+ ε ∀ν > n0

ΘέτουμεM = max{a⃗1||, ||a⃗2||, . . . , ||a⃗n0
||, ||⃗a||+ ε}. Άρα ||a⃗ν || ≤ M ∀νϵN

Άσκηση 3
Έστω (a⃗ν) και (b⃗ν) συγκλίνουσες ακολουθίες τουRn και a⃗, b⃗ϵR με a⃗ν → a⃗ και b⃗ν → b⃗.
Τότε ισχύει a⃗ν + a⃗ν → a⃗+ b⃗.

Λύση
Αφού η (a⃗ν) είναι συγκλίνουσα, τότε για ε > 0 ∃n1ϵN : για n > n1 ||a⃗n − a⃗|| < ε (1)

Όμοια για την (b⃗ν), για ε > 0 ∃n1ϵN : για n > n2||b⃗n − b⃗|| < ε (2)
Τώρα, γιαN = max{n1, n2} έχουμε:

(1) + (2) ⇒ ||a⃗n − a⃗||+ ||b⃗n − b⃗|| < 2ε ⇒

||(a⃗n − a⃗) + (b⃗n − b⃗)|| ≤ ||a⃗n − a⃗||+ ||b⃗n − b⃗|| < 2ε ⇒

||(a⃗n + b⃗n)− (⃗a+ b⃗)|| < 2ε Άρα a⃗ν + a⃗ν → a⃗+ b⃗.

Άσκηση 4
Να δείξετε ότι κάθε φραγμένη ακολουθία (a⃗ν) του Rn περιέχει μία συγκλίνουσα υπο–
ακολουθία.

Λύση
Γνωρίζουμε ότι το θεώρημα Bolzano-Weierstrass ισχύει για ακολουθίες πραγματικών
αριθμών (n = 1). Άρα, λόγω του θεωρήματος Bolzano-Weierstrass, κάθε συνιστώσα
ακολουθία της (a⃗ν) έχει μια συγκλίνουσα υποακολουθία. Άρα, αφού κάθε συνιστώσα
ακολουθία έχει συγκλίνουσα ακολουθία, ισοδύναμα μπορούμε να πούμε ότι η (a⃗ν) έχει
συγκλίνουσα υποακολουθία.
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Ασκήσεις έβδομου μαθήματος ανάλυσης 2
Μιλτιάδης Τηραϊδής (ΑΜ 201900187)

9 Μαΐου 2020

Άσκηση 1

Υπολογίστε τα Ix, Iy, Io του τριγωνικού χωρίου
△

OAB με κορυφές O(0, 0) , A(1, 0) , B(1, 1) πάνω στο
οποίο κατανέμεται μάζα αμελητέου πάχους πυκνότητας δ(x, y) = x+ y2

Λύση
Αρχικά, θα σχεδιάσουμε την γραφική παράσταση για να βρούμε το σύνολοD στο οποίο θα ολοκληρώ-
σουμε.

y=x

y

−1

0

1

2

3

x
−1 0 2 3

Μπορούμε να δούμε λοιπόν ότιD = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x}
έχουμε λοιπον:

Ix =

∫ ∫
D

y2δ(x, y)dxdy =

∫ 1

0

∫ x

0

y2(x+ y2)dydx

=

∫ 1

0

∫ x

0

(y2x+ y4)dydx =

∫ 1

0

[
y3

3
x+

y5

5

]x
0

dx

=

∫ 1

0

(
x4

3
+

x5

5
)dx =

[
x5

15
+

x6

30

]1
0

=
1

15
+

1

30
=

3

30
⇒

Ix =
1

10

Iy =

∫ ∫
D

x2δ(x, y)dxdy =

∫ 1

0

∫ x

0

x2(x+ y2)dydx =

∫ 1

0

∫ x

0

(x3 + y2x2)dydx

=

∫ 1

0

[
x3y +

y3

3
x2

]x
0

dx =

∫ 1

0

(x4 +
x5

3
)dx =

[
x5

5
+

x6

18

]1
0

=
1

5

1

18
=

18 + 5

90
⇒

Iy =
23

90

Io = Ix + Iy =
1

10
+

23

90
=

23 + 9

90
=

32

90
=

16

45

1



Άσκηση 2
Βρείτε την μάζα μιας λεπτής πλάκας πυκνότητας δ(x, y) = x+1
που φράσεται από τις καμπύλες y = x2 , y = −x2 + 2x

Λύση
Πάλι, σχεδιάζουμε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεών
μας για να δούμε ποιό είναι το σύνολοD στο οποίο θα ολοκληρώσουμε:

Μπορούμε να δούμε λοιπόν ότιD =
{
(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1 , x2 ≤ y ≤ 2x− x2

}

y=2x-x
2

y=x
2

y

−2

−1

0

1

2

3

4

x
−3 −2 −1 0 1 2 3

m =

∫ ∫
D

δ(x, y)dxdy =

∫ 1

0

∫ 2x−x2

x2

(x+ 1)dydx

=

∫ 1

0

[yx+ y]
2x−x2

x2 dx =

∫ 1

0

(
(2x− x2)x+ 2x− x3 − 2x2

)
dx

=

∫ 1

0

(−2x3 + 2x)dx = [x2 − 2

4
x4]10 =

1

2

Άσκηση 4
Να υπολογιστεί το I =

∫ ∫
B
(ex+x)sinydxdy και σαν x-απλο και σαν y-απλο, όπουB = [1, 2]× [0, π

2 ]

Λύση
α) σαν y-απλο

I =

∫ ∫
B

(ex + x)sinydxdy =

∫ π
2

0

∫ 2

1

(ex + x)sinydxdy =

∫ π
2

0

siny
[
ex +

x2

2

]2
1
dy

=

∫ π
2

0

siny(e2 + 2− e− 1

2
)dy =

[
− cosy(e2 − e+

3

2
)
]π

2

0
= e2 − e+

3

2

β) σαν x-απλο

I =

∫ ∫
B

(ex + x)sinydxdy =

∫ 2

1

∫ π
2

0

(ex + x)sinydydx =

∫ 2

1

(
ex + x)[−cosy

]π
2

0
dx

=

∫ 2

1

(ex + x)(0− (−1))dx =
[
e2 +

x2

2

]2
1
= e2 +

4

2
− e− 1

2
= e2 − e+

3

2

2



Ασκήσεις όγδοου μαθήματος Ανάλυσης 2
Μιλτιάδης Τηραϊδής (ΑΜ: 201900187)

21 Μαΐου 2020

Άσκηση 1
Έστω f : D ⊆ R3 → R και F⃗ : D ⊆ R3 → R3 C2στο D. Να δείξετε ότι ∇ × (∇f) = 0⃗ και
∇ · (∇× F⃗ ) = 0

Λύση

• ∇× (∇f) = 0⃗

∇× (∇f) =

∣∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

∂f
∂x

∂f
∂y

∂f
∂z

∣∣∣∣∣∣∣ = î
( ∂2f

∂z∂y
− ∂2f

∂y∂z

)
+ ĵ

( ∂2f

∂x∂z
− ∂2f

∂z∂x

)
+ k̂

( ∂2f

∂y∂x
− ∂2f

∂x∂y

)
Όμως, αφού η f είναι C2 στοD, ισχύει το Θεώρημα Clairant. Δηλαδή:

∂2f

∂xi∂xj
=

∂2f

∂xj∂xi
∀i, j ∈ {1, 2, 3} (x1 = x, x2 = y, x3 = z)

Άρα∇× (∇f) = î0 + ĵ0 + k̂0 = 0⃗

• ∇ · (∇× F⃗ ) = 0

∇ · (∇× F⃗ ) = ∇ ·

∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

F1 F2 F3

∣∣∣∣∣∣ = ∇ ·

[
î
(∂F3

∂y
− ∂F2

∂z

)
+ ĵ

(∂F1

∂z
− ∂F3

∂x

)
+ k̂

(∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)]
⇒

∇ · (∇× F⃗ ) =
∂F3

∂y∂x
− ∂F2

∂z∂x
+

∂F1

∂z∂y
− ∂F3

∂x∂y
+

∂F2

∂x∂z
− ∂F1

∂y∂z
= 0

Άσκηση 2
Να δείξετε ότι κάθε συντηρητικό διανυσματικό πεδίο F⃗ (P,Q,R) : d ⊆ R3 → R3 είναι αστρόβιλο

Λύση
Για να είναι αστρόβιλο το πεδίο F⃗ πρέπει ∇× F⃗ = 0⃗ Αφού το F⃗ είναι συντηρητικό μπορεί να γραφτεί
ως∇Φ. Έχουμε:

∇× F⃗ = ∇× (∇Φ) = 0⃗ (Από άσκηση 1)
Άρα ισχύει το ζητούμενο.

1



Συμπληρωματικές Ασκήσεις 9ου μαθήματος Ανάλυσης 2
Μιλτιάδης Τηραϊδής

18 Ιουνίου 2020

Άσκηση 1
Να υπολογιστεί η κατευθυνόμενη παράγωγος f⃗u(⃗a) της f(x, y, z) = xyzex2+y2+z2 στο σημείο a⃗ = (0, 1, 1)
ως προς την κατεύθυνση u⃗ =

(√
2
2 ,

√
2
2 , 0

)
Λύση

∥u⃗∥ =

√(√2
2

)2
+
(√2
2

)2
+ 02 =

√
1
2 +

1
2 = 1 Άρα το u⃗ είναι μοναδιάιο

∂f
∂x = yex

2+y2+z2 + 2x2yex
2+y2+z2 ∂f

∂y = xex
2+y2+z2 + 2y2xex

2+y2+z2

∂f
∂z = 2xyzex

2+y2+z2

Αφού υπάρχουν οι μερικοί παράγωγοι της f και είναι συνεχείς, η f είναι διαφορίσιμη. Οπότε, απο γνωστό
θεώρημα έχουμε ότι

f⃗u(⃗a) = ∇f(⃗a) · u⃗ = (1 · e0+1+1 + 0, 0+ 0, 0) ·
(√2
2 ,

√
2
2 , 0

)
=

√
2
2 e2

Άσκηση 2
Δίνεται η συνάρτηση f(x, y, z) = x+ y2 + z3.

i) Να βρεθεί για ποιές κατευθύνσεις η κατευθυνόμενη παράγωγος της συνάρτησης f στο σημείο (0, 0, 0)
παίρνει μέγιστη και ελάχιστη τιμή.
ii) Να βρεθεί για ποιές κατευθύνσεις η κατευθυνόμενη παράγωγος της συνάρτησης f στο σημείο (1, 1, 1)
παίρνει μέγιστη και ελάχιστη τιμή.

Λύση
i)

∂f
∂x = 1 ∂f

∂y = 2y ∂f
∂z = 3z2

Αφού υπάρχουν οι μερικοί παράγωγοι της f και είναι συνεχείς, η f είναι διαφορίσιμη. Απο γνωστό
θεώρημα, η κατευθυνόμενη παράγωγος γίνεται μέγιστη όταν τα διανύσματα ∇f(⃗a), u⃗ είναι ομόρροπα
και παράλληλα, ενώ γίνεται ελάχιστη όταν τα διανύσματα είναι αντίρροπα.

1



Αρχικά, βρίσκουμε πότε τα διανύσματα είναι παράλληλα, δηλαδή πότε ισχύει∇f(0, 0, 0)× u⃗ = 0⃗

∇f(0, 0, 0)× u⃗ =

∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
1 0 0
ux uy uz

∣∣∣∣∣∣ = î · 0− ĵ(uz − 0) + k̂(uy − 0) = 0⃗

Άρα πρέπει u⃗ = (ux, 0, 0) για να είναι παράλληλα. Όμως, το u⃗ είναι διάνυσμα κατέυθυνσης, οπότε
πρέπει να είναι και μοναδιάιο.

∥u⃗∥ =
√
u2x = 1 ⇒ |ux| = 1

Έτσι, όταν ux = 1 τα∇f(0, 0, 0), u⃗ είναι ομόρροπα και έχουμε μέγιστο, ενώ όταν ux = −1 τα∇f(0, 0, 0),
u⃗ είναι αντίρροπα και έχουμε ελάχιστο.

ii)

Πάλι ψάχνουμε πότε τα διανύσματα∇f(1, 1, 1), u⃗ είναι παράλληλα:

∇f(1, 1, 1)× u⃗ = 0⃗ ⇒

∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
1 2 3
ux uy uz

∣∣∣∣∣∣ = î(2uz − 3uy)− ĵ(uz − 3ux) + k̂(uy − 2ux) = 0⃗

Άρα πρέπει να ισχύει:
2uz − 3uy = 0
uz − 3ux = 0
uy − 2ux = 0

⇒


2 · 3ux − 3 · 2ux = 0
uz = 3ux
uy = 2ux

⇒


0 = 0
uz = 3ux
uy = 2ux

Οπότε u⃗ = (ux, 2ux, 3ux) και αφού u⃗ κατεύθυνση τότε:

∥u⃗∥ =
√
u2x + (2ux)2 + (3ux)2 =

√
14|ux| = 1 ⇒ |ux| =

1√
14

Αφού ∇f(1, 1, 1) = (1, 2, 3), τα ∇f(1, 1, 1), u⃗ είναι ομόρροπα (και έχουμε μέγιστο) όταν ux = 1√
14 ενώ

είναι αντίρροπα (και έχουμε ελάχιστο) όταν ux = − 1√
14

Άσκηση 3
Να υπολογιστεί το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα

∫
Γ F⃗ · d⃗r της συνάρτησης

F⃗(x, y, z) = (sinz, cosz, 3
√xy)

Όπου Γ =
{⃗
r(t) = (cos3t, sin3t, t) : t ∈

[
0, 3π2

]}
Λύση
Η Γ είναι C1. Έχουμε r′(t) = (−3cos2tsint, 3costsin2t, 1)∫

Γ
F⃗ · d⃗r =

∫ 3π/2

0
F⃗
(⃗
r(t)

)
r⃗′(t)dt =

∫ 3π/2

0
(cos3t, sin3t, 3√cos3tsin3t) · (−3cos2tsint, 3costsin2t, 1)dt

=

∫ 3π/2

0
(−3sin2tcos2t+ 3sin2tcos2t+ 3√cos3tsin3t)dt =

∫ 3π/2

0
sintcostdt = 1

2

∫ 3π/2

0
sin2tdt

= −1
2 [cos2t]

3π/2
0 = −1

2

(
cos(3π/2)− cos0

)
=
1
2

2



Άσκηση 4
Να υπολογιστεί το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα

∫
Γ F⃗ · d⃗r της συνάρτησης

F⃗(x, y) =
(
− y
x2 + y2 ,

x
x2 + y2

)
= (P,Q)

Όπου Γ ο μοναδιαίος κύκλος με κέντρο (0, 0).

Λύση

Γ =
{
(x, y) : x2 + y2 = 1

}
Το χωρίο D που περικλύεται από την καμπύλη Γ είναι απλό και συνεκτικό χωρίο και η Γ είναι κατα
τμήματα C1 καμπύλη και θετικά προσανατολισμένη. Επομένως, ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις του
θεωρήματος Green και έχουμε:

I =
∫
Γ
F⃗ · d⃗r =

∫ ∫
D

(∂Q
∂x − ∂P

∂y

)
dxdy =

∫ ∫
D

( 2xy
(x2 + y2)2 +

2xy
(x2 + y2)2

)
dxdy

Τώρα, εφαρμόζουμε μετασχηματισμό σε πολικές συντεταγμένες:

x = rcosθ, y = rsinθ x2 + y2 = r2 με 0 ≤ r ≤ 1 και 0 ≤ θ ≤ 2π

I =
∫ 2π

0

∫ 1

0
r
(4rcosθrsinθ

12
)
drdθ =

∫ 2π

0
cosθsinθ[r2]10dθ =

1
2

∫ 2π

0
sin(2θ)dθ = −1

2 [cos(2θ)]
2π
0 = 0

Άσκηση 5
Να αποδειχθεί ότι

i) lim
(x,y)→(0,0)

x2 − y2
x2 + y2 xy = 0 ii) lim

(x,y)→(0,0)

2xy
x2 + y2 y = 0

Λύση
i)

Έστω f(x, y) = x2−y2
x2+y2 xy και τυχαίο ε > 0. Θα βρούμε δ = δ(ε) > 0 : για ∥(x, y)− (0, 0)∥ =

√
x2 + y2 <

δ να ισχύει | x
2−y2
x2+y2 xy− 0| < ε. Έχουμε:

|x
2 − y2
x2 + y2 xy| =

|x2 − y2| · |xy|
x2 + y2 ≤ x2|xy|

x2 + y2 ≤ |xy| ≤ x2 + y2 < δ2

Άρα αρκεί να διαλέξουμε δ2 = ε.

Έστω f(x, y) = 2xy
x2+y2 y και τυχαίο ε > 0. Θα βρούμε δ = δ(ε) > 0 : για ∥(x, y)− (0, 0)∥ =

√
x2 + y2 < δ

να ισχύει | 2xy
x2+y2 y− 0| < ε. Έχουμε:

| 2xy
x2 + y2 y| =

2|x|y2
x2 + y2 ≤ 2|x| ≤ 2

√
x2 + y2 < 2δ

Άρα αρκεί να διαλέξουμε 2δ = ε.

3



Άσκηση 6
Να μελετηθεί ως προς την συνέχεια η συνάρτηση

f(x, y) =
{

2x2y
x2+y2 , (x, y) ̸= (0, 0)
0, (x, y) = (0, 0)

Λύση
Για (x, y) ̸= 0 η f(x, y) είναι συνεχής.

f(x, 0) = 2x2 · 0
x4 + 0 = 0 → 0 για (x, 0) → (0, 0)

f(x, x2) = 2x2 · x2
x4 + x4 = 1 → 1 για (x, x2) → (0, 0)

Άρα η f δεν είναι συνεχής στο (0, 0) καθώς το lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) δεν υπάρχει.

Άσκηση 7
Δίνεται η συνάρτηση

f(x, y) = x2 + 4y2 (x, y) ∈ R2

Να υπολογιστεί το df(2, 3)

Λύση
Η f είναι διαφορίσιμη καθώς οι μερικές παράγωγοί

∂f
∂x = 2x και ∂f

∂y = 8y

υπάρχουν και είναι συνεχείς. Επίσης,∇f(x, y) = (2x, 8y) και∇(2, 3) = (4, 24). Άρα

df(2, 3)(x, y) = ∇(2, 3) · (x, y) = (4, 24) · (x, y) = 2x+ 24y

Άσκηση 8
Να υπολογιστεί ο όγκος του στερεού B που βρίσκεται στο πρώτο ογοημόριο (x, y, z ≥ 0) και περιβάλλεται
από τις επιφάνειες x2 + y2 = 9, 3z = x2 + y2

Λύση
Εφαρμόζουμε μετασχηματισμό σε κυλινδρικές συντεταγμένες:

x = rcosθ y = rsinθ z = r2
3 με 0 ≤ r ≤ 3, 0 ≤ θ ≤ 2π, r2

3 ≤ z ≤ 3

I =
∫ ∫ ∫

B
dxdydz =

∫ π/2

0

∫ 3

0

∫ 3

r2/2
rdzdrdθ =

∫ π/2

0

∫ 3

0
r
(
3− r2

2

)
drdθ =

∫ π/2

0

[3
2r

2 − r3
9

]3
0
dθ ⇒

I = 3
29[θ]

π/2
0 =

27π
4

4
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Κεφάλαιο 1

Ολοκληρώµατα

1.1 Τριπλό Ολοκλήρωµα

Ι. Πάνω σε ορθογώνιο του R3

΄Εστω
R = [α1, β1]× [α2, β2]× [α3, β3]

ένα κλειστό ορθογώνιο (παραλληλεπίπεδο) του R3 και µία ϕραγµένη
συνάρτηση:

f : R −→ R

1



2 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 Ολοκληρώµατα

Το τριπλό ολοκλήρωµα πάνω στο ορθογώνιο R ⊆ R3 ορίζεται όπως
ορίστηκε το διπλό ολοκλήρωµα πάνω σε ορθογώνιο του R2. Συγκε-
κριµένα ϑεωρούµε µία διαµέριση του R, ως εξής :

P = Pξηζ = {Rijk : i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m, k = 1, 2, . . . , l}

όπου
Rijk = [ξi−1, ξi]× [ηj−1, ηj ]× [ζk−1, ζk]

είναι τα ορθογώνια του R3, που ορίζονται από τις διαµερίσεις :

Pξ = {α1 = ξ0, ξ1, . . . , ξn = β1}, µε ξ0 < ξ1 < . . . < ξn,

Pη = {α2 = η0, η1, . . . , ηm = β2}, µε η0 < η1 < . . . < ηm,

Pζ = {α3 = ζ0, ζ1, . . . , ζl = β3}, µε ζ0 < ζ1 < . . . < ζl,

των διαστηµάτων [α1, β1], [α2, β2], [α3, β3] αντίστοιχα.

Η λεπτότητα λ(P ) της διαµέρισης P ορίζεται :

λ(P ) = max{ρ(Rijk) : i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m, k = 1, 2, . . . , l},

όπου

ρ(Rijk) =
√
(ξi − ξi−1)2 + (ηj − ηj−1)2 + (ζk − ζk−1)2

είναι το µήκος της διαγωνίου του ορθογωνίου Rijk.

Θεωρούµε µία ϕραγµένη συνάρτηση

f : R −→ R

και για τη διαµέριση P = Pξηζ ορίζουµε τα αθροίσµατα:

U(f, P ) :=
n∑
i=1

m∑
j=1

l∑
k=1

MijkV (Rijk) : άνω άθροισµα

L(f, P ) :=
n∑
i=1

m∑
j=1

l∑
k=1

mijkV (Rijk) : κάτω άθροισµα

όπου

Mijk = sup{f(x, y, z) : (x, y, z) ∈ Rijk}
mijk = inf{f(x, y, z) : (x, y, z) ∈ Rijk}

V (Rijk) = (ξi − ξi−1)(ηj − ηj−1)(ζk − ζk−1) : όγκος του Rijk.



1.1 Τριπλό Ολοκλήρωµα 3

Επίσης ορίζουµε∫ −
R
fd(V ) := inf

P
U(f, P ) : ΄Ανω ολοκλήρωµα∫

−R
fd(V ) := sup

P
L(f, P ) : Κάτω ολοκλήρωµα

Ορισµός

Η συνάρτηση f λέγεται ολοκληρώσιµη στο ορθογώνιο R ⊆ R3
, όταν

ισχύει ∫ −
R
fd(V ) =

∫
−R

fd(V ) = λ

Ο αριθµός λ είναι το τριπλό ολοκλήρωµα της f στο ορθογώνιο R και

συµβολίζεται∫ ∫
R

∫
f(x, y, z)d(V ) ή

∫ ∫
R

∫
f(x, y, z)dxdydz.

Οι ιδιότητες των διπλών ολοκληρωµάτων (αλλά και των απλών) απο-
δεικνύεται ότι ισχύουν και εδώ.

Ο υπολογισµός ενός τριπλού ολοκληρώµατος πάνω στο ορθογώνιο
R του R3, γίνεται, όπως του διπλού ολοκληρώµατος µε τη ϐοήθεια
των (τριπλών) διαδοχικών ολοκληρωµάτων.
Για τη συνάρτηση f : R −→ R, R ⊆ R, υποθέτουµε ότι υπάρχουν
τα διπλά διαδοχικά ολοκληρώµατα:

F23(x) =

∫ β2

α2

∫ β3

α3

f(x, y, z)dzdy, x ∈ [α1, β1]

F32(x) =

∫ β3

α3

∫ β2

α2

f(x, y, z)dydx, x ∈ [α1, β1]

F13(y) =

∫ β1

α1

∫ β3

α3

f(x, y, z)dzdx, y ∈ [α2, β2]

κ.λ.π. (6 συνολικά συνδυασµοί).

Αν οι συναρτήσεις F23, F32, κ.λ.π. είναι ολοκληρώσιµες στα αντίστοι-
χα διαστήµατα, τότε ορίζονται τα τριπλά διαδοχικά ολοκληρώµατα.
Π.χ.∫ β1

α1

∫ β2

α2

∫ β3

α3

f(x, y, z)dzdydx =
∫ β1
α1

[∫ β2
α2

∫ β3
α3
f(x, y, z)dzdy

]
dx,∫ β2

α2

∫ β1

α1

∫ β3

α3

f(x, y, z)dzdxdy =
∫ β2
α2

[∫ β1
α1

∫ β3
α3
f(x, y, z)dzdx

]
dy.
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Αποδεικνύεται το ακόλουθο ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 1.1.1. Αν η f : R −→ R είναι συνεχής, τότε υπάρχει

το τριπλό ολοκλήρωµα της f στο R και όλα τα τριπλά διαδοχικά

ολοκληρώµατα και ισχύει :∫ ∫
R

∫
f(x, y, z)dxdydz =

∫ β1

α1

∫ β2

α2

∫ β3

α3

f(x, y, z)dzdydx =

=

∫ β2

α2

∫ β1

α1

∫ β3

α3

f(x, y, z)dzdxdy =

= . . .

Παραδείγµατα

1) Να υπολογίσετε το (τριπλό) διαδοχικό ολοκλήρωµα

I =

∫ 1

0

∫ 2

1

∫ 3

1
xzey+zdxdzdy

Λύση

I =

∫ 1

0

∫ 2

1

[
1

2
x2zey+z

]3
1

dzdy =

=

∫ 1

0

∫ 2

1
4zey+zdzdy =

= 4

∫ 1

0

[
zey+z − ey+z

]2
1
dy =

= 4

∫ 1

0
ey+2dy =

= 4
[
ey+2

]1
0
=

= 4(e3 − e2).

ΙΙ. Πάνω σε ϕραγµένο υποσύνολο του R3

΄Εστω B ⊆ R3, B : ϕραγµένο και f : B −→ R ϕραγµένη.

B : ϕραγµένο⇒ ∃ κλειστό ορθογώνιο R : B ⊆ R.

Θεωρούµε τη συνάρτηση:

f̃(x, y, z) =

{
f(x, y, z), (x, y, z) ∈ B
0, (x, y, z) ∈ R−B
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Ορισµός

Η συνάρτηση f είναι ολοκληρώσιµη στο B ⇔ η f̃ είναι ολοκληρώσι-

µη στο R.

Αποδεικνύεται ότι∫ ∫ ∫
R
f̃(x, y, z)dxdydz =

∫ ∫
R1

∫
f̃(x, y, z)dxdydz

∀ κλειστό ορθογώνιο R1 : B ⊆ R1, δηλαδή το ολοκλήρωµα της f̃
είναι ανεξάρτητο του R (αρκεί να περιέχει το B).

Ορίζουµε :
Τριπλό ολοκλήρωµα της f στο B:∫ ∫

B

∫
f(x, y, z)dxdydz =

∫ ∫
R

∫
f̃(x, y, z)dxdydz

΄Ογκος V του B:

V (B) =

∫ ∫
B

∫
dxdydz

Απλά σύνολα

΄Εστω B ⊆ R3:

B : xy − απλό⇔
B = {(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ D, ω1(x, y) ≤ z ≤ ω2(x, y)},

όπου D : x− απλό ⊆ R2, ω1, ω2 : D −→ R συνεχείς.
∆ηλαδή

B = {(x, y, z) ∈ R3 :

α ≤ x ≤ β, φ1(x) ≤ y ≤ φ2(x), ω1(x, y) ≤ z ≤ ω2(x, y)},
φ1, φ2 : [α, β] −→ R συνεχείς.

Ανάλογα ορίζονται τα σύνολα: yx− απλό, xz− απλό, . . . .

Το B ⊆ R3 λέγεται απλό σύνολο αν είναι συγχρόνως : xy− απλό,
xz− απλό, . . . , π.χ. η σφαίρα.
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y

x

z

B
ω2

ω1

φ1
φ2

β

α

Θεώρηµα 1.1.2. (Fubini) ΄Εστω f : B −→ R, B ⊆ R3
, συνεχής και

ϕραγµένη. ΑνB είναι xy− απλό, τότε υπάρχει το τριπλό ολοκλήρωµα∫ ∫
B

∫
f(x, y, z)dxdydz και ισχύει :∫ ∫

B

∫
f(x, y, z)dxdydz =

∫ β

α

∫ φ2(x)

φ1(x)

∫ ω2(x,y)

ω1(x,y)
f(x, y, z)dzdydx

Οµοίως, αν το B είναι xz− απλό, τότε ... .

Ασκήσεις

1) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα: I =
∫ ∫

B

∫
(x2 + y2)dxdydz, ό-

που Β είναι το στερεό που περιβάλλεται από την επιφάνεια x2+y2 =
2z (παραβολοειδές) και το επίπεδο z = 2.

Λύση

Τοµή των επιφανειών :{
x2 + y2 = 2z

z = 2
⇒ x2 + y2 = 4.
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z

2

y
2

2
x

z
rθ

Χρησιµοποιούµε κυλινδρικές συντεταγµένες :
x = r cos θ

y = r sin θ

z = 2

Εξίσωση παραβολοειδούς : r2 = 2z
0 ≤ θ ≤ 2π

0 ≤ r ≤ 2
r2

2 ≤ z ≤ 2

Εποµένως :

I =

∫ 2π

0

∫ 2

0

∫ 2

r2

2

r2rdzdrdθ =

=

∫ 2π

0

∫ 2

0

(
2r3 − r5

2

)
drdθ =

=

∫ 2π

0

[
2r4

4
− r6

12

]2
0

dθ =

=
16π

3
.

2) Να υπολογιστεί ο όγκος του στερεού Β, που περιβάλλεται από
το επίπεδο z = 0, το παραβολοειδές z = x2 + y2 και τον κύλινδρο
x2 + y2 = 1.

Λύση
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z

1

y
1

1
x

Αν B1 είναι το µέρος του στερεού Β που ϐρίσκεται στην πρώτη στε-
ϱεά γωνία, τότε : V (B) = 4V (B1), όπου V (B1) =

∫ ∫
B1

∫
dxdydz.

Εφαρµόζουµε τον κυλινδρικό µετασχηµατισµό και έχουµε:

V (B1) =

∫ π
2

0

∫ 1

0

∫ r2

0
rdzdrdθ =

=

∫ π
2

0

∫ 1

0
r3drdθ =

=
1

4

∫ π
2

0
dθ =

=
π

8
.

΄Αρα V (B) = 4 ∗ π8 = π
2 .

3) Να ϐρεθεί ο όγκος του στερεού Β που ϐρίσκεται µέσα στη σφαίρα
x2 + y2 + z2 = 16 και µέσα στον κύλινδρο x2 + y2 = 4.

Λύση

Αν B1 είναι το µέρος του στερεού Β που περιέχεται στην πρώτη
στερεά γωνία, τότε : V (B) = 8V (B1).

Σε κυλινδρικές συντεταγµένες οι εξισώσεις των επιφανειών είναι :

{
z =
√
16− r2 : σφαίρας

r = 2 : κυλίνδρου
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z

y
2

2

x

rθ

4

4

4

z

Είναι

V (B1) =

∫ π
2

0

∫ 2

0

∫ √16−r2
0

rdzdrdθ =

=

∫ π
2

0

∫ 2

0
r
√
16− r2drdθ =

= −1

2

2

3

∫ π
2

0

[(
16− r2

) 3
2

]2
0
dθ =

=
π

6

(
16

3
2 − 12

3
2

)
.

Σφαιρικός µετασχηµατισµός

θ

φ

M(x, y, z)

y

x

z

ρ
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~T :


x = ρ cos θ sinφ, 0 ≤ θ < 2π

y = ρ sin θ sinφ, 0 ≤ φ < π

z = ρ cosφ, 0 ≤ ρ <∞

f : B ⊆ R3 −→ R ολοκλ.
~T : G ⊆ R3 −→ ~T (G) = B σφαιρικός µετασχηµατισµός

det(J ~T (ρ, θ, φ)) = −ρ2 sinφ

∫ ∫
B

∫
f(x, y, z)dxdydz =∫ ∫

G

∫
f(ρ cos θ sinφ, ρ sin θ sinφ, ρ cosφ)ρ2 sinφdρdθdφ

V (B) =

∫ ∫
G

∫
ρ2 sinφ dρdθdφ

΄Ογκος ελλειψοειδούς : x2

α2 + y2

β2 + z2

γ2
= 1, α, β, γ > 0.


x = αρ cos θ sinφ

y = αρ sin θ sinφ

z = αρ cosφ

⇒

{
J ~T (ρ, θ, φ) = −αβγρ2 sinφ
V (B) =

∫ 2π
0

∫ π
0

∫ 1
0 ρ

2 sinφ αβγ dρdφdθ = 4
3παβγ

4) Να υπολογιστεί ο όγκος του ελλειψοειδούς x2

α2 + y2

β2 + z2

γ2
= 1.

Λύση

Εφαρµόζουµε το µετασχηµατισµό:


x = αρ cos θ sinφ, 0 ≤ θ ≤ 2π

y = βρ sin θ sinφ, 0 ≤ φ ≤ π
z = γρ cosφ, 0 ≤ ρ ≤ 1
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y

x

z

γ

α

β

Η εξίσωση του ελλειψοειδούς γίνεται ρ = 1 και η ορίζουσα του µε-
τασχηµατισµού: ∣∣∣∣det ∂(x, y, z)∂(ρ, θ, φ)

∣∣∣∣ = αβγρ2 sinφ

V (B) =

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ 1

0
αβγρ2 sinφdρdφdθ = ... =

4

3
παβγ.
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Κεφάλαιο 1

Ολοκληρώµατα

1.1 ∆ιπλό Ολοκλήρωµα

Ι. Πάνω σε ορθογώνιο

΄Εστω
f : R = [α, β]× [γ, δ] −→ R

µία ϕραγµένη συνάρτηση στο ορθογώνιοR. Ορίζουµε µία διαµέριση
του ορθογωνίου R, ως εξής :

Px = {α, ξ1, ξ2, . . . , ξn−1, β}, µε α = ξ0 < ξ1 < . . . < ξn−1 < ξn = β

Py = {γ, n1, n2, . . . , nn−1, δ}, µε γ = n0 < n1 < . . . < nn−1 < nn = δ

διαµερίσεις των διαστηµάτων [α, β], [γ, δ], αντίστοιχα, δηλαδή

[α, β] =
n⋃
i=1

[ξi−1, ξi], [γ, δ] =
m⋃
j=1

[nj−1, nj ]

Το σύνολο

α β

γ

δ

ξi−1 ξi

ηj−1

ηj

{Rij : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m},

1
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όπου
Rij = [ξi−1, ξi]× [nj−1, nj ]

είναι µία διαµέριση του ορθογωνίου R.
΄Εστω

A(Rij) : το εµβαδόν του Rij = (ξi−1, ξi)(nj−1, nj)

και
Mij = sup

Rij

f(x, y), mij = inf
Rij

f(x, y)

Αν P µία τυχούσα διαµέριση του R, ορίζουµε :

U(f, P ) :=
n∑
i=1

m∑
j=1

MijA(Rij) : άνω άθροισµα

L(f, P ) :=
n∑
i=1

m∑
j=1

mijA(Rij) : κάτω άθροισµα

Επίσης ορίζουµε (αποδεικνύεται ότι υπάρχουν)∫ −
R
fd(A) := inf

P
U(f, P ) : άνω ολοκλήρωµα της fστο R.∫

−R
fd(A) := sup

P
L(f, P ) : κάτω ολοκλήρωµα της fστο R.

Ορισµός

Η f ϑα λέγεται ολοκληρώσιµη στο ορθογώνιο R, όταν∫ −
R
fd(A) =

∫
−R

fd(A)

Ο αριθµός

∫ −
R fd(A) =

∫
−R fd(A) λέγεται διπλό ολοκλήρωµα της f

στο R και συµβολίζεται∫ ∫
R
fd(A) ή

∫ ∫
R
f(x, y)dxdy

Ιδιότητες του διπλού ολοκληρώµατος

΄Εχει τις ίδιες ιδιότητες µε το (απλό) ορισµένο ολοκλήρωµα.
π.χ.

i. ∫ ∫
D

(λ1f1(x, y) + λ2f2(x, y)) dxdy =

= λ1

∫ ∫
D
f1(x, y)dxdy + λ2

∫ ∫
D
f2(x, y)dxdy
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ii. ∣∣∣∣∫ ∫
D
f(x, y)dxdy

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∫
D
|f(x, y)| dxdy

Αν D = ∪`k=1Dk, Dk : κλ. ορθ., ανά δύο δεν έχουν κοινά εσωτερικά
σηµεία, τότε∫ ∫

D
f(x, y)dxdy =

∑̀
k=1

∫ ∫
Dk
f(x, y)dxdy

∆ιαδοχικά ολοκληρώµατα

Ορίζονται ως∫ β

α

∫ δ

γ
f(x, y)dydx =

∫ β
α

[∫ δ
γ f(x, y)dy

]
dx∫ δ

γ

∫ β

α
f(x, y)dxdy =

∫ δ
γ

[∫ β
α f(x, y)dx

]
dy

µε την υπόθεση ότι υπάρχουν τα επιµέρους (απλά) ορισµένα ολοκλη-

ϱώµατα.

Θεώρηµα 1.1.1. ΄Εστω

f : D = [α, β]× [γ, δ] −→ R συνεχής

τότε υπάρχουν :

∫ ∫
D f(x, y)dxdy,

∫ β
α

∫ δ
γ f(x, y)dydx,

∫ δ
γ

∫ β
α f(x, y)dxdy

και είναι ίσα.

ΙΙ. Σε ϕραγµένο υποσύνολο του R2

΄Εστω
f : D ⊆ R2 −→ R

ϕραγµένη συνάρτηση, ορισµένη στο ϕραγµένο σύνολο D ⊆ R2. ΄Ε-
στω R κλειστό ορθογώνιο του R2 τέτοιο ώστε D ⊆ R (το R υπάρχει,
αφού D ϕραγµένο). Θεωρούµε τη συνάρτηση

f̄ : R −→ R2

όπου

f̄(x, y) =

{
f(x, y), (x, y) ∈ D
0, (x, y) ∈ R−D

δηλαδή η f̄ είναι µία επέκταση της f στο R, προφανώς ϕραγµένη.
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D

R

Ορισµός

Η συνάρτηση f λέγεται ολοκληρώσιµη στο D όταν η f̄ είναι ολοκλη-

ϱώσιµη στο R και ορίζουµε

∫ ∫
D
f(x, y)dxdy =

∫ ∫
R
f̄(x, y)dxdy

Αποδεικνύεται ότι το ολοκλήρωµα

∫ ∫
D f(x, y)dxdy είναι ανεξάρτητο

από το ορθογώνιο R.

Θεώρηµα 1.1.2. Αν η f : R→ R είναι συνεχής, τότε είναι ολοκληρώσιµη

στο R.

Το διπλό ολοκλήρωµα παριστάνει γεωµετρικά τα εξής :

(i)

∫ ∫
R
dxdy = εµβαδόν του R

(ii)

∫ ∫
R
f(x, y)dxdy = όγκος του στερεού Σ(f , R), όπου Σ(f , R) είναι το στερεό :

Παραδείγµατα

1) D = [0, 1]× [2, 3], f(x, y) = x2y + y cos(πx)
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z = f(x, y)

∫ ∫
D
f(x, y)dxdy =

∫ 1

0

∫ 3

2

(
x2y + y3 cos(πx)

)
dxdy =

=

∫ 1

0

[
x2
y2

2
+
y4

4
cos(πx)

]3
2

dx =

=

∫ 1

0

(
5

2
x2 +

65

4
cos(πx)

)
dx =

=

[
5

6
x3 − 65

4π
cos(πx)

]1
0

=

=
5

6

2) Να ϐρεθεί ο όγκος του στερεού Σ(f , R), όπου
D = [0, 1]× [0, 2], f(x, y) = x+ y

V =

∫ ∫
D
f(x, y)dxdy =

∫ 1

0

∫ 2

0
(x+ y)dydx =

∫ 1

0

[
xy +

y2

2

]0
2

dx =

=

∫ 1

0
(2x+ 2)dx =

[
x2 + 2x

]0
1

= 3.
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1

2

Πολικές Συντεταγµένες

΄Εστω O ο πόλος. Με αφετηρία το O σχεδιάζουµε τον πολικό άξονα, κα-
τά αντιστοιχία µε τον ϑετικό ηµιάξονα x στις Καρτεσιανές συντεταγµένες.
΄Ενα τυχαίο σηµείο P του επιπέδου µπορεί να περιγραφεί απο ένα Ϲεύγος
πολικών συντεταγµένων (r, θ), όπου το r δείχνει την κατευθυνόµενη από-
σταση του P απο το O και το θ δείχνει την κατευθυνόµενη γωνία του

−−→
OP

µε τον πολικό άξονα (θ > 0 όταν διαγράφεται αριστερόστροφα και θ < 0
όταν διαγράφεται δεξιόστροφα).

Συσχετισµός πολικών και καρτεσιανών συντεταγµένων

x = r cos θ, y = r sin θ, x2 + y2 = r2,
y

x
= tan θ

Ασκήσεις

1) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα: I =
∫ 1
0

∫√1−y2
0 (x2 + y2)dxdy

Λύση

D : 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ x ≤
√

1− y2
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x

y

1

1

Εφαρµόζουµε τον πολικό µετασχηµατισµό:

~T :

{
x = r cos θ, 0 ≤ θ ≤ π

2

y = r sin θ, 0 ≤ r ≤ 1.

I =

∫ π
2

0

∫ 1

0
r2rdrdθ =

∫ π
2

0

[
r4

4

]1
0

dθ =
1

4

∫ π
2

0
dθ =

π

8
.

2) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα: I =
∫ 0
2

∫ √2x−x2
0

√
x2 + y2dydx

Λύση

D : 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤
√

2x− x2

Αν y =
√

2x− x2 ⇒ (x− 1)2 + y2 = 1

2

π
2

1 2

G D

−→
T

r

θ

x

y

Εφαρµόζουµε τον πολικό µετασχηµατισµό:

~T :

{
x = r cos θ

y = r sin θ

Η εξίσωση του ηµικυκλίου σε πολικές συντεταγµένες είναι : r2 = 2r cos θ,
δηλαδή r = 2 cos θ.
΄Αρα 0 ≤ θ ≤ π

2 και 0 ≤ r ≤ 2 cos θ.
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I =

∫ π
2

0

∫ 2 cos θ

0
rrdrdθ =

1

2

∫ π
2

0

[
r3
]2 cos θ
0

dθ =
8

3

∫ π
2

0
cos3 θdθ =

=
8

3

∫ π
2

0
cos θ(1− sin2 θ)dθ =

8

3

∫ π
2

0
cos θdθ − 8

3

∫ π
2

0
sin2 θd sin θ =

=

[
8

3
sin θ

]π
2

0

−
[

8

3

sin3 θ

3

]π
2

0

=
8

3
− 8

9
=

16

9
.

3) Να υπολογιστεί το διπλό ολοκλήρωµα:
∫ ∫

D

√
1− x2dxdy, όπου D =

{(x, y) : x ≥ 0, y ≥ 0, x2 + y2 ≤ 1} ⊆ R2 που ϐρίσκεται στο πρώτο τε-
ταρτηµόριο και περιέχεται µεταξύ των αξόνων Ox, Oy και της περιφέρειας
του κύκλου x2 + y2 = 1.

Λύση

Παρατηρούµε ότι το D είναι απλό σύνολο, δηλαδή

D = {(x, y) : x ∈ [0, 1] και 0 ≤ y ≤
√

1− x2} =

= {(x, y) : y ∈ [0, 1] και 0 ≤ x ≤
√

1− y2}

1

1 x

y

D

΄Ετσι έχουµε:∫ ∫
D

√
1− x2dxdy =

∫ 1

0

∫ √1−x2
0

√
1− x2dydx =

=

∫ 1

0

∫ √1−y2

0

√
1− x2dxdy

Το πρώτο διαδοχικό ολοκλήρωµα υπολογίζεται ευκολότερα ως εξής :∫ 1

0

∫ √1−x2
0

√
1− x2dydx =

∫ 1

0

[√
1− x2y

]√1−x2
0

dx =

∫ 1

0
(1− x2)dx =

=
[
x− x

3

]1
0

=
2

3
.
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Σηµείωση:

Ο υπολογισµός του ολοκληρώµατος
∫ √

1− x2dx µπορεί να γίνει εάν ε-
ϕαρµόσουµε το µετασχηµατισµό: x = 2t

t2+1
, t ∈ (−1, 1) ή x = sin t.

Θεώρηµα 1.1.3. ΄Εστω

f : D ⊆ R2 −→ R συνεχής στοD (x−απλό) ή υπάρχουν πεπερασµένα σηµεία ασυνέχειας,

τότε υπάρχουν τα :

∫ ∫
D f(x, y)dxdy,

∫ β
α

∫ φ2(x)
φ1(x)

f(x, y)dydx και είναι ίσα.

Εφαρµογή

Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα
∫ ∫

D x cos ydxdy, όπου D είναι το
υποσύνολο του R2 που ϐρίσκεται µεταξύ της παραβολής y = x2

4 και της
ευθείας x− 2y + 4 = 0.

D

−2 4 x

y

Το D είναι x - απλό:

D = {(x, y) : x ∈ [−2, 4] και
x2

4
≤ y ≤ x

2
+ 2}∫ ∫

D
x cos ydxdy =

∫ 4

−2

∫ x
2
+2

x2

4

x cos ydydx =

∫ 4

−2
[x sin y]

x
2
+2

x2

4

dx =

=

∫ 4

−2

[
x sin(

x

2
+ 2)− x sin

x2

4

]
dx

Ασκήσεις

1) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα: I =
∫ ∫

D
x+y
x2+y2

dxdy, όπου

D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≥ α2, x2 + y2 ≤ β2, y ≥ 0}

Λύση

Εφαρµόζουµε τον πολικό µετασχηµατισµό:

~T :

{
x = r cos θ

y = r sin θ
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Από
x2 + y2 ≥ α2 ⇒ r2 ≥ α2 ⇒ r ≥ α

x2 + y2 ≤ β2 ⇒ r2 ≤ β2 ⇒ r ≤ β

΄Αρα
α ≤ r ≤ β .

Από
y ≥ 0⇒ r sin θ ≥ 0⇒ 0 ≤ θ ≤ π .

α βα β0 r

π

θ

x

y

(r, θ) (x, y)

~T

x = r cos θ
y = r sin θ

∫ ∫
D

x+ y

x2 + y2
dxdy =

∫ π

0

∫ β

α

r cos θ + r sin θ

r2
rdrdθ =

=

∫ π

0

∫ β

α
(cos θ + sin θ)drdθ = 2(β − α)

2) Να ϐρεθεί το εµβαδόν A(D) του συνόλου D που περικλείεται από
την παραβολή y = x2 και τις ευθείες y = 2, y = 2x. Επίσης, να
υπολογισθεί ο όγκος του στερεού Σ(f,D) όπου f(x, y) = 2− 3x+4y

6 .

y

x

2

0

D

y = 2

y = 2x

y = x2

(
√
2, 2)
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y

x

z

2

2

D

Το σύνολο D είναι y-απλό:

D = {(x, y) : y ∈ [0, 2] και
y

2
≤ x ≤ √y}

A(D) =

∫ ∫
D
dxdy =

∫ 2

0

∫ √y
y
2

dxdy =

∫ 2

0

(√
y − y

2

)
dy =

=

[
2

3
y

3
2 − y2

4

]2
0

=
4
√

2

3
− 1.

V =

∫
D

∫ [
2− 3x+ 4y

6

]
dxdy =

∫ 2

0

∫ √y
y
2

(
2− 3x+ 4y

6

)
dxdy =

=

∫ 2

0

[
2x− x2

4
− 2y

3
x

]√y
y
2

dx =

=

∫ 2

0

(
2
√
y − y

4
− 2y

3
2

3
− y +

y2

16
+
y2

3

)
dy =

56
√

2

15
− 26

3
.

3) Να υπολογιστεί το εµβαδόν του συνόλου D ⊆ R2 που περιβάλλεται
από τις καµπύλες µε εξισώσεις :

y = ex, y = x, x = 1, x = 2.

Επίσης, να υπολογιστεί και ο όγκος του στερεού Σ(f,D), όπου
f : D ⊆ R2 → R µε f(x, y) = x+ y + 1 .

Λύση

Το σύνολο D είναι x-απλό:

D = {(x, y) : 1 ≤ x ≤ 2, x ≤ y ≤ ex}.
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y

x1 2

1

D

A(D) =

∫ ∫
D
dxdy =

∫ 2

1

∫ ex

x
dydx =

∫ 2

1
(ex − x)dx =

=

[
ex − x2

2

]2
1

= e2 − e− 3

2

D

1

1

2

y

z

x
y = x

y = ex

f(x, y) = z = x+y+1

V =

∫ ∫
D

(x+ y + 1)dxdy =

∫ 2

1

∫ ex

x
(x+ y + 1)dydx =

=

∫ 2

1

[
xy +

y2

2
+ y

]ex
x

dx =

∫ 2

1
(xex + ex +

1

2
e2x − 3

2
x2 − x)dx =

= ... =
e4 + 7e2

4
− e− 5

4) Να υπολογιστεί το διπλό ολοκλήρωµα I =
∫ ∫

D xdxdy όπου:

D = {(x, y) : x ≥ 0, y ≥ 0, x2 + y2 ≤ 25, −3x+ 4y ≤ 0}.
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Λύση

0 4 5

3

x

y

D1 D2

y = 3
4x

x2 + y2 = 25

Το σύνολο D είναι y-απλό:

D = {(x, y) : 0 ≤ y ≤ 3,
4

3
y ≤ x ≤

√
25− y2}.

∫ ∫
D
xdxdy =

∫ 3

0

∫ √25−y2

4
3
y

xdxdy =
1

2

∫ 3

0

[
x2
]√25−y2
4
3
y

dy =

=
1

2

∫ 3

0
(25− y2 − 16

9
y2)dy =

1

2

[
25y − 25

9

y3

3

]3
0

=

=
1

2
(75− 25) = 25.

΄Αλλος τρόπος

Το D είναι και στοιχειώδες σύνολο: D = D1
⋃
D2 , όπου

D1 = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 4, 0 ≤ y ≤ 3

4
x},

D2 = {(x, y) : 4 ≤ x ≤ 5, 0 ≤ y ≤
√

25− x2} και x− απλό.

΄Ετσι :∫ ∫
D
xdxdy =

∫ ∫
D1

xdxdy +

∫ ∫
D2

xdxdy =

=

∫ 4

0

∫ 3
4
x

0
xdydx+

∫ 5

4

∫ √25−x2
0

xdydx =

= ... = 16 + 9 = 25.

5) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα I =
∫ ∫

D ydxdy όπου D είναι η
καρδιοειδής D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 2

√
x2 + y2 − 2x}.
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Λύση

Για y = 0:

x2 + 2x± 2x = 0⇔

{
x(x+ 4) = 0

x2 = 0
⇔ x = 0 ή x = −4

Για x = 0:

y2 = ±2y ⇔

{
y(y + 2) = 0

y(y − 2) = 0
⇔ y = 0 ή y = −2 ή y = 2

−4

−2

2

y

y = −x

x

Εφαρµόζουµε τον πολικό µετασχηµατισµό:{
x = r cos θ, 0 ≤ θ ≤ 3

4π

y = r sin θ, 0 ≤ r ≤ 2(1− cos θ)

I =

∫ 3
4
π

0

∫ 2(1−cos θ)

0
r2 sin θdrdθ =

8

3

∫ 3
4
π

0
(1− cos θ)3d(1− cos θ) =

=
8

3

[
(1− cos θ)4

4

] 3
4
π

0

=
8

3 ∗ 4

(1 +

√
2

2

)4
 =

2

3

(
1 +

√
2

2

)4

Ληµνίσκος: (x2 + y2)2 = 2(x2 − y2)
Εφαρµόζουµε τον πολικό µετασχηµατισµό:{

x = r cos θ

y = r sin θ
⇒
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r4 = 2r(cos2 θ − sin2 θ)⇒ r2 = 2 cos 2θ

Για y = 0:

x4 = 2x2 ⇔

{
x = 0

x = ±
√

2

x

y

√
2−

√
2

D1

A(D) = 4A(D1)

A(D1) =

∫ π
4

0

∫ √2 cos 2θ
0

rdrdθ =
1

2

∫ π
4

0
2 cos 2θdθ =

1

2
[sin 2θ]

π
4
0 =

1

2
.

A(D) = 2

x2 ≥ y2 ⇒ tan θ ≤ 1⇒ 0 ≤ θ ≤ π

4

6) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα: I =
∫ ∫

D(1 + x2 + y2)−
3
2dxdy

όπου D είναι το τετράγωνο: D = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}.
Λύση

r
D1

D2

0 x

y

1

1
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D = D1
⋃
D2

I = I1 + I2 =

∫ ∫
D1

(1 + x2 + y2)−
3
2dxdy +

∫ ∫
D2

(1 + x2 + y2)−
3
2dxdy

D1 :

{
x = r cos θ, 0 ≤ θ ≤ π

4

x = r sin θ, 0 ≤ r ≤ 1
cos θ

⇒

I1 =

∫ π
4

0

∫ 1
cos θ

0

(
1 + r2

)− 3
2 rdrdθ =

1

2

∫ π
4

0

[
1

−1
2

(
1 + r2

)− 1
2

] 1
cos θ

0

dθ =

= −
∫ π

4

0

[(
1 +

1

cos2 θ

)− 1
2

− 1

]
dθ =

∫ π
4

0

[
1− cos θ√

2− sin2 θ
dθ

]
=

=
π

4
−
∫ π

4

0

d sin θ√
2− sin2 θ

=
π

4
−
[
arcsin

sin θ√
2

]π
4

0

=

=
π

4
− arcsin

√
2
2√
2

+ arcsin 0 =
π

4
− π

6
=

π

12

I2 =

∫ π
2

π
4

∫ 1
sin θ

0

(
1 + r2

)− 3
2 rdrdθ =

1

2

∫ π
2

π
4

[
1

−1
2

(
1 + r2

)− 1
2

] 1
sin θ

0

dθ =

=

∫ π
2

π
4

[
1− sin θ

(1 + sin2 θ)
1
2

]
dθ =

π

4
+

∫ π
2

π
4

d cos θ√
2− cos2 θ

=

=
π

4
+

[
arcsin

cos θ√
2

]π
2

π
4

=
π

4
− π

6
=

π

12

΄Αρα
I = I1 + I2 =

π

12
+

π

12
⇔ I =

π

6

7) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα: I =
∫ 1
−1
∫√1−y2

−
√

1−y2
e−(x

2+y2)dxdy

Λύση

Είναι{
−1 ≤ y ≤ 1

−
√

1− y2 ≤ x ≤
√

1− y2 ⇒ x2 ≤ 1− y2 ⇒ x2 + y2 ≤ 1

Εφαρµόζουµε τον πολικό µετασχηµατισµό:{
x = r cos θ

y = r sin θ
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−1

1

y

x

΄Αρα

x2 + y2 ≤ 1⇔ 0 ≤ r ≤ 1 και 0 ≤ θ ≤ 2π

I =

∫ 2π

0

∫ 1

0
e−r

2
rdrdθ =

∫ 2π

0

[
−1

2
e−r

2

]1
0

dθ =

= −1

2

∫ 2π

0
(e−1 − 1)dθ =

1− e−1

2
2π = π(1− 1

e
)

8) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα: I =
∫ 2
0

∫ 4−x2
0

xe2y

4−y dydx

Λύση

0 2

4

x

y

Είναι 
0 ≤ x ≤ 2

0 ≤ y ≤ 4− x2

y = −x2 + 4

⇒

{
0 ≤ y ≤ 4

0 ≤ x ≤
√

4− y
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΄Αρα

I =

∫ 4

0

∫ √4−y
0

e2y

4− y
xdxdy =

∫ 4

0

[
e2y

4− y
x2

2

]√4−y
0

dy =

=

∫ 4

0

e2y(4− y)

2(4− y)
dy =

1

4

[
e2y
]4
0

=
1

4
(e8y − 1)

9) Υπολογίστε το εµβαδόν του επιπέδου χωρίου που ϐρίσκεται στο ε-
σωτερικό του Ληµνίσκου: (x2 + y2)2 = α(x2 − y2)

Λύση

Εφαρµόζουµε τον πολικό µετασχηµατισµό:{
x = r cos θ

y = r sin θ
⇒ r4 = α2r2 cos 2θ ⇒ r2 = α2 cos 2θ

Είναι

A(D) = 4

∫ π
4

0

∫ α
√
cos 2θ

0
rdrdθ = 2α2

∫ π
4

0
cos 2θdθ = α2 [sin 2θ]

π
4
0 = α2.

10) Να αποδείξετε ότι ισχύει : 4
3 ≤

∫ ∫
D e

xydxdy ≤ 4
3e

2, όπου

D = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1 + x2}.

Λύση

Είναι{
0 ≤ x ≤ 1

0 ≤ y ≤ 1 + x2
⇒ 0 ≤ xy ≤ 1 + x2 ⇒ e0 ≤ exy ≤ e1+x2 x ≤ 1−−−→

⇒ e0 ≤ exy ≤ e2 ⇒ 1 ≤ exy ≤ e2

Είναι∫ 1

0

∫ 1+x2

0
exydydx ≥

∫ 1

0

∫ 1+x2

0
dydx =

∫ 1

0

∫ 1+x2

0
dydx =

∫ 1

0
[y]1+x

2

0 dx =

=

∫ 1

0
(1 + x2)dx =

[
x+

x

3

]1
0

=
4

3
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Και

∫ 1

0

∫ 1+x2

0
exydydx ≤

∫ 1

0

∫ 1+x2

0
e2dydx =

∫ 1

0

∫ 1+x2

0
e2dydx =

=

∫ 1

0
e2 [y]1+x

2

0 dx =

=

∫ 1

0
e2(1 + x2)dx =

= e2
[
x+

x

3

]1
0

= e2
4

3

∆ηλαδή

4

3
≤
∫ ∫

D
exydxdy ≤ 4

3
e2

11) Να υπολογίσετε το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα:

I =

∫ α

0

∫ √α2−x2

0

(
α2 − y2

) 3
2 dydx

0

α

x

y

Υπολογίζεται µε αλλαγή τάξης ολοκλήρωσης

Αν x−απλό τότε υπολογίζεται δύσκολα.
Αν y−απλό τότε :

D = {(x, y) : 0 ≤ y ≤ α, 0 ≤ x ≤
√
α2 − y2}.



20 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 Ολοκληρώµατα

Είναι

I =

∫ α

0

∫ √α2−y2

0

(
α2 − y2

) 3
2 dxdy =

∫ α

0

[
x
(
α2 − y2

) 3
2

]√α2−y2

0
dy =

=

∫ α

0

(
α2 − y2

)2
dy =

=

∫ α

0
(α4 + y4 − 2α2y2)dy =

=

[
α4y +

y5

5
− 2

3
α2y3

]α
0

=

= α5 +
α5

5
− 2

3
α5 =

=
8α5

15
.
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