
















Υπενθύμιση από ΄Αλγεβρα

Γραμμικές απεικονίσεις

Ορισμός: ΄Εστω
−→
T : Rn → Rm

. Η
−→
T λέγεται γραμμική απεικόνιση, αν ισχύουν οι παρακάτω

ιδιότητες (1) και (2):

(1)
−→
T (−→x +−→y ) =

−→
T (−→x ) +

−→
T (−→y ) , ∀−→x , −→y ∈ Rn

(2)
−→
T (λ−→x ) = λ

−→
T (−→x ) , (λ ∈ R, −→x ∈ Rn)

Σχόλια:
−→
T : Rn → Rm

γραμμική απεικόνιση, τότε

(i)
−→
T (
−→
0 ) =

−→
0

(ii) Αν
−→
T = (T1, T2, ..., Tm), η

−→
T είναι γραμμική ⇔ Ti, i = 1, 2, ...,m, είναι γραμμικές συναρ-

τήσεις.

Γραμμικές συναρτήσεις

1) T : R→ R γραμμική συνάρτηση ⇔ T (x) = ax (∃a ∈ R : x ∈ R).

(0,0)
●

Απόδειξη: Κάθε συνάρτηση της μορφής T (x) = ax είναι γραμμική (δηλαδή ικανοποιεί τις (1) και
(2) ιδιότητες).

Το αντίστροφο:

΄Εστω T : R → R γραμμική συνάρτηση. ΄Εστω a = T (1). Τότε ∀x ∈ R, λόγω γραμμικότητας
έχουμε T (x) = T (x1) = xT (1) = ax.
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1

𝑇(1) = 𝑎

2) Στο επίπεδο. T : R2 → R γραμμική απεικόνιση.
Ισχυρισμός: ∃ a, b ∈ R σταθερές, ώστε T (x, y) = ax+ by, ∀(x, y) ∈ R2

.

(z = ax+ by γράφημα της T είναι επίπεδο που διέρχεται από την αρχή των αξόνων Ο(0,0,0) ).

Απόδειξη: Η μορφή αυτή είναι γραμμική, ικανοποιεί τις (1) και (2).

Αντίστροφα: Πώς βρίσκω τα a, b.
T : R2 → R γραμμική. ΄Εχουμε −→e1 = (1, 0), −→e2 = (0, 1). T (−→e1 ) = a, T (−→e2 ) = b.

Ԧ𝑒1

Ԧ𝑒2

Τότε ∀(x, y) ∈ R2
έχουμε T (x, y) = T (x−→e1 + y−→e2 ) = xT (−→e1 ) + yT (−→e2 ) = ax + by (επίπεδο που

διέρχεται από την αρχή των αξόνων).

3) T : Rn → R γραμμική συνάρτηση. Τότε ∃−→a = (a1, a2, ...an) ∈ Rn
: ∀−→x = (x1, x2, ...xn) ∈ Rn

να ισχύει T (−→x ) = a1x1 + a2x2 + ...+ anxn.

Απόδειξη: Μία συνάρτηση αυτής της μορφής είναι γραμμική.

Αντίστροφα: T : Rn → R γραμμική συνάρτηση, τότε για a1 = T (−→e1 ), a2 = T (−→e2 ),..., an = T (−→en)
και
−→x ∈ Rn

παίρνουμε

T (−→x ) = T (x1
−→e1+x2−→e2+...+xn−→en) = x1T (

−→e1 )+x2T (−→e2 )+...+xnT (−→en) = a1x2+a2x2+...+anxn.

Σχόλια: Δύο τρόποι αναπαράστασης της γραμμικής συνάρτησης T : Rn → R.
1) T γραμμική συνάρτηση , −→a = (a1, a2, ..., an)

T (−→x ) = −→a · −→x (εσωτερικό γινόμενο).

2) A = [a1, a2, ..., an] (πίνακας γραμμή 1× n)
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T (−→x ) = A−→x =
[
a1 a2 . . . an

]
1×n


x1
x2
...

xn


n×1

= a1x2 + a2x2 + ...+ anxn

Γενικά
−→
T : Rn → Rm

γραμμική συνάρτηση παρίσταται από έναν πίνακα A.

΄Εστω
−→
T = (T1, T2, ..., Tm), Ti : Rn → R συνιστώσες συναρτήσεις ∀i = 1, 2, ...,m

T (−→e1 ) =


a11
a21
...

am1

 , ... , T (−→en) =

a1n
a2n
...

amn


και

A =


a11 . . . a1n
a21 . . . a2n
...

...

am1 . . . amn


m×n

Τότε ∀−→x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn
, είναι

−→
T (−→x ) = Am×n


x1
x2
...

xn


n×1

=


T1(
−→x )

T2(
−→x )
...

Tm(
−→x )


m×1

Θεώρημα:

Κάθε γραμμική απεικόνιση
−→
T : Rn → Rm

είναι Lipschitz συνεχής.

(Υπενθύμιση: Ορισμός:
−→
f : Rn → Rm Lipschitz συνεχής αν ∃κ > 0 : ∀−→x ,−→y ∈ Rn :

‖
−→
f (−→x )−

−→
f (−→y )‖ ≤ κ‖−→x −−→y ‖).

Απόδειξη: Θεωρούμε T : Rn → R γραμμική απεικόνιση.
Τότε υπάρχει

−→a = (a1, a2, ..., an) ∈ Rn
:
−→x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn

T (−→x ) = T (x1, x2, ..., xn) = a1x1 + a2x2 + ...+ anxn
T (−→x ) = −→a · −→x
Από ανισότητα Cauchy − Schwartz έχουμε |T (−→x )| = |−→a · −→x | ≤ ‖−→a ‖‖−→x ‖.
Για
−→x ,−→y ∈ Rn

έχουμε |T (−→x ) − T (−→y ))| = |T (−→x − −→y )| ≤ ‖−→a ‖‖−→x − −→y ‖, δηλαδή η T είναι
Lipschitz συνεχής (για ‖−→a ‖ = κ > 0).

Στη συνέχεια για
−→
T : Rn → Rm

με
−→
T = (T1, T2, ..., Tm) με

−→
Ti (για i = 1, 2, ...,m) συνιστώσες

Lipschitz συνεχείς ⇒
−→
T Lipschitz συνεχής ⇒

−→
T συνεχής.
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