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Εφαρµογές κανόνα αλυσίδας - Παραγώγιση πεπλεγµένων συναρτήσεων 
Μερικές παράγωγοι n-οστής τάξης 

(1) Παράγωγοι πεπλεγµένων συναρτήσεων

Μια πεπλεγµένη (implicit) συνάρτηση f(x,y) είναι µια συνάρτηση που δεν δίνεται µέσω 
κάποιου τύπου f(x,y)=... , αλλά µέσω µιας εξίσωσης H(x,y,f(x,y))=0

π.χ.
f(x,y)=√x²+y²
δίνεται σε πεπλεγµένη µορφή ως x²+y²−f(x,y)²=0
δηλαδή Η(x,y,f(x,y))=0 µε H(x,y,z)=x²+y²−z²

Αυτό είναι χρήσιµο όταν η εξίσωση δεν "λύνεται"
π.χ.
sinf(x,y)-f(x,y)+x²tany=0

Υπάρχει τρόπος να βρούµε τις 
∂f/∂x , ∂f/∂y από την Η(x,y,z) χωρίς να βρω την f

Αυτό γίνεται παραγωγίζοντας την Η µε κανόνα της αλυσίδας 
Η(x,y,f(x,y))=0
⇒∂H/∂x=0
⇒∂Η/∂x×∂x/∂x + ∂Η/∂y×∂y/∂x +∂H/∂z×∂z/∂x=0

∂/∂x

=1 =0 =∂f/∂x



Άρα ∂H/∂x + ∂H/∂z×∂f/∂x=0
   ⇒∂f/∂x=−(∂H/∂x)/(∂H/∂z) , εφόσον ∂H/∂z≠0

Αν δουλεύαµε µε πεπλεγµένη µορφή 
  ∂H/∂x=2x  ∂H/∂z=−2z
Άρα ∂f/∂x=−(∂Η/∂y)/(∂Η/∂z) = −(2x)/(−2z) = x/z    (Μου δίνει και τις δύο λύσεις)

(2) Παράδειγµα

x²+y²−f(x,y)²=0

∂f/∂x=2x/2√x²+y² = x/√x²+y²

Αν δουλεύαµε µε πεπλεγµένη µορφή:
∂f/∂x = 2x, ∂Η/∂y = 2y, ∂Η/∂z = ∂z

(3) Σχολια για την µη ύπαρξη της ∂f/∂x
Συνήθως ζητάµε την ∂f/∂x οχιµως τύπο αλλά ως τιµή σε σηµείο (x₀,y₀)
Δηλαδή έστω θέλω την ∂f/∂x (3,4) =x/z= −3/5

Μη ύπαρξη την ∂f/∂x
Η(x,y,f(x,y))=0
Είπαµε ότι ∂f/∂x =-(∂u/∂x)/(∂u/∂z)

Όταν η Η δεν προσδιορίζει την f κοντά σε 
αυτό το σηµείο. Γι'αυτό δεν υπάρχει το ∂f/∂x

∂H/∂z(x₀,y₀)=0



(4) Μερικές παράγωγοι ανώτερης τάξης 

f: u∈ℝⁿ↦ℝ

∂f/∂x₁ , ∂f/∂x₂ , ..., ∂f/∂xₙ Μερικές παράγωγοι 1ης τάξης 

∂/∂x₁×(∂f/∂x₁), …, ∂/∂xₙ×(∂f/∂x₁), ∂/∂x₁×(∂f/∂x₁) ..., ∂/∂xₙ×(∂f/∂x₂), …
Μερικές παραγωγοι 2ης τάξης ∂²f/∂x₁² ∂²f/∂xₙ²+ ∂x₁ 

Εναλλακτικός συµβολισµός : ∂²f/∂x₁∂x₂=fx₂x₁, ∂³f/∂x₁∂x₂² = fx₂x₂x₁ 

(5) Ορισµός
Μια συνάρτηση f:u ⊆ℝⁿ↦ℝ λέγεται κλάσης cⁿ(u) (συνεπώς παραγωγίσιµη n-φορές) 
αν υπάρχουνε όλες οι µερικές παραγωγοί n τάξης και είναι συνεχείς 

c²(u) ή απλά c²
∂²f/∂xᵢ∂xⱼ = ∂²f/∂xⱼ∂xᵢ 

(6) Θεώρηµα 

f:u ⊆ℝⁿ↦ℝ



Αυτή η συνάρτηση έχει την ιδιότητα:

f(x,y)=eˣ cosy
∂f/∂x=eˣ cosy , ∂f/∂y=-eˣ siny
∂²f/∂x²=eˣ cos y
∂²f/∂y∂x=-eˣ siny
∂²f/∂x∂y=-eˣ siny
∂²f/∂y²=-eˣ cosy

(7) Παράδειγµα

Δf=∂²f/∂x² × ∂²f/∂y² = 0
Μια τέτοια συνάρτηση λέγεται αρµονική 

Δf-> Τελεστής Laplace 

Μια άλλη αρµονική συνάρτηση είναι η f(x,y)= x²-y²
∂f/∂x=2x
∂f/∂y=-2y
∂²f/∂x²=2
∂²f/∂x∂y= ∂²f/∂y∂x=∂²f/∂y²=-2

Το πρόβληµα του Laplace στις 2 διαστάσεις είναι δοθέντος ενός χωρίου D και µιας 
συνάντησης g ∂D-> ℝ
να βρω f 

∂²f/∂x² + ∂²f/∂y² = 0 , (x,y)∈intD
f(x,y)=g(x,y), (x,y)∈∂D έστω int του D ↦ D ²

Εσωτερικό του D
(n+D)=Dº

∂D (σύνολο του D)

-

↑



(8) Παράδειγµα 

U(x,y) συνάρτηση σε Ευκλείδειες συντεταγµένες και
και ũ(r,θ) η αντίστοιχη της σε Πολικές  

το  συνήθως παραλείπεται 

Πρόβληµα: 
Να εκφραστεί ο

Δu = ∂²u/∂x² + ∂²u/∂y² ως πολικές συντεταγµένες 

∂r/∂x = (√x²+y²) , ∂r/∂y = (√x² +y²) 
1/cos²θ × ∂θ/∂x = -y/x² , 1/cos²θ × ∂θ/∂y = 1/2

Άρα ∂r/∂x = rcosθ/r = cosθ 
       ∂r/∂y = sinθ
       ∂θ/∂x = -cos²θ × rsinθ/r²cos²θ = -sinθ/r 
       ∂θ/∂y = cos²θ × 1/rcosθ = cosθ/r 

Έχω:
       ∂u/∂x = ∂u/∂r × ∂r/∂x + ∂u/∂θ × ∂θ/∂x

Άρα ∂u/∂x = cosθ × ∂u/∂r - sinθ/r × ∂θ/∂x
       ∂u/∂y = sinθ × ∂u/∂r + cosθ/r × ∂u/∂y




