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Θεώρηµα Taylor και εύρεση Ακροτάτων

(1) Άσκηση (συνέχεια προηγούµενης φοράς)

u(x,y) = ū(r(x,y) , θ(x,y))
Δu = ∂²u/∂x² + ∂²u/∂y² 

r(x,y) +√(x²+y²) 
tanθ = y/x
∂r/∂y = y/√(x²+y²) = rsinθ/r = sinθ
(1/cos²θ)•(∂θ/∂x) = -y/x ⇒ ∂θ/∂x = -[(rsinθ)/(r²cos²θ)]•cos²θ = -sinθ/r
(1/cos²θ)•(∂θ/∂y) = 1/x ⇒ ∂θ/∂y = (1/rcosθ)•cos²θ = cosθ/r 

∂u/∂x = (∂u/∂r)•(∂r/∂x) + (∂u/∂θ)•(∂θ/∂x)
 = (∂u/∂r)•cosθ - (∂u/∂θ)•(sinθ/r)

∂u/∂y = (∂u/∂r)•(∂r/∂y) + (∂u/∂θ)•(∂θ/∂y)
= (∂u/∂r)•sinθ + (∂u/∂θ)•(cosθ/r)

∂²u/∂x² = ∂/∂x[(∂u/∂r)•cosθ - (∂u/∂θ)(sinθ/r)]
    = ∂/∂r[(∂u/∂r)•cosθ - (∂u/∂θ)•(sinθ/r)]•(∂r/∂x) 

        + ∂/∂θ[(∂u/∂r)•cosθ - (∂u/∂θ)•(sinθ/r)]•(∂r/∂x)
    = [(∂²u/∂r²)•cosθ - (∂²u/(∂r•∂θ))•(sinθ/r) + (∂u/∂θ)•(sinθ/r²)]•cosθ
   + [(∂²u/(∂θ•∂r))•cosθ - (∂u/∂r)•sinθ - (∂²u/∂θ²)•(sinθ/r) - (∂u/∂θ)•(cosθ/r)]•(-sinθ/r)

∂²u/∂y² = ∂/∂y[(∂u/∂r)•sinθ + (∂u/∂θ)(cosθ/r)]
   = [(∂²u/∂r²)•sinθ + (∂²u/(∂r•∂θ))•(cosθ/r) - (∂u/∂θ)•(cosθ/r²)]
   + [(∂²u/(∂θ•∂r))•sinθ + (∂u/∂r)•cosθ + (∂²u/∂θ²)•(cosθ/r) - (∂u/∂θ)•(sinθ/r)]•(cosθ/r)



(2) Θεώρηµα Taylor - 1 µεταβλητή 

ƒ:U ⊆ℝ →ℝ , cᵏ ⁺ ¹  φορές παραγωγίσιµη και η (k+1) παράγωγος συνεχής 

ƒ(x₀+h) = ƒ(x₀) + ƒ’(x₀)•h + (ƒ’’(x₀)/2)•h² + … + ƒᵏ(x₀)/k! → Rₖ(x₀,h)

 lim [ Rₖ(x₀,h)/hᵏ ] = 0
h→0

Αρκεί Cᵏ και (k+1) παραγωγίσιµες να ∃ 

Αν επιπλέον η (k+1) είναι συνεχής, τότε υπάρχει και τύπος για το 

Rk(x₀,h) = ∫ x₀+h

x₀ 
(x₀+h-z)ᵏ/k! • ƒᵏ⁺¹(z)dz , z∈(x₀,x₀+h) 

Πολλές φορές χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό:
Rₖ(x₀,h) = º(hᵏ)

Γενικά λέµε ότι µια g(h) = ºr(h) ⇔ g(h)/r(h) → 0

Προσέγγιση της 1ης τάξης της ƒ: 
ƒ(x₀+h) = ƒ(x₀) + ƒ’(x₀)h + R₁(x₀,h) }º(h) 

Προσέγγιση της 2ης τάξης της ƒ: 
ƒ(x₀+h) = ƒ(x₀) + ƒ’(x₀)h + (ƒ’’(x₀)/2)•h² + R₂(x₀,h) }º(h²)

⁺	



(3) Θεώρηµα Taylor σε n-µεταβλητές

ƒ:u⊆ℝ→ℝ 
 

1ης τάξης 

ƒ(x₀+h) = ƒ(x₀) + Σ [∂ƒ(x₀)/∂xᵢ]•hᵢ + º(IIhII) = R₁(x₀+h).  →lim [ R(x₀,h)/IIhII ] = 0
 (h->0)i=1

n

ƒ(x₀,h) = ƒ(x₀) + ∇(ƒ(x₀))•hᵢ + º(IIhII)   
h→0 

h→0

 

ƒ:u²⊆ℝ→ℝ  2ης τάξης 

ƒ(x₀+h) = ƒ(x₀) + Σ [(∂ƒ(x₀)/∂xᵢ)•hᵢ]  - 1/2 Σ •Σ  [(∂²ƒ(x₀)/∂xᵢ∂xⱼ)•hᵢ•hⱼ]+ R₂(x₀,h)

                                        º(IIhII)² , h→0 

→
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→
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→

→

→ →→

→

Ορίζουµε ∀ x₀:Hƒ(x₀) συνάρτηση: ℝⁿ→ℝ όπου  →

Hƒ(x₀)(h) = 1/2 • Σ •Σ  [(∂²ƒ(x₀)/∂xᵢ∂xⱼ)•hᵢ] 
   

       = 1/2(h₁, h₂, … , hₙ)

→ → n    n

i=1   j=1
→

∂²ƒ/(∂x₁∂x₁) … ∂²ƒ/(∂x₁∂xₙ)
         …                       …
∂²ƒ/(∂xₙ∂x₁) … ∂²ƒ/(∂xₙ∂xₙ)

h₁ 
h₂
…
hₙ 

=

= (h ᵀB h)/2
→ →

Σταµατάµε στην 2η τάξη γιατί αυτό αρκεί για τα ακρότατα

Όποτε ƒ(x₀+h₀) = ƒ(x₀) + ∇ƒ(x₀)•h + Hƒ(x₀)(h) + º(IIhII) , h→0   → →              →                   →    →                →.  →              →.       →     →



(4) Εναλλακτική µορφή Taylor

→ ƒ(x) ≈ ƒ(x₀) + ∇ƒ(x₀)•(x-x₀)    
→ ƒ(x) ≈ ƒ(x₀) + ∇ƒ(x₀)•(x-x₀) + Hƒ(x₀)(x+x₀)     

                  →                →     →  →               

                  →                →     →  →                  →   →  →                             

π.χ. 

ƒ(x,y) = (x²-y²)•e          , x,y∈ℝ² (-x²-y²)/2

προσεγγίσεις Taylor 1ης και 2ης τάξης στα σηµεία (0,0) , (√2,0)

∂ƒ/∂x = 2xe         - (x²-y²)e         •x = xe        (2-x²+y²) = e          (2x-x³+y²x) =
 

-(x²-y²)/2 -(x²-y²)/2 -(x²-y²)/2 -(x²-y²)/2

∂ƒ/∂y =- 2ye         - (x²-y²)e         •y = ye        (-2-x²+y²) = e          (-2y-x²y+y³) 
 

-(x²-y²)/2 -(x²-y²)/2 -(x²-y²)/2 -(x²-y²)/2

∂²ƒ/∂x²=-xe          (2x-x³+y²x) + e          (2-3x²+y²) = e          (-2x²+x⁴-y²x²+2-3x²+y²) -(x²-y²)/2 -(x²-y²)/2 -(x²-y²)/2

∂²ƒ/∂y²=e          (-2y²+y⁴-y²x²+3y²-x²) -(x²-y²)/2

∂²ƒ/∂x∂y = -xe        (-2y-x²y+y³) + e          (-2xy) = e          (x³y-xy³)-(x²-y²)/2 -(x²-y²)/2 -(x²-y²)/2

(∂ƒ/∂x)(0,0) = 0 (∂ƒ/∂y)(0,0) = 0 (∂²ƒ/∂x²)(0,0) = 2

(∂²f/∂x∂y)(0,0) = 0 (∂²ƒ/∂y²)(0,0) = -2

Άρα στο (0,0): ƒ(x,y)≈2x²-2y²
Στο (√2,0): Η προσέγγιση 2ης τάξης είναι ƒ(x,y) = 2/e -(4/e)(x-√2)²-(4/e)y² 
(κοντά στο (√2,0) 



ƒ(x,y)≈ƒ(x₀,y₀) + (∂ƒ/∂x)(x₀,y₀)•(x-x₀) + (∂ƒ/∂y)(x₀,y₀)•(y-y₀) 
+ (1/2)•(∂²ƒ/∂x²)(x,y)•(x-x₀)² + (∂²ƒ/∂x∂y)(x₀,y₀)•(x-x₀)•(y-y₀) 
+ (1/2)(∂²ƒ/∂y²)(x₀,y₀)•(y-y₀)²             

Όσο προχωράς στις τάξεις τόσο πιο καλά προσεγγίζεις τη συνάρτηση σε λίγο πιο µακρινά 
σηµεία  

(5) Ορισµός ακροτάτων σε n-µεταβλητές 

ƒ:u⊆ℝⁿ→ℝ, x₀∈u, x₀ τοπικό µέγιστο της ƒ⇔ ∃ r>0 : ƒ(x₀)≥ƒ(x) , ∀ x : IIx-x₀II < r   → → → → → →→

Το x₀ τοπικό ελάχιστο της ƒ ⇔ ∃ r > 0 : ƒ(x₀)≤ƒ(x) , ∀ x : IIx-x₀II < r
x₀ τοπικό ακρότατο της ƒ ⇔ τοπικό µέγιστο ή τοπικό ελάχιστο 
x₀ κρίσιµο σηµείο της ƒ ⇔ σηµείο µη διαφορισιµότητας ή ∇ƒ(x₀)=0  
   

→ → →

Σαγµατικό σηµείο στης ƒ ⇔ κρίσιµο αλλά όχι τοπικό ακρότατο
Σηµεία πιθανού ακροτάτου είναι και τα συνοριακά σηµεία 

Συνθήκες ακροτήτων - 1 µεταβλητή ƒ:u⊆ℝ→ℝ C² 
→ανοικτό (δεν έχει άκρα)

→παντού διαφορίσιµη

x₀ τοπικό ακρότατο ⇒ ƒ’(x₀) = 0
x₀ τοπικό µέγιστο ⇒ ƒ’’(x₀) ≤ 0
x₀ τοπικό ελάχιστο ⇒ ƒ’’(x₀) ≥ 0

 

(αν ƒ’(x₀) = ƒ’’(x₀) = 0
τότε δεν ξέρω και →
 επόµενες παραµέτρους)

µε ƒ’(x₀) = 0 , ƒ”(x₀) < 0 ⇒ x₀ τοπικό µέγιστο  
µε ƒ’(x₀) = 0 , ƒ”(x₀) > 0 ⇒ x₀ τοπικό ελάχιστο  

αντιστροφα δεν ισχύουν (π.χ. ƒ(x) = x⁵)



ƒ(x₀+h) = ƒ(x₀) + ƒ’(x₀)h + (ƒ”(x₀)•h²)/2 + 0(h²) ⇒
ƒ(x₀+h) = ƒ(x₀) + ƒ’(x₀)h + (ƒ”(x₀)•h²)/2 και αν (ƒ”(x₀)•h²)/2 ≥ 0 ⇒ ƒ(x₀+h) > ƒ(x₀)

                              ≥ 0 ⇒ ƒ(x₀+h) < ƒ(x₀)

Αντίστοιχα σε n - διαστάσεις:

ƒ:u⊆ℝ→ℝ  c²  (u ακοικτό)

 x₀ τοπικό ακρότατο ⇒ ∇ƒ(x₀) = 0
x₀ τοπικό µέγιστο ⇒ Hƒ(x₀)(h) ≤ 0 ∀ h (αρνητικά ηµιορισµένη)
x₀ τοπικό ελάχιστο ⇒ Hƒ(x₀)(h) ≥ 0 ∀ h (θετική)

→ → →

→ → → →

→ → → →

x₀ µε ∇ƒ(x₀) = 0 και Hƒ(x₀)(h³) < 0 ∀ h ≠ 0 (αρνητικά ορισµένη) ⇒  x₀ τοπικό µέγιστο 
x₀ µε ∇ƒ(x₀) = 0 και Hƒ(x₀)(h) < 0 ∀ h ≠ 0 (θετικά ορισµένη) ⇒  x₀ τοπικό ελάχιστο 

→ →

→ →

→

→ →

→ →

→ →

→

→

Απόδειξη της αναγκαίας συνθήκης ακροτάτων 1ης τάξης 

x₀ τοπικο ακρότατο ⇒ ∇ ƒ(x₀) = 0 (x₀ εσωτερικό)
έστω x₀ τοπικό µέγιστο, τότε ∃ r > 0: ƒ(x₀) ≥ ƒ(x) ∀ x : IIx-x₀II < r
τοτε έστω g(t) = ƒ(x₀+h) , t ∈ [-r,r] , IIhII = 1 
θα έχω τοπικό µέγιστο της g στο 0, άρα, g’(0) = 0 ⇒ ∇ ƒ(x₀)•h = 0
Έχω ότι ∀ η µε IIhII = 1 σιχυει όποτε και για h = (∇ƒ(x₀))/ΙΙ ∇ƒ(x₀) ΙΙ
έχω ∇ ƒ(x₀) • [ (∇ƒ(x₀))ᵀ/ΙΙ ∇ƒ(x₀) ΙΙ = ΙΙ ∇ƒ(x₀) ΙI = 0 ⇒ ∇ ƒ(x₀) = 0

→ → →→

→ → → →       →  →
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→

→ →

→ →

→→ → → → →




