
Εύρεση Ακροτάτων στις πολλές µεταβλητές 

Mon 3 Apr

(1) Σύνοψη 

ƒ:u⊆ℝⁿ→ℝ , x₀ ∈ u
x₀ τοπικό ακρότατο ⇒ ∇ ƒ (x₀) = 0

ανοικτό i      c²

x₀ µε ∇ ƒ(x₀) = 0 , Hƒ(x₀)(h) θετικά ορισµένη ⇒ x₀ τοπικό ελάχιστο 
x₀ µε ∇ ƒ(x₀) = 0 , Hƒ(x₀)(h) αρνητικά ορισµένη ⇒ x₀ τοπικό µέγιστο 
x₀ µε ∇ ƒ(x₀) = 0 , Hƒ(x₀)(h) µη ορισµένη ⇒ x₀ σαγµατικό σηµείο   

Όπου Ηƒ(x₀) µη ορισµένη ⇒ ∃ h₁ , h₂  ώστε Hƒ(x₀)(h₁) > 0
  Hƒ(x₀)(h₂) < 0

(2) Κριτήρια θετικά / αρνητικά / µη ορισµένων συναρτησεων 
Έστω H: ℝⁿ →ℝ 
µε Η(h)=(1/2)•hᵀ • B • h
όπου  

Β = 
b₁₁  b₁₂ … b₁ₙ  
b₂₁ b₂₂ … n₂ₙ 
bₙ₁ bₙ₂ … bₙₙ  

Θέτω 
        bₖ  = b₁₁ … b₁ₖ  
                 bₖ₁ … bₖₖ 

k= 1,2,…,n
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[1] Αν det(bₖ) > 0 ∀ k=1,2,…,n ⇒ H θετικά ορισµένη 
[2] Aν det(bₖ) είναι εναλλάξ -,+,-,+ ⇒ Η αρνητικά ορισµένη 
[3] Αν δεν ισχύει κάτι από τα παραπάνω, και detB ≠ 0 ⇒ H µη ορισµένη 

Για n = 2
B =   a  b

   c  d
Το κριτήριο γίνεται 

[1] Αν a > 0 , ad - b² > 0 τότε Η θετικά ορισµένη 
[2] Αν a < 0, ad - b² > 0 τότε Η αρνητικά ορισµένη 
[3] Αν ad - b² < 0 τότε Η µη ορισµένη 

(3) Παράδειγµα 1

ƒ(x,y) = x² + y²  
∂ƒ/∂x = 2x = 0
∂ƒ/∂y = 2y = 0

⇒ (x,y) = (0,0) µοναδικό κρίσιµο 

det(B₁) = 2 > 0 
det(B₂) =   2  0

0  2
= 4 > 0

Άρα Ηƒ(0,0) θετικά ορισµένη
Άρα (0,0) τοπικό ελάχιστο 

↓



(4) Παράδειγµα 2

ƒ(x,y) = x²-y² 

∂f/∂x =2x = 0 , ∂ƒ/∂y = -2y = 0 ⇒ (x,y) = (0,0) µοναδικό κρίσιµο

∂²ƒ/∂x²   ∂²ƒ/∂x∂y
∂²ƒ/∂x∂y  ∂²ƒ/∂y² = 2   0

0   -2

Εδώ det(B₁) = 2 > 0
  det(B₂) = 2  0  = -4 <0

0  -2

Άρα το (0,0) σαγµατικό σηµείο 

(5) Παράδειγµα 3

ƒ(x,y) = x²y + xy² 

∂ƒ/∂x =2xy + y² = 0
∂ƒ/∂y + x² = 2xy = 0 ⇒  (x,y) = (0,0) µοναδικό κρίσιµο 

∂²ƒ/∂x²   ∂²ƒ/∂x∂y
∂²ƒ/∂x∂y  ∂²ƒ/∂y² = 2y    2x +2y 

2x + 2y   2x
= 0  0

0  0
Εδώ det(B₁)=0
   det(B₂)=0
Δεν βγαίνει συµπέρασµα 

↓



Εδώ παρατηρούµε ότι ƒ(x,x) = 2x³ 
Άρα ∀ r > 0 εχω ότι υπάρχουν σηµεια κοντά στο (0,0) (το πού σε απόσταση r) ώστε η
ƒ να παίρνει και + και - τιµές 
Άρα το (0,0) είναι σαγµατικό σηµείο

(6) Παράδειγµα 4

ƒ:ℝ²→ℝ 

ƒ(x,y) = (x² - y² )e(-x² - y²)/2

∂ƒ/∂x = xe (-x² - y²)/2
(2- x² + y²)  

∂ƒ/∂y = ye (-x² - y²)/2 (-2 -x² + y²) 

∂²ƒ/∂x² = (2 -5x² + x⁴ - x²y² + y²)e(-x² - y²)/2

∂²ƒ/∂x∂y = (x³y - xy³)e (-x² - y²)/2

∂²ƒ/∂y² = (-2 + 5y² + y²x² - y⁴ - x²)e (-x² - y²)/2

Τα κρίσιµα σηµεία είναι λύσεις των ∂ƒ/∂x = ∂f/∂y = 0
x(2 -x² + y²) = 0
y(-2 -x² +y²) = 0 ⇔ (x,y) = (0,0) ή (0,√2) ή (0,√2) ή (√2,0) ή (-√2,0)I



Σηµείο 
(0,0)
(√2,0)
(-√2,0)
(0,√2)
(0,-√2)

∂²ƒ/∂x²  ∂²ƒ/∂x∂y  ∂²ƒ/∂y²  [∂²ƒ/∂x² • ∂²ƒ/∂x∂y • ∂²ƒ/∂y²]
   2
-4/e
-4/e
 4/e
 4/e

0
0
0
0
0

  -2
-4/e
-4/e
-4/e
 4/e

-4 σαγµατικό σηµείο 
16/e² τοπικό µέγιστο 
16/e² τοπικό µέγιστο
16/e² τοπικό ελάχιστο 
16/e² τοπικό ελάχιστο 

Ολικά Μέγιστα και Ελάχιστα 

(1) Ορισµοί 

ƒ: D⊆ ℝ ⁿ →ℝ 

x₀ µέγιστο ⇔ ∀ x∈ D: ƒ(x) ≤ ƒ(x₀)
x₀ ελάχιστο ⇔ ∀ x∈ D: ƒ(x) ≥ ƒ(x₀)

(2) Εύρεση µέγιστων / ελαχίστων - Τρόπος εργασίας 

[1] Απόδειξη ύπαρξης µέγιστων / ελαχίστων της ƒ: D⊆ℝ ⁿ →ℝ
(συνήθως D κλειστό & φραγµένο, και ƒ συνεχής)
[2] Ψάχνω πιθανά βέλτιστα της ƒ στο εσωτερικό τον D
δηλαδή σηµεία x µε ∇ ƒ(x) = 0
[3] Ψάχνω πιθανά βέλτιστα σηµεία της ƒ πάνω στο σύνορο 
του D (Γενικά παραµετροποιώ το σύνορο ∂D π.χ. αν n = 2 τότε το ∂D είναι καµπύλη, 
την οποία παραµετρωποιώ και βρίσκω κρίσιµα σηµεία)
[4] Υπολογίζω την ƒ σε όλα τα σηµεία των [2] και [3] και βρίσκω τα σηµεία ολικού 
µεγίστου και ελαχίστου  
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