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(1) Διαδικασία εύρεσης 

Ολικά ελάχιστα και µέγιστα 

ƒ:D⊆ℝⁿ→ℝ C¹ , D=U∪∂u 
ανοιχτό σύνορο

[1] Απόδειξη ύπαρξης ολικών ακροτάτων
[2] Εύρεση κρίσιµων σηµείων στην ƒ στο u 
[3] Εύρεση κρίσιµων σηµείων της ƒ στο ∂u (παραµετροποίηση)
[4] Υπολογισµός της ƒ στα κρίσιµα σηµεία  

(2) θεώρηµα Weieerstraus
ƒ:D⊆ℝ→ℝ συνεχής 
D συµπαγές (κλειστό και φραγµένο)
⇒ Η ƒ έχει ολικό µέγιστο και ολικό ελάχιστο στο D

(3) Έλεγχος κλειστότητας D

Αν το D ορίζεται µέσω συνεχών συναρτήσεων και = ή ≥ ή ≤, τότε είναι κλειστό 
π.χ. D={(x,y)∈ℝ²: x+y≥1, x²+3y²=100}

(4) Πόρισµα 
ƒ:D⊆ℝⁿ→ℝ συνεχής 
D κλειστό 
Αν limƒ(x)=∞ τότε η ƒ παίρνει ελάχιστο στο D

IIxII→∞

→

→



Αν limƒ(x)=-∞ τότε η ƒ παίρνει µέγιστο στο D
IIxII→∞

Αιτιολόγηση:
έστω limƒ(x) = ∞

IIxII→∞

έστω ότι ∃ r>0 ώστε ∀x µε IIx-x₀II>r να είναι f(x)>M
Οπότε:

limƒ(x)=∞
IIxII→∞

⇒ ƒ ελάχιστο 

Από Θ. Weierstrauss η ƒ έχει ελάχιστη τιµή στο {x: IIx-x₀II ≤r , x∈D}
αυτή θα είναι ≤M οπότε είναι η ελάχιστη τιµή της ƒ σε όλο το D

Προσοχή! Δεν είναι όλα τα κλειστά φραγµένα
π.χ στο ℝ {(x,y): x≥o , y≥0}

  {(x,y): y≥(1/x)}

(5) Παράδειγµα 

Να βρείτε ολικό µέγιστο/ελάχιστο της 
ƒ(x,y)=16x²-24xy+40y² στο D={(x,y))∈ℝ²: x²=y²≤1, y≥0}
 

η ƒ παίρνει τιµές
    >M 

x₀

η ƒ παίρνει τιµή Μ
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[1] ƒ Πολυώνυµο ⇒ ƒ συνεχής 
D⊆{(x,y)∈ℝ²:II(x,y)II≤1} φραγµένη
D ορίζεται µέσω των συνεχών συναρτήσεων 
g ₁(x,y)=x²+y² , g₂(x,y)=y και 
         ≤   ≥,  άρα είναι κλειστό 
Άρα από Θ. Weierstrauss ∃ ολικό ελάχιστο και 
µέγιστο της ƒ στο D

[2] Kρίσιµα σηµεία στο εσωτερικό του D
∂ƒ/∂x=32x-24y = 0
∂ƒ/∂y=-24x+80y = 0
⇒ (x,y) = (0,0) ∉ εσωτερικό του D  

[3] Εύρεση κρίσιµων σηµείων στο σύνορο του D 
Δύο µέρη:
D₁ = (t,d): t∈[-1,1]}
D₂ = {(cost,sint):t∈[0,π]}
Στο D₁ έχουµε:
g(t) = ƒ(t,0) = 16t² , t∈[-1,1]
Kρίσιµα σηµεία είναι για t=-1,0,1 οπότε τα κρίσιµα σηµεία της ƒ στο D₁ 
είναι (-1,0), (0,0), (1,0)
Στο D₂ έχουµε g₂(t) = f(cost,sint) = 16cos²t - 24costsint + 40sin²t , 
t∈[0,π]
Έχω g₂’(t) = 32cost + 24sin²t -24cos²t = 80sintcost ⇔ tan(2t) =1 ⇔ 
2t = π/4 ή 5π/4 ⇔ t=π/8 ή 5π/8 (2t∈[0,2π])
Οπότε τα κρίσιµα σηµεία της ƒ στο D₂ είναι
(-1,0), (1,0), (cos(π/8), sin(π/8), (cos(5π/8), sin(5π/8)



[4] ƒ(-1,0) = 16
ƒ(1,0) = 16
ƒ(0,0) = 0
ƒ(cos(π/8), sin(π/8)) ≈ 11
ƒ(cos(5π/8), sin(5π/8)) ≈ 45

(6) Ακρότατα υπό περιορισµούς - Η µέθοδος Lagrange 

Έστω ότι έχουµε το πρόβληµα max ή min ƒ(x₁, x₂, …, xₙ) (C¹)
υπό τους περιορισµούς 
g₁(x₁, …, xₙ) = c₁ 
g₂(x₁, …, xₙ) = c₂ 
…
gₖ(x₁, …, xₙ) = cₖ 

 
π.χ. min x²+y² υπό 3x+5y = 15

ελάχιστο 

3x+5y = 15

y

x

(7) Θεώρηµα Lagrange για 1 περιορισµό 

ƒ:D⊆ℝⁿ→ℝ C¹ 
και D={x:g(x)=c}, g c¹ 
x₀ τοπικό ακρότατο της ƒ πάνω στο D και ∇g(x₀)≠0

(κανονικό) σηµείο του D

Τότε ∃ λ: ∇ƒ(x₀) = λ∇g(x₀)
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→ →
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→

→



Απόδειξη:
Γνωρίζουµε ότι αν ∇g(x₀)≠0 τότε ∇f(x₀) είναι κάθετο διάνυσµα στο εφαπτόµενο επίπεδο του 
γραφήµατος της g στο x₀ 

x₀ 

g(x)=c

∇g(x₀) Έστω µια καµπύλη της επιφάνειας που διέρχεται από 
το x₀, π.χ. c(t), t∈I, c(0) = x₀ 
H ƒ(c(t)) έχει τοπικό ακρότατο στο t=0, άρα ∂/∂t(f(c(t))) =0

t=0= ∇ƒ(c(0)) •c(0) = 0

Άρα ∇ƒ(x₀) είναι κάθετο στο εφαπτόµενος διάνυσµα της καµπύλης, και αυτό για 
κάθε καµπύλη. Άρα ∇ƒ(x₀) και ∇g(x₀) είναι κάθετα στο επίπεδο ⇒ συγγραµµικά 

(8) Παράδειγµα  

min x²+y² } ƒ(x,y) Υπό 3x+5y = 15

g(x,y)
∇g(x,y) = (3,5)
∇ƒ(x,y) = (2x,2y)
Οπότε έχω το σύστηµα:

∇ƒ(x) = λ∇g(x) ⇒ 2y = 3λ
g(x) = 0 ⇒ 3x+5y =15
2x = 3λ

⇒ 
x = (3/2)λ
y = (5/2)λ
(9/2)λ + (25/2)λ = 15

→ →
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⇒ (34/2)λ = 45 ⇒ λ = 15/17 

Άρα το (x,y) = (45/34, 75/34) είναι κρίσιµο σηµείο (πιθανό ακρότατο της ƒ στο D

(9) H συνάρτηση Lagrange για 1 περιορισµό 

Έστω το πρόβληµα max ή min ƒ(x) υπό g(x) = c

H h(x,λ) = ƒ(x) - λ(g(x) -c)
λέγετε συνθήκη Lagrange 
H συνθήκη ∇h(x,λ) = 0

∂ƒ/∂xᵢ -λ•(∂g/∂xᵢ) = 0 , i = 1,2,…,n
g(x) -c = 0

Άρα τα κρίσιµα σηµεία της h είναι ακριβώς τα σηµεία που πρέπει να γίνει έλεγχος 
ακροτάτων

(10) Η συνάρτηση Lagrange για n περιορισµούς 
Έστω το πρόβληµα 

max ή min ƒ(x₁,x₂,…,xₙ)
υπό g₁(x₁,…,xₙ) = c₁ 

  g₂(x₁,…,xₙ) = c₂ 
  …
  gₖ(x₁,…,xₙ) = cₖ 

→ →

→ → →



Ορίζω την συνθήκη Lagrange 

h(x₁,x₂,…,xₙ,λ₁,λ₂,…,λₖ)
= ƒ(x₁,x₂,…,xₙ_ - λ₁(g₁(x₁,…,xₙ) - c₁) - λ₂(g₂(x₁,…,xₙ) - c₂) - …. - λₖ(gₖ(x₁,…,xₙ) - cₖ)

Tα ακρότατα της ƒ υπό τους περιορισµούς είναι µεταξύ των x: ∇h(x) = 0

(11) Παράδειγµα 1

min ή max ƒ(x,y,z) = x+y+z υπό g₁(x,y,z) = x²+y² = 2
g₂(x,y,z) = x+z-1 + 0

Λύση:

Από τους περιορισµούς x∈[-√2,√2]
   y∈[-√2,√2]
   z∈[1-√2,1+√2]

Το σύνολο D φραγµένο, κλειστό, ƒ συνεχής 

Από Θ. Weierstrauss ∃ ολικό µέγιστο και ελάχιστο 
Εδώ n συνθήκες Lagrange είναι
h(x,y,x,λ₁,λ₂) = x+y+z-λ₁(x²+y²-z) - λ₂(x+z-1)
Tα κρίσιµα σηµεία ∇h(x,y,z,λ₁,λ₂) = 0 δίνουν
1-2λ₁x-λ₂=0 (1)
1-2λ₁y = 0 (2)
1-λ₂ = 0 (3)
x²+y² =2 (4)
x+z = 1 (5)



(3) ⇒ λ₂= 1
(2) ⇒ λ₁ ≠ 0, y = 1/2λ₁ 
(1) ⇒ λ₂ =1, λ₁ = (1/2y) = ± 1/(2√2)

Άρα τα ακρότατα βρίσκονται σε κάποια από τα (0,√2,1) µε 
ƒ(0,√2,1)=√2+1
(0,-√2,1) µε ƒ(0,-√2,1) = -√2+1

(12) Παράδειγµα 2

min ή max ƒ(x,y,z) = x²+y²+z²-x+y  υπό x²+y²+z²≤1

Λύση:

Aπό Θ. Weierstrauss ∃ µέγιστο και ελάχστο της ƒ στο D
Κρίσιµα σηµεία στο {(x,y,z): x²+y²+z²<1}

∇ƒ(x,y,z) = 0 ⇔                   ⇒ (x,y,z) = (1/2,-1/2,0)
2x-1 = 0
2y+1 = 0 
2z = 0

2x(1-λ) = 1
2y(1-λ) = -1
2z(1-λ) = 0
x²+y²+z² = 1

∇h(x,y,z,λ) ⇔ 

Κρίσιµα σηµεία στο {(x,y,z) … x²+y²+z²-1)}

⇒ 1/(4(λ-1)²) + 1/(4(λ-1)²) = 1 ⇔ 2 = 4(λ-1)² ⇒ 
(λ-1)² = 1/2 ⇒ λ-1 = ±√2/2
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λ≠1 (αν ήταν 1 τότε 0 = 1 αδύνατο)  

(x,y,z) = (1/√2,-1/√2,0) ⇒ (x,y,z) = (-1/√2,1/√2,0)
λ = 1 ± √2/2 

Οπότε τα κρίσιµα σηµεία είναι τα:

(x,y,z) = (1/2,-1/2,0)→ƒ(1/2,-1/2,0) = -1/2
(x,y,z) = (1/√2,-1/√2,0)→ƒ(1/√2,-1/√2,0) = 1-√2
(x,y,z) = (-1/√2,1/2,0)→ƒ(-1/√2,1/√2,0) = 1 + √2 (µέγιστο)




