
Mon 8 May

Αλλαγή μεταβλητών σε διπλά και τριπλά ολοκληρώματα

(1) Αλλαγή Μεταβλητών σε Διπλά ολοκληρώματα 
f:D∈ℝ²->ℝ ολοκληρώσιμη

Τ:D*(=ℝ²)->D  C¹, 1-1 και επί 

Τ(u,v) = (x(u,v), y(u,v))

Τότε 

∫∫ f(x,y)dxfy = ∫∫  f(x(u,v), y(u,v))| (∂(x,y)/∂(u,v)) dudv

Όπου ∂(x,y)/∂(u,v) =  dx/du  dx/dv

                                   dy/du  dy/dv

(2) Αλλαγή μεταβλητών από Ευκλείδειες σε Πολικές

x=rcosθ

y=rsinθ

∂(x,y)/∂(u,v) = r 

∫∫  f(x,y)dxdy = ∫∫ f(rcosθ, rsinθ)rdrdθ

(3) Το Γκαουσιανό Ολοκλήρωμα 

Ι = ∫ e   dx = ?

I² = ∫e dx * ∫e dy = lim ∫ e  dx * ∫ e  dy = lim ∫ ∫ e  dxdy = lim ∫∫             e    dxdy

= ∫∫ e          dxdy = lim ∫∫ e   dxdy             =lim ∫ ∫e * r drdθ = lim ∫dθ ∫ e *rdθ
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(du=2rdθ)

= ∫ e *du/2 = lim π(1-e   ) = π

(4) Αλλαγή Μεταβλητών στα τριπλά Ολοκληρώματα

f: W⊆ℝ³−>ℝ ολοκληρώσιμη

Τ: W* (⊆ℝ³) -> W   C¹, 1-1', επί

Τ(u,v,w) = (x(u,v,w), y(u,v,w), z(u,v,w)) 

                                                    

Τότε 

                                                     ∂x/∂u  ∂x/∂u  ∂x/∂w

∫∫∫ f(x,y,z)dxdydz = ∫∫∫ f(T(u,v,w))|  ∂y/∂u  ∂y/∂v  ∂y/∂w   | dudvdw

                                                     ∂z/∂u  ∂z/∂v  ∂z/∂w

(5) Αλλαγή Μεταβλητών από Ευκλείδειες σε Κυλινδρικές

                                                          

                                                         x=rcosθ, y=rcosθ, z=z

                                                           ∂(x,y,z)/∂(r,θ,z) =                           = r

                                                         Άρα  ∫∫∫ f(x,y,z)dxdydz = ∫∫∫ f(rcosθ,rsinθ,z)*rdrdθdz
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(6) Παράδειγμα

I = ∫∫∫ (x²+y²)z²dxdydz

όπου

W η τομή του κυλίνδρου

{(x,y,z): x²+y² ≤ 1}

με την σφαίρα

{(x,y,z): x²+y²+z²≤4}

Άρα I = ∫ ∫ ∫      r²z²dzdθdr

= ∫  dθ ∫ r²  ∫      z²dzdr

=2π ∫ r³ [z³/3]        dr

=2π ∫  r³(2/3)(4-r²) dr

=4π/3 ∫ r³(4−r²) dr

=4π/3 ∫ u = ... = 4π/15 (-3 -(2/7) 3 + (2/7) 4    )

W

W={(x,y,z), x²+y²≤1
και x²+y²+z²≤4}
W*={(r,θ,z), 0≤r≤1, 0≤θ≤2π,
-√4−r² ≤ z ≤ √4−r²}1
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(7) Αλλαγή Μεταβλητών από Ευκλείδειες σε Σφαιρικές

x = ρsinφcosθ

y = ρsinφsinθ

z=ρcosφ

 ∂x/∂ρ  ∂x/∂θ  ∂x/∂φ         

 ∂y/∂ρ  ∂y/∂θ  ∂y/∂φ    = 

 ∂z/∂ρ  ∂z/∂θ  ∂z/∂φ

sinφcosθ  -ρsinφsinθ  ρcosφcosθ

sinφsinθ    ρsinφcosθ  ρcosφsinθ    =

   cosφ              0            -ρsinφ

cosφ  -ρsinφsinθ  ρcosφcosθ   -ρsinφ  sinφcosθ   -ρsinφsinθ

           ρsinφcosθ  ρcosφsinθ                sinφsinθ     ρsinφcosθ

=-ρ²cos²φ * sinφ -ρ²sin³φ =-ρ²sinφ

(8) Παράδειγμα: Όγκος ελλειψοειδούς

Να βρεθεί ο όγκος του 

W={(x,y,z): x²/a² + y²/b² + z²/c² ≤1}

V= ∫∫∫   dxdydz

x'=x/a, y'=y/b, z'=z/c

W' = {(x',y',z'): (x')² + (y')² + (z')² ≤ 1
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Χρησιμοποιώ πολικές

x'=ρsinφcosθ

y'=ρsinφsinθ

z'=ρcosφ

W*={(ρ,θ,Φ), 0≤ρ≤1}

Άρα 

V=abc ∫  ∫  ∫  ρ²sinφdφdθdφ

=abc ∫ ρ²dρ * ∫ dθ * ∫  sinφdφ

=abc [ρ³/3]   2π [-cosφ]

=abc(1/3)2π*2= (4πabc)/3
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