OEQPIA NHMATIKQON AEXMQOQN
Yotneddne Xnipoc

Atdheén 1n.

1 Ecpom'cép.sw] Aécy.‘q

[Mo tov Tpoadlopltoud Tng xatdoTacTg evog cwuaTdiov oTNY xAacouxy| un-
yovue amoutettan 1 yvwon tng Y€ong xon g tarydTnTde Tou. Av T0 cwuatido
Beloxeton oe éva ywpo M mou Sev elvar xot’ avdyxn o uoxds yeos (Uop-
puede Xd)pog), t6TE o€ xde onueto Tou T avTioTOLYEL EVaC YWEOC OAWY TWV
SUVT®Y SLVLOUATOY 1 TUYUTATWY TOL UTOEEL VAL EYEL, O €QATTOUEVOS X DPOS
(tangent space) T, M. Autog elvar o Stavuouatinds YGpog GAwy Twv Stovu-
OUATWY TWV EQATTOUEVWY OE xdmota xouTOAY Tou Stépyetat and To T, GTO
onuelo autd. Av cUYXOAAACOUUE TOUC EQATTOUEVOUC Yweous T, M 6wy Twy
onueiwy Tou M tdte naipvouue Ty eparntduern déoun (tangent bundle) T'M,
OnAadt)

T™ = | | T.M
reM
omou 1 évwon etvon Staleuxtiny| dnhady oL EQUATTOUEVOL YWEOL OE SLaPOoPETIXd
ornueta etvar Staxprtol. Av o ydpoc M eivar toAhamhétnta Stdotacn n t61e
xde egantouEvog ywpeog eivar enlong n-ddotatog xar 1 T'M elvon tohhamAo-
T StdoTaong 2n.

‘Eva onueto tng egantouevng déoung npoodiopileton and 1o onueio o g
M o7ov egantduevo yweo tou onolou Bploxeton xar and To ddvuoud U, TOU
YWeou auToy, dnAadY and TN V€on xon TN ToydTNTA. LUVETWS O YWEOS TWY
XATACTACEWY Tou owuatidiou eivar o T'M. Ot egantéuevol yopot T, M ovoud-
Lovton vijuata (fibres) tne epantduevne déounc xau 1 tolhamAdtnta M Bdon
(base), ywtl Tdve 6" auTH «OUYXOAAGOVTALY Tot VAUOTA. Mropolue vor avTt-
ototyfoouue xdde onueio (x,u,) e déoune tiow oto onueio = e Bdone. H
ameEWOVIOT) auTH T EYEL TEOBOAXES WLOTNTES Xt YU awTd ovoudleTar mpofodr)
(projection)

T: TM—M

(7, us) = @



Apa éva ouyxexpwévo viua, auté mou avtioToyel oto onueio w, elvar To
6LYOAO TV onueiwy TN déoung mou TpodAlovTar 610 T

mNx) =T,M

xat XAAElTon To VAU Téve and 1o z. NAUATH Tou avTIoToLY oY GE SlapopeTind
onuela dev €youv xauta dAAn ovctaotnt| Stapopd. Avtideta Ol To VAot
elvon toouoppd ue tov R, dnhad etvar avtiypaga tou (Stou ywpou F' = R"
nou ovoudleton tumkd vijua (typical fibre).

H eqantouevn déoun elvon tomixd tetprupévn. Autéd onualver 6Tt av epLo-
PLOTOVUE OE Ui apxolyvTeg ey tepoyf U tng M téte unopolue vo dodue
™ hoptda 7 H(U) wc éva anhd xapteotavd Yvouevo Twy ywewy U xo F, 8-
Aad¥| 6Tt umopolue va ametxovicouue ™y 1 (U) oty U X F xon avtictpoga.
H Wiétnta auth e€aogariler moAd anhd 6Tt UmopolUE TEdyUaTL VO TEOOSL0-
eloovue éva otoyelo tng TM ond to Lebyog (z,y) 6mov v € U xaw y € F
X0l EV TEAEL VAL 0p{OOUUE CUVTETAYUEVES Tévw O0TY) SEoU), UECW TNG TAUPATAV®
anewoéviong. 2ot6c0 1) anewdvior auty| e€aptdton and tny mepoy U. Etou
oTtny Tour| 800 Tétolwy meploywy U xon V da mpénel oL avtioToryec ancixovicelg
VoL OLUPWYOLY UETAED TOUg (va elvon ouy&ﬁaorég), dnAadt va umopoLuE va
uetacynuaticovue 1N wlo oty dAAN. Ov yetaoynuatiopol autol cuvioTody
oudda mou ovoudletar douikr) oudda (structure group). H Souwxh oudda xa-
Yopllel Aowmdy ToV TROTO «CuPEAPcy TwY YNUdTwY. To guoxd vénua Twv
TAEATAVE YIVETAL XATAVONTO UE TO axdhoudo Tapddetyua.

Egopuoyy 1.1. Ag Ucwprjoovue tny epantduern déoun nov éyer wg fdon tov
4-trdortaro ywpdypovo. Ta vijuata elvar yapor Minkowski agpot o ywpdypovos
etvar tomkd eninedos. Or mpoavapepleioes aneikovioes avtiotoyoly atov Tpo-
mo e Tov omolo uetpoly duo dagopetikol mapatnpntés. H ida tetpatayitnta
éyel BaPopeTiKéS TUVIOTWOES oTa ovoTAMata avapopds twy 0U0 mapatnpn-
TY, aAdd autés ouupwroly uetaéd tovg, umé tny évvowa Ot ourdéovtar e
éva petaoynuatioud Lorentz. Yuvends n douikn oudda elvar n opudda Lorentz.

Avaxintel 1o epwtnua yotl va yernouwonondel n neplnhoxn €vvola g e-
QATTOUEYNG BEouNg avTl TNG AMAOUCTERPNG EVVOLAC TOU XARTECLAVOD YLVOUEVOU
M x F. H andvtnon eivar 6t pio egantéuevn déoun (xon yevixbdtepa uio
ynuatixd déoun) elvar ubvo Tomixd TETELUUEVY XL OYL OAXd, GTY) YEVIXT| TEp-
ntwon. Av eivon olxd, téte yopoxtneileton tetpyuuévn d6éoun (trivial bundle)
xou elvar oouop@ixty Ue tn déoun-ywiuevo (product bundle) M x F.



Atdheln 2.

2 Nrnupoatixr Acoun

‘Eyovtac evionioer ta Pactnd yopaxTneloTind UG EQATTOUEVNS OEouUNg
UTOPOUUE VO T YEVIXEUCOUUE EICAYOVTAS TNV EVVOLX TNG YNUATIKNS OEOUNS
(fibre bundle) E (oyfua 1). H Swapopd elvar 61t avti tou egantéuevou yopeou,
EMAEYOLUE WC VU OTIOOVEHTOTE GANO YWeOo, UTH oploluéves TpolnolEaELC.

Opiouwég 2.1 (Nnuatixh Aéown). Mia vnuanxrj 6éoun (E, M, F, 7, G)
owiotatar and g dagopioues toAdarddtnteg: E (ohikds ydpos), M (Bd-
on), F' (vvmiké vijua), tnr oudda Lie G (Sopuxri oudda) kar tny opalr), et
areixévion m: E — M (npofoln), mov ikavorowly ts €€rs owvikeg:

i
> >¢ 0 4k

Yyfuo 1: Nnuatuo] Séoun.

1. H vnuauxrj 6éoun elvar tomkd tetpyuuérn, onkadn av {U;} elvar éva
mApes oUrodo mepoyav yaptwv tng Pdons M, téte vndpyovr aupida-

poployues areikovicels ¢; mov eaptavrar and tny mepoyny U;, téroieg
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WOTE

qbi . 7T_1(Ui) — Uz x F

Kai emmnAéoy
m(¢; (z,y)) =2, zeUyeF

H arnattnon avtr) kalopiler to pélo tng mpofornis .
2. O augidagopioues areikovioes

Gig - 7r*1(:1;) —
o7 (z,y) =y

etvar ovupiPactés oty mepioyn) emkdAvyng dvo mepoywy U; N U;, vrd
Ty évvowa dti ) odvdeon

Giw0 @iy F— F

tavtiletar ue tn dpdon evds otoryelov tng ouddag G ndvw oo vijua F.
H ouwOnkn avty kalopiler to pdro tng douiknig ouddag.

3. Or anaxovioeg

gij - Ul N Uj — G
T — gij(x) = i 0 ¢]_;

ToU avTioToyy oV To T 0To mpoavagepUéy ototyelo tng ouddas efvar oua-
Aég. O arakoviocag avtég ovoudlovtar petafatikés ovvaptrioeg (tran-
sition functions).

Or ouvirxec mou agopoly ot ametxovioele ¢; e€acpahilouvy 6TWS TEoo-
vagépinxe 0 duvatétnTa Tpoadloptouol TN Véong evog onueiov tng déoung
and 1o Lebyog (x,y) xou TAUTOHYPOVAL Tol AMAUPOLTNTA YUEAXTNEOTIXY Slapopt-
OWOTNTOC TOU EMTEENOLY TOV €COTAMOUS TG SEOUNG UE SLPOPOYEWUETOIXES
Souéc (uetpwt|, ouvoyn x.Am.). Lnuetdveton 6Tt o viuorta 3¢ cuvdéovtar ue-
Tag) Toug UE xdmoto guod Teoémo. H idbtnta Tng Tomxg TETPLUUEVOTOMOTG
TEOCQEREL UOVO TOTOROYIXT| CUVEYELXL TWY YELTOVIXWY VINUATWY, ETOYOUEVT ATt6
N ouvéyew Twv U X F.

Egbooy o vuoatnr| déourn etvon tomixd tetpruuévn, o yweog £ ntou wpo-
x0OTTEL An6 TNV GLUYXOAANOY TV YNUATLY ot Bdorn xou ovoudletar 0ALkdg
xpos (total space) tne déoung, xhnpovouet and 1 Bdorn xou t0 viua To Yo-
poxThPA TNE TOAAAMAGTNTAC o €yel ddotaoy dimE = dimM + dimF. Ta
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Cebyn (Ui, ¢;) ouviaTolY 0UGLAGTIXE TOUS YEPTES ¢ déourng xar ovoudlovto
tomikég tetpyupevonojoes (local trivializations). Av undpyet uto au@dLago-
plowun anewdvion

®:F—MxF

Tévew o€ 0AOXATEO TOV OAXG Yhpo, TOTE 1) déoun Aéyetan Tetpiupévn (trivial)
xow avdryeton oty (M x F, M, F,pras, {e}).

Egopuoyv 2.1. Hapdoetyua un tetpiupérng vnuatikig 6éouns amotedel n)
Awptda tov Mébius (oynua 2). Mropolue va tny kataokevdoovue kdBovtag
évay kOAwdpo St x [0,1] katd punkog evds vijuatos, otpifortag Ty avorti
Awpida mov mpoxUntel kar koAAdvtas tny Eavd. To otplinuo éyer oav ovvérea
n Awptda va unv areikoviletar mAéov e ovveyn tpdmo otov apyiké kKUAwopo
St x [0,1] (vrdpyer acwéyeaa otn 9éon korrg) kar éxot o uéyotog xdpTng
repkauPdver 6AnN ) Awpida extds and éva vijua. ‘Evag emmAéov ydptng mov Ua
«umardoery o képipo, Ja PAérear avanodoyupiouéva ta viuata oto éva dkpo
™S Awpidag kair emouévws ya va ovppwrel pe tov dAdo ydptn, Oa mpémer n
dopkn oudda va emrpéner avarodoyUpioua tov viuatos, dniadn va éyer 6vo
ovoeta. Apa G = Zs.

Yyfua 2: H Awpido tou Mobius.

And 1o mopamdve mapdderyua umopolue va xotoddBouue yatl wia vi-
Hoter| S€oUn TEQLYPAPETAUL CUVOTITIXA (WG KOUVECTRUUMEVO» YIVOUEVO YOPWY.
Ewdwéc nepimtidoeic vuoatixay deoumy ue Wiaitepo evdiagépov eivar ot e€Xg:
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® 1 EQATTOUEVT BECUT TOU UEAETHOUUE TRONYOUUEVWS XL UTOPOVUE TAE-
0V Vi TPOGUPUOCOUUE GTY) YEVIXOTERT) EVVOLX TG YNUaTxAg SEoung ouu-
BoAilovtde v we¢ (T'M, M,R", 7, GL(n,R)). H Souwh oudda eivon 7
GL(n,R) (ouddo 1wy nxn TeayUatiedy Tvdxwy) Tou eivon 1 YEVxoTepn
OUADOL YEUUUIXDY UETAOYNUATIOUOY antd Tov R™ atov R” (uetaoymuo-
TIOUGY OARAY S CUVTETAYUEVWY).

o 1 owvepantduevn déoun (cotangent bundle) T*M bmou, avtl Tou e@a-
TTOUEVOL YWEOV, VEWPOUUE WS VAN TOV GUVEQATTOUEVO Yweo T M.
Autég elvar 0 dudg yweog tou T, M, dnhadY| 0 YWEOS TWY AVTIXELUE-
VOV TOU 6TOY TOAAATANCLACTOUY ECWTEPXA UE Ta oTtotyela Tou T, M
dtvouy apriuole (m.y. 0 y®pos Twy cuvalholwtwy davuoudtoy oTny
TEPIMTWOTN TNE OYETUOTNTAC 1) TWY YEVIXEUUEV®Y OpU®Y OTNV TERITTWOT
G xhaoowic unyavixic).

Egopuoyv 2.2. H ovrvepantduern 6éoun tov poppikol xwpov €vog unyavi-
koU ouvotiuatog anoteAcitar and ta Ledyn (q,p) kar €lvar o paoikég xwpog tov
ovoTHUATOS.

o 1 tavvotikn 6éoun (tensor bundle) Ty M 6mou 1o viua eivon o yweog T}
TRV TOYUOTOY T4ENS (a,b) oTto x. Autdg elvar YIVOUEVO a EQATTOUEVGDY
XAl b CUVEQATTOUEVWY YWEwWY, dNAadt

TP=TM&.. 9T MT/M®...0 T:M

~~ -~

a Qopég b popég

)2 ’ 7 na+b
qAL ETEOHEV(OC VAL LOOUORYOC UE TOV R .

e 1 Owwvvouatikry déoun (vector bundle), 6mou to viua eivon évag dta-
vuouatixoe yopos F = V. Apa G = GL(n,R) (oudda v nxn
TEAYUATIXDY TVEX®Y oL Eivar 1) YEVIXOTERT) OUASA UETATYNUATIOUODV)
f G = GL(n,C). Kdde epantduevn, cuvepantduevn 1 tavuotxy| déoun
elvar mpogavme xat dtavuouatixy) S€oun.

o 1 kUpia vnuatikn d6éoun (principal bundle), émou to vhuo tautileton ue
T Souwr) oudda F' = G, 7 Spdon tng omolag mdvew oTo ViU elvon TOA-
Aamhaotaoude and apotepd (apyotepa Yo Sodue évay 1oodivauo alhd
o xatavonté Swoinuxd oploud).

o 1) omwopiakn 6éoun (spinor bundle), dnou n Bdon eivar o TeTpadLdoTATOS
YWpOYEOVOS, TO VAU elvon €vag 2-B1doTatog Utyadinds StavuouaTindg
xweog¢ C xar n doutxh oudda etvar 1 oudda Lorentz A /9 ¥ 1 xahinTouco
oudda avthc SL(2,C).



H rapaxdto egapuoyr and tnv avadutiny| unyovixr| 8iver €va tapdderyua
x0plag ynuataig déoung, eve mopouctdlel ue dtaodIntind 1péTo TG EVVOLES
NG CUVOYHC XA XAUTUAGTNTAS TNS d€oung mou Yo avakudoly apydtepa.

Egoapuoy 2.3. Ocwpolue ma opaipa mov emrpénetar va kwveltar pévo ndvw
o€ a dwddotatn empdvea. I'a tov mAnpn mpoodiopioud tng didraéng tov
ovotiuatog tpémet va yvwpilovue tny Jéon tng opaipag ndvw otny emedrea
Kai tov mpooavatoAous tns. AnAadr) o pop@ikés Ywpos Tov unyavikol avtov
ovotuaros efvai tomkd to Ywiuevo tov ywpov M, onAadry tng roAdarAdtnrag
mov meprypdgel tn dwdidotatn emedrea, kar ToU Y@pov GAwy Twy OVvatoy
TPOoavatoAou@y Tng opaipag mov tavtiletal pue TNy oudda Twv oTPOPWY OTOV
pdidotato ydpo, SO(3). Xvvends o popgikds xopos uropel va Jewpniel wg
déoun pe Pdon M kar vijua tny oudda SO(3). MdAwota n 6éoun elvar kipa,
yati 1 dopukn opdda etvar enions n SO(3), apov aAayr} ovvtetayuévawr otny
empdveia M ouvvendyetar kat oTpo@r) TOU YWOPOU Twy TPOTAVATOAMTHUDY TNHS
ogaipag.

Ag vnoéoouue tipa ot n opaipa dev ohwldaiver aAdd pdvo kuAietar ndvw
otny emgdvea. H ovrinkn klhiong empdAder éva ovvdeouo, agol ua otor-
X€100Ng petatomon tng opaipas tdvw otny emedrea ouvodeletal kat and pia
atoyewddn aAlayrj tov tpooavatodiopol tng (otpogn) pe kadopouévo tpdmno.
Evoi Aowndy o olvdeopios etvar €évag kavovas mov uag Aéer o€ mowa dievBuvon va
kwnOoUue otn déoun, dray Olvetar pa dievurvon kivnong tdvw otn Pdon ka
avtog efvar pe atAd Aéywa o oprouds tng ovvoyns. Enions uropolue va dolue
ot 0 oUvdeopog Teplopiler TS OVVaTéS Yevikeupuéveg tayiTnTeS mov umopel va
éyet to ovlotnua, apol empPdAdel pa €€dpTtnon Twy TPIWY TAYUTATWY TOU a-
vTiotoyoly oto pvdud uetafoAng twv tpiwy ywvidy Euler mov mpoodopilovy
Tov TpooavatoAoud tng oaipag and Tis dHUo TayUTnTeS Tov kévTpou udlag tng
ogaipas. Ankadrj dapel tov epantduero xwpo tng 6éouns (oTov vndywpo Twy
EMTPETTAOY TAYVTATWY KAl 0TOV CUUTANPWUATIKG TOU) Kat autds €fvar €vag 1-
oodUvapog opods Tng owvoxns. Av n opaipa akodovinoe pa kaumiAn ndvw
otny empdraa tote autopdtws Tpoodopiletar péow Tov oVrdEoHOU Katl 1) Ka-
HUTUAN mov akoAovlel to ovotnua tdvw otn déoun. Avtn ovoudletar opildvnia
avOpwon tng kaumiAng tng pdong.

Télos n oroyewdng atpoen tng oeaipag dtav avty kvdietar katd pur-
KOS Mag amepootiS kKA€otns dadpoutis tdvw otny empdvaa divetar and tny
kaumvAdtnta. Aedouévov 6t o1 oTpopés Yipw améd dapopetikols déoves Oe
petatifevtal, n kaunvAdtnta Ja elvar un undevikn) axdua kar ya eninedn em-
pdvea.



3 ALaTouEg

Oewpolue o epantouevn déoun TM. ‘Eva Stavuouotind nedio méve ot
Bdon M, avuiotoryetl oe xdie onuelo x tng M €va Sidvuoua Tou EQATTOUEVOU
Ywpouv N M oo do onuelo, dnhadn tou T, M. Icodivoua Aondy unopolue
va molue 6tL ametxovilel to x 6To atotyeio (x,u,) tne TM énou u, € T, M.
Tevixebovtag ot wa vuatied Soun, opllovue wg datour (cross-section) UL
anewovion [ and éva onueto x g Pdong tne oe éva onuelo Tou oAxo) YOEOU
nou Beloxetoan oto vAiua tédvew and to x, dnhadf (f(x)) = x. Ot datouée
opilouy media tévw ot Bdon e ynuatixic déoune (oyua 3).

Optopés 3.1 (Avatour). M araxdévion f: M — E térowa dote
™o f = ZdM

(ravtotikn aneikdévion tns M) ovoudletar dratoun) tng vnuatiknig 6éouns.

Yyhua 3: Awatour| oe viuotixd Séour.

H Omapln ouveywv Swatouwyv optouévwy oe ohoxinern tn Bdor dev elvon
duvaty| v xdde d€oun. O tetprupéveg déoueg €youv mdvia Statoués. Ol
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Stavuouatinég dEoueg €youv ula ToLAdYIGTOV Satouy|, TN uNdevikn, dnAady)
auTh Tou J€pyETL amd TNV apy T XGIE VAUATOC-OLavuoUATIX0) YWEOU.



