Oczwpia Métpou (2022-23)
AoxfAoeig — PuAALSLO 2

(TTapadidete €€t and Tic aoxfoews. Huepounvio napddoone: 13 Noepfpiou 2022)

1. Eotw X # @. Eva egwtepd pétpo ¢ @ P(X) — [0, +oo] Myeton kavoviks ov yio xdde A C X undpyet
p-uetpriowo B D A tétoo wote p(B) = p(A).
Arnodeilte bt av @ eivon Eva xavovixd e€mtepind pétpo oto X xan p(X) < oo tétE éva obvoho B C X elvan
p-peTPNoWO av Xou UOvo av
(X) = ¢(B) + ¢(X \ B).

2. 'Eotww (X, A, p) yopoc pétpou. 'Eva clvoho A € A Aéyeton dropo av p(A) > 0 xou yio xdde B € A ye
B C Awybel 6t u(B) =074 u(A\ B) =0.

(o) AmodeiZte bt av 10 A € A elvar dtopo t6te %éde cdvoho B € A této0 dote B C A xou pu(B) > 0 givow
enlone droyo.

(B) Av emnhéov vnodéooupe 6Tt To p elvon o-nenepacpévo, anodeite ot undpyel Xo € X tétol0 BGoTE TO
Xo va ebvon aprduriown évwon Zévmv avd dUo atéuwy tou (X, A, 1) xoa 1o X \ Xo va unv mepiéyel dropol.

3. Eotw (X,d) yetpdc yopoc. Eva eZntepd étpo ¢ oto P(X) Myetaw petpikd eEmtepikd pétpo ov
wavornotel to e€fic: av Ey, By C X xou dist(Eq, Eg) > 0, t61€ (B U E3) = ¢(E1) + ¢(E2). Anodei&te ot
t6te, x8e B € B(X) elvan p-petprioo. Luvenne, o neptopiopdc tou ¢ oty B(X) eivon pétpo.

4. T xdde E C R opilouyue

N N
J.(B) =inf > 0(I;) : EC | I, I; xeotd daothyota, N € N
j=1 j=1
(o) Anodei&te 6t J.(E) = J.(E).
(B) Amodeilte b1t A*(E) < JL(F) xou ddote napdderypo cuvérou E yua to onolo A*(E) < J.(F).

5. Eotww A C [0,1]. E&etdote av ot mapuxdtw mpotdoeig elvon aindelc 7 eudeic:

(o) Av 1o A elvor avoxté t6te A(A) = A(A).

(B) Av A(A°) = A(A) t61€ 10 A elvou petpriowo.
6. Eotw C 10 ovvoho tou Cantor. Anodellte 61 C'+ C = [0, 2] xon e€etdote av To C'NQ eivor Tuxvd oto C.

7. (o) Eotw A C RF. Anodeifte 6t 10 A eivar Lebesgue petprioyo ov xot pdvo av yio xdde € > 0 undpyet
Lebesgue petprioyo E C R* tét010 dote A\ (AAE) < e.

(B) Eotw A C R¥. Anodei&e 61t 10 A eivon Lebesgue petpfiowo av xou uévo av i xdde E C A xou yio xéide
F C A€ woydel 61
A(EUF) = X(E)+ \(F).
8. 'Ectw E Lebesgue petpfioyo utocivoro tou R pe A(E) < co. Anodeilte étL 1 ouvdptnon g : R — R ye
g(x) = Az + E) N E)

elvar cuveyfc xou  lim x) = 0.
xhe xen lim g(z)



9. 'Eotw E C R Lebesgue petpriowo obvoro e A(E) > 0. Anodeilte dtL undpyouv Eéva olvoha Er, By tétola
Gote E = E1 U Ey xou ME) = X*(E1) = \*(E»).

10. Ocwpolpe 10 chvoro A = {377, % |6, =0 4 1}. Anodelite 6 to A elvon xhewotd 6OvVOro pE %EVH
eowtepd xat Yétpo A(A) = 0.
E€etdote av undpyel guonde aptduds s tétolog dote 10 6OVOAO

s A=A+ A+ +A={y1+ - +ys |y € A}

vau el VeTind UETpo.



