Oczwpia Métpou (2021-22)
Aoxrfoeig — PulAdSLo 1

(Toapodidete €€ and tic aoxfoeic. Huepopnvio nopddoone: 24 OxtwfBpiov 2021)

1. (o) Eotwo (X, A) petpiowoc ydpoc xou (Ay), (By) 800 axoloudicc cuvdrwv oty A. Anodellte 6T
lim sup A, Nlimsup B,, 2 limsup(4, N B,) xo limsup A, Ulimsup B,, = limsup(A4, U By,).

TTotec ebvon ot avtiotolyeg oyéoeic yia to lim inf;

(B) Eotww (an) axohovdio nporypatiedyv aprdumy xo A, = (—o0,ay,). Anodeilte 6T
(—o0,liminf a,) C liminf A,, C (—oo,liminfa,] xou (—oo,limsupa,) C limsup 4,, C (—oo, limsup ay].

Anodeigte 6t av liminf A, = limsup A,, téte 10 lima, vrdpyet (xou evdeyouévwe elvou +00) odAd to avti-
OTEOYO BeV Loy UEL YEVIXAL.

2. 'Bow (X, A, pn) yodpoc mdavomrac o {Ax}e,, {Br}ie, oxoloudiec ouvérwv oty A tétolec doTe
p (limsupy, Ax) =1 xou p (liminfy, By) = 1. Anodeigte 6w p (limsupy, (Ax N By)) = 1.

EZetdote av 10 ouumépaoue eZoaxohovlel va oylel av avtixataotioovye tny unddeon g (liminf, By) =1
pe v p (limsupy, By) = 1.

3. («) Eow (X, d) évac yetpwmde yodpoc. Amodellte 1L xdde xheotd unocivoro tou X eivon Gs olvoro xou
xdde avouxtd utocUvoro tou X elvan F, chvolo.

(B) AdoTte mopdderypo Gs-cuvohou A C R mou dev eivar F,-c0Ovoho.
(v) Adote nopdderypo cuvdrou Borel A C R mou dev eivar Gs-cvvoho olte Fy-clvolo.

(3) Eotw A xou B xhewo1d vrnoclvora tov R. Anodeléte 6t to A+ B ={a+b:a € A b e B} dev clvu
anapaitnta xAelot6. Anodelte oume 6Tl elvar ndvta Fir-chvoro.

4. Eotw (X, A) petpAowoc yodpoc xow D owxoyévela uétpwy otny A pe tnv eZfic wbidtnto: av p, uz € D té1e
urdpyet 13 € D tétowo wote pg > max{p, p2}. Opillovue

v(A) = sup{p(A) : p € D}, Ae A
Anodei&te 611 10 v elvan yétpo oty A.
5. Eoww (X, A, ) mhiene xopoc pétpou xan A, B, N C X. Anodeilte 6t
() Av u(N)=0xu AUN € Aéte Ac A
(B) Av A e Axu p(AAB) =0 téte B € A xou p1(A) = u(B).

6. Eotw (X, A, u) yodpoc pétpou pe pu(X) < oco. Eotw (A;i)ier oxoyévelr Zévov cuvohwy oty A pe
1(A;) > 0y xdde i € I. Anodeilte 6t to I elvon to oA dmetpo aprdufioigo.

7. Boww (X, A, 1) xdpoc yétpou tétoog hote yio xdlde & # E € A wybel 0 < p(E) < co. T xdde v € X
opiCouye
f(z) =inf{u(F): E€ A x € E}.

Anodeilte 6n v xdde x € X undpyer povadixd cdvorho A, € A tétowo dote © € Ay xa u(Az) = f(z).
Anobdelgte enlong 6t av z,y € X tote elte A, = A, H A, NAy =@,



8. 'Eotw p éva pétpo otov (R, B(R)) pe v iotnta 6t p(l) < oo yia xdde gpoypévo ddotnue I C R.
Optloupe
w((0,2]) L, av >0
Flz)=4 0 ,ov =0
—u((x,0]) , av x <0.

Amodei&te 6t N F elvon abEovoa xou cuveyhc omd de€id.

9. 'Eotw (X, A, 1) xbpoc pétpou. Aéue 6t 10 p1 elvon nuimencpoouévo av yio xdde A € A pe p(A) = oo
urndpyet B € Ape B C A xou 0 < pu(B) < 0.

(o) Amodeilte bti xde o-TENEPAGUEVO PETPO EIVOL NULITETEPUOUEVO XaL BWG TE TOPAdELYUa UETEPOU Tou eV elvor
NULTETERACUEVO.

(B) Av to p eivar nunenepacpévo, anodeilte 6t yioo xdde C' > 0 xou xdde E € A pe u(E) = oo undpyet
FCE,F €A, ttow dote C < p(F) < .

10. Eotw (X, A, u) yodpoc pétpou. Opilovue pg ot A, détovroc

to(E) = sup{u(F) : F C E xou u(F) < 0o}
Amode{€te 4t
(o) To po elvon NUTETERUOUEVO UETPO (TO «MULTETEPUOUEVO HEPOCY TOL f).

(B) Av 1o p elvon nunenepoouévo, TéTE Lo = p.

(v) YTndpyer pétpo v on A mou naipver wévo tic Twéc 0 xon 0o, TETOW WOTE [t = o + V.



