Oczwpia Métpou (2020—-21)
Aoxrfoeig — PulAdSLo 1

(Toapodidete €€ and tic aoxfoeic. Huepopnvio nopddoone: 30 OxtwfBpeiov 2020)

1. Ocwpolye v owoyévew Iy = {(a,b) : a,b € Q}. Na deifete 61 0(Zg) = B(R).
2. Eotww X = {x1, 22, ...} éva aprdufoipo ocbvoro. Heprypddte dhec tic o-dhyePpec oto X.

3. (o) Eotw (X, d) évac petpindc yopoc. Anodeilte 61 xdde xheiotd unochvoro tou X eivor G5 6UOVORO xou
xdde avoxtd urtocUvolo tou X elvou F, clvoho.

(B) AdoTte mopdderypa Gs-cuvohou A C R mou dev eivan F,-cOvoho.
(v) Adote nopdderypo cuvohou Borel A C R mov dev elvan Gs-cOvoho olte Fy-clvolo.

(3) Eotw A xou B xhewotd unoclvora tou R. Anodeilte 6t t0 A+ B ={a+b:a € A b e B} dev e
anapaitnta xAelot6. Anodelte dumc 6t elvar ndvta Fir-chvoro.

4. Eotw X éva obvoho xou F C P(X). No deiete ot yio xdde A € o(F) undpyer Ca C F oprduriown dote
A€ O'(CA).
Ynébatn: Oewpriote Ty owoyévelr A= {A € o(F): undpyet C4 C F apidufiown pe A € 0(Ca)}.

5. Eotw X éva obvoro. Mia owoyévela M vnocuvérwy tou X Aéyeton povdtovn kddon oto X av ixavonolel
o e€nic:

(i) Ebvar sdeioth otic abovoec evioete, dnhadh av (A,,) eivon pa adovoo axorovdia otoyeinv tne M,
t6te elbvon xou | Joo A € M.

(if) Eivar xhewoth otic @divovoes topéc, dnhadr av (A,,) eivon wa pdivouoa axorovdia ctoyeivv e M,
tote ebvan xou (), A, € M.

Av A eivon pla owxoyévela utocuvohewy tou X, cuuBohilovue ye m(A) ) uixpdtepr YovoTtovn xhdor o
nepEyel T A (Mue 6t m(A) rapdyetar and tnv A). No anodeilete ta e&fc:

(o) Kéde xhdon Dynkin eivon povétovn xhdom.

(B) Av A eivar pio owxoyévela utocuvérwy tou X, téte m(A) C §(A).

(v) Trdpyer povétovn xhdom nou dev eivon xhdorn Dynkin.

(8) Av A eivon o dhyePpa oo X, téte m(A) = o(A).

6. Eotww (X, A) petpAowoc yodpoc xou {uy} o ad&ouoa axoroudio pétpwv otov (X, A), dnhady| yia xdde
n € Nxou A € Awyber pn(A) < pnt1(4). T A € A opiloupe

p(A) = lim g, (A).

n—

Na deiZete 611 t0o 1 elvon pétpo otov (X, A).

7. Bow (X, A, p) évac xdpoc o-nenepaoyévou uétpou xat (A;)ier o oxoyévela Zévemv avd d0o ototyelwy
e A. No dellete 6u v xdde A € A 10 clvoho Jg ={i € I : u(ANA4;) > 0} eivon aprdpriowpo.

8. Eotw F wa dhyelpo ot éva 6Ovoro X xau f1 €vol TEnepacévo uétpo oto xwpeo (X, o(F)). Na deifete bt
yio xdde A € o(F) xou € > 0 vndpyer F € F dote

wW(AAF) < e,

6nov AANF = (A\ F)U (F\ A).



9. Eotw (X, A, u) évag ywpoc tenepaouévou pétpou xou (A, ) pa axohoudio utocuvérwy tou X yua tny orola
urdpyet & > 0 dote p(Ay) = d v xédde n € N.

(o) Agigte 6T p(limsup,, A,) > 0.

(B) Aci&te 6t undpyer adZouoa axohouvdia puotxy apdudy {k,} dote

() Ak, # 2.
n=1

10. Eow (X, A, 1) évag ydpog mencpaouévou pétpou. Aei&te bt tor oxdhouda efvon toodivopor:
() To obvoro {u(A) : A € A} ebvan drerpo.
(B) T x8de & > 0 undpyer A € Ape 0 < u(A) < e.
(v) Trdpyer axorovdio Eévev avd 800 cuvorwY (Ay)neny oty A dote u(A4,) > 0y xdde n € N.



