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Se ìlec tic Ask seic, (X,A, µ) eÐnai ènac q¸roc mètrou, ìla ta uposÔnola tou X an koun
sthn A, kai oi fn, f : X → R eÐnai metr simec sunart seic.

1. 'Estw φ : R→ R omoiìmorfa suneq c sun�rthsh. An fn → f kat� mètro   sqedìn omoiìmorfa,
tìte φ ◦ fn → φ ◦ f kat� mètro   sqedìn omoiìmorfa antÐstoiqa.

2. 'Estw En ∈ A gia k�je n ∈ N. DeÐxte ìti h {χEn
} eÐnai Cauchy kat� mètro   kat� mèso an

kai mìno an µ(En 4 Em) → 0 ìtan m, n →∞.
Exet�ste an isqÔei to ex c: h {χEn

} eÐnai Cauchy sqedìn omoiìmorfa an kai mìno an µ(En4
Em) → 0 ìtan m,n →∞.

3. An fn ≥ 0 kai fn → f kat� mètro, deÐxte ìti
∫

X

f dµ ≤ lim inf
n→∞

∫

X

fn dµ.

4. An |fn| ≤ g,
∫

X
g dµ < ∞ kai fn → f kat� mètro, deÐxte ìti

∫

X

fn dµ →
∫

X

f dµ.

5. (a) Upojètoume ìti µ(X) < ∞ kai ìti supn∈N |fn(x)| < ∞ µ-sqedìn pantoÔ. DeÐxte ìti, gia
k�je δ > 0 up�rqoun A ∈ A me µ(A) < δ kai M > 0 ¸ste: |fn(x)| ≤ M gia k�je n ∈ N kai gia
k�je x ∈ X \A.
(b) Upojètoume ìti µ(X) < ∞. An fn → f kat� mètro kai gn → g kat� mètro, deÐxte ìti
fngn → fg kat� mètro.

6. Upojètoume ìti µ(X) < ∞. DeÐxte ìti fn → f µ-sqedìn pantoÔ an kai mìno an, gia k�je
ε > 0 isqÔei limn→∞ µ(∪∞k=nEk(ε)) = 0, ìpou

Ek(ε) = {x ∈ X : |fk(x)− f(x)| ≥ ε}.

7. Upojètoume ìti µ(X) < ∞ kai ìti oi fn, f eÐnai oloklhr¸simec. Lème ìti oi fn eÐnai o-
moiìmorfa oloklhr¸simec an gia k�je ε > 0 up�rqei δ > 0 ¸ste: an µ(A) < δ tìte∣∣∫

A
fn dµ

∣∣ < ε gia k�je n ∈ N.
DeÐxte ìti fn → f kat� mèso an kai mìno an oi fn eÐnai omoiìmorfa oloklhr¸simec kai fn → f

kat� mètro.

8. Upojètoume ìti µ(X) < ∞ kai ìti oi fn, f eÐnai oloklhr¸simec. Exet�ste an isqÔei to ex c:
fn → f kat� mèso an kai mìno an

∫
A

fn dµ → ∫
A

f dµ gia k�je A ∈ A.


