Kecpdc)\ouo 1
o—QAYEPPES

1.1  o-dAyePpeg

Opiopog 1.1.1 (0-dhyefpa). Eow X éva un xevé clvoro xar éotw A uia
owxoyévelo unocuvoraoy tou X. H A Myetaw o—-dAyeBpa oto X av elvon un
HEVY), YAELOTH WOC TPOC CUUTANEOUATA Xol YAELCTY WC RO dmetpeg aptdunoLUeS
evooews. To Leuydpr (X, A) Myeton (heTphioLhog X Hpog.

IMeétaon 1.1.2. Eotw A uta o-dhyefpa oto X. Téte, n A neptéyet to 0 xon
10 X, xon elvol XAELOTH WG TPOG TENEPUCUEVES EVOIOELS, TEMEQACMEVES X0 GTELPES
aprduriolues Toués, cuvoholewpnTixés SLapopéc.

IMopoadeiypata 1.1.3. Av X # 0 t61€ oo A1 = {0, X}, Ay = {0,E,E°, X}
omou E un xevod yvhioo uroctvoro tou X, Az = P(X) (o duvopocivoro tou
X), elvon o-8hyeBpec oto X.

Av X elvan éva unepapriunowuo cOvoho téte 1|

A={AC X|A apudufowso f A° aprdurioluo}
elvan o—GhyeBpa oo X.
Ipétaon 1.1.4. Eotww (X, A) évac yetphowos yodpoc. Av {4,102, elvon wo
axohoudio otowyelwv ne A, unopolue vo Bpolue axohoudio { By 102 Eévwv avd

dlo otoyelwy e A dote: B, C A, yta xdde n € N xaw A4 U---U Ay =
BiU---UBypy vyl xdde N € N. EWdwérepa,

oo (oo}
U An = U B,
n=1 n=1
To (3o woylet yiat menepaouévec axorowdice {A, N, otouyelwv tne A.

1.2 Tlopoyobueveg o—dhyePBeeg

Ipétaon 1.2.1. Av (A)ier elvon wa un xevh) owoyévels o—ohyelpov oto X
T6TE N [ ;e Ai elvon o-dhyeBpa ot0 X.
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Opiouodg 1.2.2 (ropoybuevn o—-8hyelpa). Av F elvon (ot un xevr owoyévew
UTOOUVOAWY Tou X TOTE 1)

o(F) = ﬂ{A | A o-8hyePpo xou A D F}

glvon (xohd optopévn) o—8hyelpa oto X. H o(F) elvar 1 o—dhyefpa mov mo-
pdyeton and v F.

Ilpotaon 1.2.3. Av ) # F C P(X) t61e 1 o(F) elvon 1 uixpdtepn o—8hyefpa
oto X nonola neptéyet ty Fi av A eivar o—dhyeBpa xaw F C A téte o(F) C A.

Hopadelypoto 1.2.4. () Av E elvon €va un xevd yvhowo urtocbvoro tou X
xon F ={E} tétc o(F) = {0, E, E¢, X }.

(B) Av X elvon éva unepapriufioyo odvoro xau F = {A C X | A apuiurowo},
161 0(F) = {A C X | A apudufiowo | A® apudufiowo}.

1.3 Borel o—-dAyefpeg

Opioudg 1.3.1 (Borel o—-dhyeBpa). Eotww (X, p) évag UeETpXGE YOPOS X0t E0TW
T 1 OWXOYEVELDL TWV AVOLXTOV UTOoUVOAWY Tov X. H o-dhyefpa

B(X):=0o(T)

elvon 7y Borel o—d&AyeBea tov X. Ta otoyelo tne B(X) elvon 1o Borel obvola
Tou X.

To avouxtd ot tar ¥Aewotd urtocUvola tou X elvar Borel oOvoha. To (8o
oybeL yLor T optUAoUIES TOMES avoLXTWY SUVOALY (Tor Aeydueva G5 GUVORX)
xa TG aptOUACUIES EVOGELS XAELOTOY GUVOAWY (Tar Aeydueva Fyr clvoha).

Hpértaon 1.3.2. Eow (X, p) évoac yetpixde yopoc xon éotw F 1 owxoyével
TWY (KAELOTOY LTOCLVOAWY Tou X. Tote,

Hopdderypa 1.3.3 (Euxheldeioc ywpoc). Oewpolue tov R™ (n € N) ue my
Ewdeidela puetpxr. Avdotnue Aue xdide clvolo g wopeic

H[ajvbj] 7,] H(aj’bj) 7/] H[aj’bj) 7/] H(ajvbj]
Jj=1 J=1 j=1

Jj=1

6mouv —oo < a;j < b; < 400 (otny mMEdTN Teplntwon, a; < bj). To nopandve
oo ThUNTE OVOULOVTOL HAELTTY, AVOLXTA, HAELGTA-OVOLXTA KO UVOLXTA—XAELTTS.
avtiototya. Kdde ddotnua elvor Borel olvolo w¢ nenepaopévn toun avouxtoy
A/ Ho HAELTTOV UL DPWV.

Ipértaon 1.3.4. 'Eow &; (1 = 1,2,3,4) ot OXOYVEVELEC TV XAELTTLY, AVOLXTOV,
HAELGTOY—OVOLXTMY XL AVOXTOV—XAELOTOY SaoTrudtony aviiotorya. [a xdde
1=1,2,3,4 woydet
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1.4 "AlyeBpeg xow QLovoToveEg ANAOELG
Optopmdeg 1.4.1 (dhyefpa). Eotw X éva un xevd odvoro xou €otw A pia ot
xoyévern utocuvéiwy tou X. H A Aéyetar dhyeBpa oto X av eivar un xevi,

HAELOTH WG TPOG CUUTANEWUATA XKoL XAELOTH WG TPOC MEMEPUCUEVES EVWCELS.

IMpétaon 1.4.2. 'Eotw A ua dhyefpa oto X. Toéte, n A nepiéyet o 0 xou to X,
no elvo HAELOTH W TPOG MEMEQUCUEVES TOUES ol GUVOROUEWPTTIXES Dlapopéc.

IMogatnerosig 1.4.3. («) Kdde o-dhyeBpa elvan dhyefpa.
(B) To avtiotpopo dev oyler. Av X = N you av

A = {A C N| A nenepaouévo 1| A nenepacuévo},
t61e N A elvon dhyeBpoa adhd Sev elvan o—dhyefpa oto N.
Mogdderypa 1.4.4 (Euxheldeioc ydpoc). Gewpolue tov R™ (n € N) ue v
Euxieldeior petpund|. Tevixeuvpévo Sidotnua Aéue xdlde clvoro g Uoppic

n
P= H(aj,bj], dmov —oo < a; < b; < 4o0.
j=1

ITpbtaoy 1.4.5. H owoyévela
A={PU---UP; |k €N, P1,..., Py &éva yevixeuuéva StuothAuorta}

elvar GAyeBpa.
Andoaén. Aelyvouue Siodoyind ta e€hc:

(i) H tour 800 yevixeuuévov Slaotnudtwy etvar xevh 1 YEVIXELUEVO SLdoTrUa.

(if) H A elvou xhetot 0¢ Tpoc TEREPAOUEVES TOMEC.

(iii) To oupmAfpwuo YeEVixeuuévou Do ThUoToC avixel oty A.

(iv) H A elvar ¥Aeloth ¢ Tpoc SUUTANPOUATA.

(v) H A elvou xheloth ¢ TpoE MENEPUCIUEVES EVOELS.

Optopds 1.4.6 (uovétovn xhdon). Eotw X éva un xevd odvoro xou éotw A
(o ooyéveta utoouvodwy tou X. H A Aévetar wovdtovy xhdorn oto X av
elvat Un xevh, ¥AeloTh 0g Tpog abEoUaES dpIUCUIES EVIOELS XL XAELGTH WG
npog @divouoeg apripnolues Topéc.

HMogatnedoeig 1.4.7. (o) Kdde o—-dhyeBpa elvon povdtovn xhdon (to avtiotpo-
o dev Loy leL).
(B) Av uta dhyefpa elvon xon uovdtovn xAdon, téte elvon o—GAYEBpo.

Ilpétaon 1.4.8. Av (A)er elvon o Un XEVH OXOYEVELX LOVOTOVKY XNGCEWY
oto X t6te 1 [, Ai glvon povétovn xhdon oto X.



4 - o—AATEBPEY

Opiouodg 1.4.9 (nopoaybuevn wovétovn xhdon). Av F elvan (o un Xevh otxo-
YEVELL UTOGUVOAWY Tou X THTE 7

m(F) = [{A| A uovétovn shdon xou A 2 F}

elvon (xahd optouévn) povétovn xAdon oto X. H m(F) elvon 1 povétovn xhdon
mou mapdyetan ané v F.

Ileétoon 1.4.10. Av § # F C P(X) t6te . m(F) elvon 1 uxpbtepr) povdtovn
xhdon oto X 1 onola neptéyet v Froav A elvon povétovn xddon xaw F C A
t6te m(F) C A.

Ilpétaon 1.4.11. Av A elvan o dhyefpa oto X, 161€
m(A) = o(A).

1.5 IlepropLopodg o—dhyePpog

IIpétaon 1.5.1. 'Eotw A uta o-dhyeBpa 610 X xon é6tw Y éva un xevé yviolo
unooUvoro tou X. Opilouye

AlY ={ANY|Aec A}
Téte, n A Y elvon o-dhyeBpa oo Y.

Opiopds 1.5.2 (neploptopde o—-dyeBpac). H A [ Y Myetn mepropiopdg
me A oto Y. Tevixdtepa, av F elvor yior un xevh olxoyEéveLd UTOGUVOA®Y TOU
X xow av Y elvon éva un xevé yvfiowo unooUvoro tou X, T6TE 1 owxoyévela
F1Y ={ANY | A€ F} Myewn nepropiopde e F oo Y.

Ipétaon 1.5.3. Eotw F yla Un xeV ooYEVELL UTOCUVOAWY ToL X oL £6Tw
Y éva un xevé yvhowo urocivoro tou X. Tote,

o(FlY)=0c(F)|Y.

Ilpétaon 1.5.4. 'Eotw (X, p) évac petpinde yopoc. Q¢ ouvidwe, av Y elvor
éva urn xevé yvholo unoovolo tou X, dewpolue 10 Y ooy undywpo tou X ue
™ petpw ply xy. Téte,



