
Kef�laio 2

Mètra

2.1 Mètra

Orismìc 2.1.1. 'Estw (X,A) ènac metr simoc q¸roc. Mia sun�rthsh µ :
A → [0,∞] lègetai mètro ston (X,A) an ikanopoieÐ ta ex c:

(a) µ(∅) = 0.
(b) An {An}∞n=1 eÐnai akoloujÐa xènwn stoiqeÐwn thc A tìte

µ

( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

µ(An).

H tri�da (X,A, µ) lègetai q¸roc mètrou.

Prìtash 2.1.2. K�je mètro eÐnai peperasmèna prosjetikì: an A1, . . . , AN

eÐnai xèna stoiqeÐa thc A tìte

µ

(
N⋃

n=1

An

)
=

N∑
n=1

µ(An).

ParadeÐgmata 2.1.3. (a) To mhdenikì mètro: µ(A) = 0 gia k�je A ∈ A.
(b) 'Estw X uperarijm simo sÔnolo kai

A = {A ⊆ X |A arijm simo   Ac arijm simo}.

Jètoume µ(A) = 0 an to A eÐnai arijm simo kai µ(A) = 1 an to Ac eÐnai arijm -
simo. To µ eÐnai mètro.

Je¸rhma 2.1.4 (basikèc idiìthtec). 'Estw (X,A, µ) ènac q¸roc mètrou.
(a) MonotonÐa: An A,B ∈ A kai A ⊆ B tìte µ(A) ≤ µ(B).
(b) An A,B ∈ A, µ(A) < ∞ kai A ⊆ B tìte µ(B \A) = µ(B)− µ(A).
(g) Upoprosjetikìthta: An {An}∞n=1 eÐnai akoloujÐa stoiqeÐwn thc A tìte

µ

( ∞⋃
n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

µ(An).
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(d) Sunèqeia: An {An}∞n=1 eÐnai mia aÔxousa akoloujÐa stoiqeÐwn thc A tìte

µ

( ∞⋃
n=1

An

)
= lim

n→∞
µ(An).

(e) Sunèqeia: An {An}∞n=1 eÐnai mia fjÐnousa akoloujÐa stoiqeÐwn thc A kai
µ(A1) < ∞, tìte

µ

( ∞⋂
n=1

An

)
= lim

n→∞
µ(An).

Orismìc 2.1.5 (kathgorÐec mètrwn). 'Estw (X,A, µ) ènac q¸roc mè-
trou. To µ lègetai:
(a) peperasmèno, an µ(X) < ∞.
(b) mètro pijanìthtac, an µ(X) = 1.
(g) σ�peperasmèno, an up�rqei akoloujÐa {An}∞n=1 ⊆ A ¸ste µ(An) < ∞
gia k�je n ∈ N kai X =

⋃∞
n=1 An.

(d) hmipeperasmèno, an gia k�je A ∈ A me µ(A) = ∞ mporoÔme na broÔme
E ⊂ A sthn A me 0 < µ(E) < ∞.

Parat rhsh 2.1.6. 'Estw µ èna σ�peperasmèno mètro ston (X,A). Tìte,
(a) Up�rqei akoloujÐa {Bn}∞n=1 xènwn stoiqeÐwn thc A ¸ste µ(Bn) < ∞ gia
k�je n ∈ N kai X =

⋃∞
n=1 Bn.

(b) Up�rqei aÔxousa akoloujÐa {En}∞n=1 ⊆ A ¸ste µ(En) < ∞ gia k�je n ∈ N
kai X =

⋃∞
n=1 En.

Prìtash 2.1.7. K�je σ�peperasmèno mètro eÐnai hmipeperasmèno.

Orismìc 2.1.8 (sÔnola mètrou 0). 'Estw (X,A, µ) ènac q¸roc mètrou.
Lème ìti to E ∈ A eÐnai mètrou 0 an µ(E) = 0.

Prìtash 2.1.9. 'Estw (X,A, µ) ènac q¸roc mètrou.
(a) An µ(E) = 0, F ∈ A kai F ⊆ E, tìte µ(F ) = 0.
(b) An {En}∞n=1 ⊆ A kai µ(En) = 0 gia k�je n ∈ N, tìte µ (

⋃∞
n=1 En) = 0.

2.2 Shmeiakèc katanomèc

Orismìc 2.2.1. 'Estw I 6= ∅ kai α : I → [0,∞]. Gr�foume αi antÐ gia α(i).
OrÐzoume

∑

i∈I

αi = sup

{∑

i∈F

αi |F ⊆ I, F 6= ∅, F peperasmèno

}
.

EpÐshc, sumfwnoÔme ìti
∑

i∈∅ αi = 0.

Parat rhsh 2.2.2. An
∑

i∈I αi < ∞ tìte to sÔnolo J = {i ∈ I : αi > 0}
eÐnai arijm simo.
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Prìtash 2.2.3. 'Estw X 6= ∅ kai α : X → [0,∞]. OrÐzoume µ : P(X) →
[0,∞] me

µ(A) =
∑

x∈A

αx

gia k�je A ⊆ X. Tìte, to µ eÐnai mètro (h shmeiak  katanom  pou
ep�getai apì thn α). O αx eÐnai h m�za sto shmeÐo x.

ParadeÐgmata 2.2.4. (a) An αx = 1 gia k�je x ∈ X tìte to µ(A) isoÔtai
me ton plhj�rijmo tou A (to µ lègetai mètro aparÐjmhshc).
(b) 'Estw X 6= ∅. StajeropoioÔme x0 ∈ X kai orÐzoume αx = 1 an x = x0 kai
αx = 0 an x 6= x0. Tìte, h shmeiak  katanom  δx0 pou ep�getai apì thn α eÐnai
h ex c: an A ⊆ X kai x0 ∈ A tìte δx0(A) = 1, en¸ an A ⊆ X kai x0 /∈ A tìte
δx0(A) = 0. To δx0 eÐnai to mètro Dirac sto x0.

2.3 Pl rh mètra

Orismìc 2.3.1. 'Estw (X,A, µ) ènac q¸roc mètrou. Lème ìti to µ eÐnai
pl rec an ikanopoieÐ to ex c: an µ(E) = 0 kai F ⊆ E tìte F ∈ A (opìte,
µ(F ) = 0). An to µ eÐnai pl rec, o (X,A, µ) lègetai pl rhc q¸roc mètrou.

Orismìc 2.3.2. An (X,A1, µ1) kai (X,A2, µ2) eÐnai dÔo q¸roi mètrou sto
Ðdio sÔnolo X, o (X,A2, µ2) lègetai epèktash tou (X,A1, µ1) an isqÔoun ta
ex c:

(a) A1 ⊆ A2.
(b) Gia k�je A ∈ A1 isqÔei µ2(A) = µ1(A).

Je¸rhma 2.3.3. 'Estw (X,A, µ) ènac q¸roc mètrou. Up�rqei monadikìc
q¸roc mètrou (X,A1, µ1) pou ikanopoieÐ ta ex c:
(a) O (X,A1, µ1) eÐnai epèktash tou (X,A, µ).
(b) O (X,A1, µ1) eÐnai pl rhc q¸roc mètrou.
(g) An (X,A2, µ2) eÐnai pl rhc epèktash tou (X,A, µ), tìte o (X,A2, µ2) eÐnai
epèktash tou (X,A1, µ1).

Orismìc 2.3.4. H pl rhc epèktash (X,A1, µ1) tou prohgoÔmenou Jewr ma-
toc lègetai pl rwsh tou (X,A, µ).

Par�deigma 2.3.5 (mh pl rec mètro). 'Estw X 6= ∅ kai èstw x0 ∈ X.
'Estw A mia σ��lgebra pou perièqei to {x0} kai perièqetai gn sia sto P(X).
OrÐzoume µ : A → [0,∞] me µ(A) = 1 an x0 ∈ A kai µ(A) = 0 an x0 /∈ A. To µ
den eÐnai pl rec.

Par�deigma tètoiac σ��lgebrac: jewr ste tuqìn sÔnolo me perissìtera apì
dÔo stoiqeÐa kai thn A = σ(F), ìpou F = { {x0} }.

2.4 Periorismìc

Prìtash 2.4.1. 'Estw (X,A, µ) ènac q¸roc mètrou. An ∅ 6= Y ⊆ X, orÐzoume
µY : A → [0,∞] me

µY (A) = µ(A ∩ Y ) gia k�je A ∈ A.

Tìte, to µY eÐnai mètro ston (X,A). EpÐshc, µY (A) = µ(A) an A ⊆ Y kai
µY (A) = 0 an A ∩ Y = ∅.
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Orismìc 2.4.2 (periorismìc sto Y ). To mètro µY lègetai periori-
smìc tou µ sto Y .

L mma 2.4.3. 'Estw (X,A) ènac metr simoc q¸roc kai èstw ∅ 6= Y ⊆ X.
Tìte,

A ¹ Y = {A ∈ A |A ⊆ Y }.
Prìtash 2.4.4. 'Estw (X,A, µ) ènac q¸roc mètrou. An ∅ 6= Y ⊆ X, orÐzoume
µ ¹ Y : A ¹ Y → [0,∞] me

(µ ¹ Y )(A) = µ(A) gia k�je A ∈ A ¹ Y.

Tìte, to µ ¹ Y eÐnai mètro ston (X,A ¹ Y ).

Orismìc 2.4.5 (periorismìc sthn A ¹ Y ). To mètro µ ¹ Y lègetai
periorismìc tou µ sthn A ¹ Y .

2.5 Monadikìthta

Je¸rhma 2.5.1. 'Estw A mia �lgebra uposunìlwn tou mh kenoÔ sunìlou X
kai èstw µ, ν dÔo mètra sthn σ(A). Upojètoume ìti up�rqei aÔxousa akoloujÐa
{An}∞n=1 stoiqeÐwn thc A ¸ste X =

⋃∞
n=1 An kai µ(An) < ∞, ν(An) < ∞ gia

k�je n ∈ N. Upojètoume epÐshc ìti

µ(A) = ν(A) gia k�je A ∈ A.

Tìte, ta µ kai ν sumpÐptoun: µ(A) = ν(A) gia k�je A ∈ σ(A).


