
Kef�laio 3

Exwterik� mètra

3.1 Exwterik� mètra

Orismìc 3.1.1 (exwterikì mètro). 'Estw X èna mh kenì sÔnolo. Mia a-
peikìnish µ∗ : P(X) → [0,∞] lègetai exwterikì mètro sto X an ikanopoieÐ
ta ex c:

(a) µ∗(∅) = 0.
(b) An A ⊆ B ⊆ X tìte µ∗(A) ≤ µ∗(B).
(g) An {An}∞n=1 eÐnai mia akoloujÐa uposunìlwn tou X tìte

µ∗
( ∞⋃

n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

µ∗(An).

Orismìc 3.1.2 (σ�k�luyh). 'Estw X èna mh kenì sÔnolo. Mia oikogèneia
C uposunìlwn tou X lègetai σ�k�luyh gia to X an up�rqoun C1, . . . , Cn, . . .
sthn C ¸ste X =

⋃∞
n=1 Cn.

Je¸rhma 3.1.3 (kataskeu  exwterik¸n mètrwn). 'Estw C mia σ�
k�luyh gia to mh kenì sÔnolo X, kai èstw τ : C → [0,∞] tuqoÔsa apeikìnish
me τ(∅) = 0. Gia k�je A ⊆ X orÐzoume

µ∗(A) = inf





∞∑

j=1

τ(Cj) |Cj ∈ C, A ⊆
∞⋃

j=1

Cj



 .

Tìte, h apeikìnish µ∗ eÐnai exwterikì mètro sto X.

3.2 O orismìc tou Karajeodwr 

Orismìc 3.2.1 (µ∗�metr simo sÔnolo). 'Estw µ∗ èna exwterikì mètro
sto mh kenì sÔnolo X. Lème ìti èna sÔnolo A ⊆ X eÐnai µ∗�metr simo an

µ∗(E ∩A) + µ∗(E ∩Ac) = µ∗(E)

gia k�je E ⊆ X. SumbolÐzoume me Aµ∗ thn oikogèneia ìlwn twn µ∗�metr simwn
uposunìlwn tou X.
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Je¸rhma 3.2.2 (je¸rhma tou Karajeodwr ). 'Estw µ∗ èna exwte-
rikì mètro sto mh kenì sÔnolo X. Tìte, h oikogèneia Aµ∗ twn µ∗�metr simwn
uposunìlwn tou X eÐnai σ��lgebra. An sumbolÐsoume me µ ton periorismì thc
apeikìnishc µ∗ sthn Aµ∗ , tìte h tri�da (X,Aµ∗ , µ) eÐnai ènac pl rhc q¸roc
mètrou.

Apìdeixh. DeÐqnoume diadoqik� ta ex c:

(i) ∅ ∈ Aµ∗ .

(ii) An A ∈ Aµ∗ tìte Ac ∈ Aµ∗ .

(iii) An A,B ∈ Aµ∗ tìte A ∪B ∈ Aµ∗ .

(iv) H Aµ∗ eÐnai �lgebra.

(v) An {An}∞n=1 eÐnai mia akoloujÐa xènwn sunìlwn sthn Aµ∗ tìte

∞∑
n=1

µ∗(E ∩An) = µ∗ (E ∩ (∪∞n=1An))

gia k�je E ⊆ X.

(vi) An {An}∞n=1 eÐnai mia akoloujÐa xènwn sunìlwn sthn Aµ∗ tìte
⋃∞

n=1 An ∈
Aµ∗ .

(vii) H Aµ∗ eÐnai σ��lgebra.

(viii) To µ := µ∗|Aµ∗ eÐnai mètro.

(ix) To µ eÐnai pl rec mètro.

Parat rhsh 3.2.3. 'Estw µ∗ èna exwterikì mètro sto mh kenì sÔnolo X.
Tìte,
(a) An B ⊆ X kai µ∗(B) = 0 tìte to B eÐnai µ∗�metr simo.
(b) An {An}∞n=1 eÐnai mia akoloujÐa xènwn sunìlwn sthn Aµ∗ tìte

∞∑
n=1

µ∗(E ∩An) = µ∗ (E ∩ (∪∞n=1An))

gia k�je E ⊆ X.


