Kegpdhawo 7

20YUACN AXOAOLVLMV
LETET|OLUWY CUVILTNCEWY

7.1 320yxAiomn xotd onueio xoL OQLOLOLOREYPT CUYXALOY

Opiop6e 7.1.1. 'Eow (X, A, 1) évac yopoc wétpou xa éotw fn, f: X — R
UETENOWES CUVOPTAGELC.

(o) Adpe 6t fr, — f notd onuelo p — oo, av undpyer Z € A ye u(Z) =0 wore:
fn(z) = f(z) yia xdde z € X \ Z. Anpody,

T xdle z € X\ Z xon yio xdde € > 0 undpyet no(e, z) € N dote:
v x&de n > ng, | fuo(z) — f(2)] < e.

(B) Aépe 6t fr, — f opodpoppa p — o.m. av undpyer Z € A ye u(Z) =0 wore:
fn — f opotduoppa oto X \ Z. Anhadi,

T %x8de € > 0 undipyer no(e) € N dote: yio xdde n > ng xow yua
xe z € X\ Z, | fo(z) — f(z)] <e.

(v) Aépe 6u n {fn} ebvar opobuopga Cauchy p — o.m. av vndpyer Z € A pe
w(Z) =0 dote:

T %dde € > 0 vndipyer no(e) € N dote: yio xdde m,n > ng o yua
xe x € X\ Z, | fn(x) — fin(2)] < e.

Ané touc opiopolc etvan govepd ot av fr, — f opolduoppa it — o, TOTE fr, — f
xotd onueto p — o.m. Enfong, av n {fn} elvon oyowbpopga Cauchy p — o.7. 161
fn — [ opoibuopga pn — o.m.

IMebraoy 7.1.2. (o) Av fr, — f % fr, = g xatd onpelo p— o, 61 f=¢g
I — O.T.
B) Av fr = f xou frp — g opobuopya pp —om., téte f =g p— o

IMedtaorn 7.1.3. (o) Av fr, — f xu g — g xatd onuelo p — o.m., t61€, YA
x@e t,s € R, tf, + sg, — tf + sg xatd onuelo p — o.m.

B) Av fr — f xau gn — g opowbuopya p — o.m., tétE, Y xde t, 5 € R,
tfn + sgn — tf + sg oyolduopga |t — o.T.
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Ilpotaoy 7.1.4. (o) Av fr, — f xou g — g xotd onuelo p — o, 161
fngn — fg xotd onuelo p — o..

(B) TroYétouvue 6t undpyer M > 0 dote |fn] < M xou |gn| < M p— o.m.
v xdde n € N. Av f, — f xa g, — g ogoduoppa pt — o.m., 161€ frngn — fg
OUOLOUOPYA L — O.T.

(v) Av agaspéoouye Ty unddeon 6t ot { i}, {gn} elvon oporbpopea ppoayuévec
p— o.m., 16t (B) dev oylel Yevixd.

7.2 XOyxAiorn xotd wéEco

Optowde 7.2.1. Eotw (X, A, 1) évac yopoc pétpou xot éotw fn, f: X — R
METPNOWES CUVIPTHOELC.

(o) Adpe 6 fr, — f xatd péoo ov

J 1t = flau—o.

(B) Aéue ot {fn} etvon Cauchy xatd yéoo av v xdde € > 0 vndpyet no(e) € N
wote: v xdlde m,n > ng,

/ [frn — fldp < e.
JX

Ilegdétaom 7.2.2. Av f,, — f xou fr, — g xotd yéoo, téte f =g p—o.7.

ITebértaoy 7.2.3. Av f,, — [ xow g, — g xotd Yéoo, t61e, yia x&e ¢, 5 € R,
tfn + sgn — tf + sg notd yéoo.

Hopathenor 7.2.4. Av f, — f xatd yéoo, té1e 1 {fn} ebvon Cauchy xatd
uéco.

Oevenpa 7.2.5 (Riesz). Av n {f,} ever Cauchy xutd péoo, tdte URdpyEL
petphowr ouvdptnon f : X — R dote
/ \fn—f\du—ﬂ)
b'e

Emnéov, undpyer utaxohoudio { fr, } tne {fn} dote fr, — f p—om.

IMépopa 7.2.6. Eotw (X, A, n) évac yodpoc pétpou xau €0t fr, f 1 X — R
HETPHOLIES CUVOPTACELS. AV fx | fr. — f| diw — 0, t67e undpyet unaxorovdia { i, }
e {fn} Gote fr, = f n—om.

Ipdraoy 7.2.7. (o) Yrodétouye 6t undpyer M > 0 oote |fp| < M p—o.m.
v xdde n € No Av f, — f xotd yéoo, téte |f| < M p— o

(B) Trodéroupe étL undpyer M > 0 Gote |fn] < M xou |gn| < M p—o.m. vy
xade n € N. Av f, — f nou g, — g xavd yéco, t67e frgn — fg notd péoo.

7.3 X0yxAiomn xotd UETpOo

Optowde 7.3.1. Eotw (X, A, 1) évac yopoc pétpou xot éotw fn, f: X — R
UETEHOUWES CUVAPTATELS.



7.4 YXEAON OMOIOMOP®H IITKAITH - 29

(o) Aépe 6T fr, — f natd pétpo av, yio xdde € > 0,

p{z € X o |fulz) = f(2)] = €}) = 0.

(B) Abue o n {fn} elvor Cauchy xatd pétpo av yia xdde €,6 > 0 undpyel
np(e,0) € N dote: v xdde m,n > ny,

n({z € X ¢ |fule) — fule)] 2 €}) < 4.

Hapathenon 7.3.2. Av f,g: X — R elva petpriowec ouvopthoels, 1ote, yia
w&e a, b > 0 woylel

p{z: 1f (@) + g(2)] = a+b}) < p({z: |f(z)| 2 a}) + p({z : [g(x)] = b}).
Ieétaocr 7.3.3. Av f, — f o fr, = g xotd yétpo, té1€ f =g p — o.7.

Iebtacr 7.3.4. Av f, — f xu g, — g xatd pétpo, t61€, yia xdde t,s € R,
tfn +8gn — tf + 59 xatd yétpo.

IMagathenon 7.3.5. Av f, — f xatd pétpo, 161€ n {f,} elvon Cauchy xatd
HETPO.

Oewpnpa 7.3.6. Avn {f,} ebvu Cauchy xotd uétpo, 161 UdpyEL peTpiown
ouvdptnon f : X — R dote f, — f xatd pérpo. Emnidov, undpyel uroxoroudia

{fe. } nc {fn} dotE fR, = f p—om.

Mépwopa 7.3.7. FEotw (X, A, 1) évac xopoc Y€tpou xa €01 fn, f: X — R
uetprowes ouvopthoec. Av f, — f xatd uétpo, téte undpyet unaxorovda { fr, }
e {fn} Gote fr, — f p—o.m.

IMgdtaor 7.3.8. (o) Trnodétouue 6t undpyer M > 0 dote |fr| < M p—o.m.
v xdde n € No Av f, — f xotd yétpo, 61 |f| < M p—o.m.

(B) TroVétouue bt undpyer M > 0 dote |fr| < M xou |gn| < M p—om. vy
w&de n € N. Av f, — f xon g, — g xatd pérpo, 161€ frgn — fg xotd pétpo.

7.4 XYed0v opolbpopyn cLYXALoY

Opiop6g 7.4.1. 'Eow (X, A, 1) évac yopog yétpou ot ¢0tw fn, f: X — R
HETEYOLIEC CUVUPTHOELS.

() Aéue 6T fr, — [ oxeddv ouoibpoppa av v xdde § > 0 undpyer A € A pe
1(A) <0 dote fr — f opodpoppa oto X \ A.

(B) Aépe bt n {fn} elvar Cauchy oyeddv opolbuoppa av yioa x&de § > 0 undpyet
Ae Ape p(A) <6 dote n {fn} va elvar ogordpopga Cauchy oto X \ A.

Hebraor 7.4.2. Av f, — f xu f, — g oyeddv oyoduopga, t6te f = g
W — o.m.

Iebtaom 7.4.3. Av f,, — f xou g, — g o)edbv ouolduopea, téTe, Yo xdie
t,s € R, tfy, + sgn — tf + sg oyeddv oyolduoppa.

Iagathenon 7.4.4. Av f,, — f oyedbv opoibpopwa, t6te 1 { f,, } eivan Cauchy
oYEDOY ouoLOUOpQaL.
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Oedenupa 7.4.5. Av n {f,} elvou Cauchy oyeddv opobuopyo, téte UTdpyEL
petphiown owvdptnon f : X — R dote f, — f oxedov oyodpoppo. Emmiéoy,
fn - f H— 0.7

IIégropa 7.4.6. Eotw (X, A, 1) évag yopoc wétpou xo €0t fn, f: X — R
METENHOWES oUVAPTAHCES. AV f, — f o)edbv oyoldpopgpa, téte fr, — f pu — o.m.

Ilebtaon 7.4.7. () YTrodétoupe 6t undpyer M > 0 dote |fp| < M p—o.m.
v xdde n € No Av f,, — f oyebbv opowduopypa, tote |f| < M p—oom.

(B) Trodétouue 6t undpyer M > 0 wote |fn] < M uon |gn| < M p— oo
v xdde n € N. Av f,, — f xou g, — g oxedév opoldbuopoa, 161€ frgn — fg
GYEDHY OUOLOUOPPAL.

7.5 XZ0yxplomn TV SLapdpwy TOTWY cLYXALONG

Oezwpnpa 7.5.1 (Egoroff). Eotw (X, A, 1) évac y®poc PETPOL X0t £6TW
fr, [+ X — R petpowec ouvaptioes. Av pu(X) < oo xa av fr, — f n—om.,
t61e fr, — [ o)ed6v ouotduopga.

Oevpnpa 7.5.2. Eotw (X, A, 1) évac yodpoc pétpou xat €0tw fr, f: X — R
petpriotuec ouvapthoec. Av f, — f p—o.m. xon av undpyet g : X — [0, 00] dote
[fn] < gy #xdde n € N xon fX gdp < 00, t61€ fr, — f oyedbv opolduoppaL.

Oedpnpa 7.5.3. 'Ectww (X, A, 1) évac yodpoc pétpou xat éoww fr, f: X — R
HETPROoWES ouvapThoels. Av f, — f oyeddv opodpoppa, t6te fr, — f xatd
HETPO.

Avtiotpoga, av f, — f xotd pétpo, téte undpyer vraxohouHa { fr, } Tne
{fn} G0t fr, — f oyedbv oporbuopypa.

Oevpnpa 7.5.4 (avicodtnto Chebyshev—Markov). Eotww f : X —
[0, 00] petpriown ouvdptnon. T xdde € > 0 woydel 1 oviodTnTa

n(fo e X - f(x)zs})éé/xfdu'

Oedenpa 7.5.5. Eow (X, A, u) évag ydpoc uétpou xat é0tw fn, f: X — R
HETPHOWES ouvdpThoes. AV f, — f xatd péoo, t6te fr, — f notd uétpo.

Avtiotpoga, av f, — f xatd pétpo xou av undpyer g : X — [0,00] dote
|fnl < g v xdle n € N xon fngu < 00, t61e fr, — f xa1d péoo.

Oewpnpa 7.5.6. Eoto (X, A, 1) évac yopoc pétpou xot €610 fn, f: X — R
petpfowes cuvapthoes. Trolétovue éti pu(X) < co. To e€fg elvon 1oodlvaa:
() frn — f xotd pétpo.

(B) fx 1.|;.f|7};i‘f‘ dﬂ — 0 6ty 1 — oo.

(v) Kdde vraxorovdio e { fr} €xer umoohoudio tov ouyxhivet oty f p-oyeddy
TovToO.




