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1. (o) Ao tov opioud Tou p* éyovue p*(0) = 0. Exione, av A € B C X éyouye p*(A4) < p*(B)
(v B# 0 w61 p*(A) <1=p*(B) eve> av B=0 t61¢ A =0 xon p*(A) =0 = p*(B)).

Eotw {4,152, wohoudio utocuvérwv tou X. Av A, = 0 yia xd9e n € N téte U A, =0,
oo p* (U1 A,) =0=>3"" w*(Ayn). Av undpyer m € N ote Ay, # 0, tote US2, Ay, # 0, Gpa

PR An) = 1= p*(An) < 3 p*(An).

Ané to napandve éneton 6T o p* elvon e€wtepnd Yétpo.

(B) Oa deltovye 6Tt Ay = {0, X} Eow A éva un xevé yviolo unocivoro tou X. Térte,
w*(A) = p* (X \ A) = 1. Zuvend,

prANX)+p"(A°NX)=2>1=p"(X).
Auto Belyver b1t A ¢ Ay-.
2. (o) ActZte 6t
1. Av E={ny,...,nox} téte u*(F) = 2k.
2. Av E={ny,...,nok—1} 161 p*(E) = 2k.

[ nopdderyue, av E = {n1, ..., nop_1} 1616

EC (U?;ll{n%—l,?hj}) U {nag—1,n1},

N

-1

W (E) < ) m({ngj—1,n2;}) + 7({n2k—1,n1}) = 2k.

<.
Il

Aol to E Bev xohbnteton and Mydtepa and k Siobvoha, éxovpe p*(E) = 2k.
Téhog, av 0 E éyer dnepa atoyelo tote, yioo xdde k € N unopotye vo Ppotue Ay C E pe
card(Ag) = 2k. Apa, p*(E) > p*(Ar) = 2k v xdde k € N. Anads, p*(E) = .

(B) ©u deiZovye 61 A+ = {0,N}. Eotw A éva un xevéd yviiow unoctvoho tou N. Av m € A xou
n ¢ A téte o0 E = {m,n} éyxoupe

W(ANE) + " (A° N B) = u*({m}) + p*({(n}) = 24+ 2 = 4> 2 = ().
Auto delyver 61t A ¢ A-.

o0

3. Oewpolye ta obvoha A,y = {m}, m =1,2,.... Téte, USP_1 A, = N. Apa,
o . 1 . n
¢ (Up—1Am) = limsup - card(NN{1,...,n}) = limsup o= 1.

‘Opwe, v xdde m € N xou yio xdde n > m €youpe card(A, N{1,...,n}) = 1. Apa,

1 1
©(Ay,) = limsup — card(4,, N {1,...,n}) =limsup — = 0.

n—oo N n—oo N
Anpodr,
¢ (Upz1Am) =1>0= Z P(Am).
m=1

Aol 1 ¢ dev elvon o-unonpocletind, 1 ¢ dev elvan e€wtepnd pétpo oto N.



4. 'Eyouye deilet 6T av { By, }52, eivan axohoudio Eévev i —uetpriowwy utocuvorev tou X téte

pr (U, (B, NE)) Zu B,NE)

n=1

v xdde E C X. Enfong, yia xdde N € N woylel

W (U, (B, E)) = 3 i (B, E).

Eotn {A,}02 wo adfovoa axohoudin p*—petpiowwy vtocuvéhwy tov X. Opllovye B = A,
xow B, = A \An 1 YLO( n > 2. Tote, 1 obvoha B, elvon Eéva xon p*—uetpriowa. Enlong

U By = U2, A,y xon UN_ B, = UN_ | A,, = Ay v xdde N € N. Tpdgpouye
M*< mep (An 0 E)) = pu ((UnOO:1An) N E) =p" ((U?f:an) N E)
(U (BanE) = 34 (Ban E)

=1

N—o0

— lim (Z“ B,J)E) lm,u, (UN_B,)NE)

li (A E).

5. (a) Anodewvioupe Ty o—unonpoodetxdtnia tou p. Eotww {E, 1}, axoloudia Utocuvelwmy
tou X. Apxel va e€etdoovue Ty nepintwon p(E,) < oo vy xéde n € N. Ectww € > 0. T xdde
n Beloxoupe A, € A dote E, C Ay, xou p(A,) < p*(En) +¢/2". Téte, US B, C U Ay, xou

N*(nlE) Z <Z,U,(

Agot 7o £ > 0 Arav Tuydy, Brénoupe 6t p* (USZ, Ey) < S0 ¥ (En).
(B) Botw (X, A, i) n thifpwon tou p. Acifte Siadoyixd o e€hc:
1. Av A e Abte p*(A) = p(A).

2. AC A, . Ou ypewoteite Ty e&hc napathipnon: av E C X ye u*(E) < 0o, téte Undpyouvv
F, € Adote F, 2 E v x8e n xou p(F,) < p*(E) + 1. Suvende, F = N5, F, 2 F xou
p(F) = p*(E). Xpnowomowdvtag authy Ty napatipnon uropolue va ypddouye

pH(ENA)+p (ENAY) < p(FNA)+ p(FNAY) = u(F) = p*(E)
via xdde A € A.
3. AVAFe A u(F)=0xu BCF, wbte AUB € Ay-. Arpad¥, AC Ay

4. Av A€ Ay xu Ti(A) = p*(A) < oo, 161 A € A. Qu Bordhioer n mapatiipnon tou BAuatog
2.

5. Av 1o p elvon o—nenepacuévo tote A, C A,

6. (o) Eyovuye Go\ G1 C G2 \ E 86t E C Gy. Agob G\ G1 € A« xou 1o G elvon yetpfiowo
xdhue Tov E, cuunepaivouye 61t p(Ga \ G1) = 0.
Me tov 8o tpéno Brénoupe 6t p(Gr \ G2) = 0. Xuvend,
(G A G2) = (G2 \ G1) + (G \ G2) =0
Térog, and tic u(G1 \ G2) = u(G1 \ Ga) = 0 éneton 67

w(G2) = p(G2 N G1) + p(Ge \ G1) = p(G2 N G1) + u(Gr \ G2) = p(Gh).



(B) Eow A€ Ay» ue ACG\ E. Tée, EC G\ A. Apa,
wG) = p (B) < pr(G\A) = p(G\ A) = u(G) — p(A),

6mou yernowonothoaue T wovotovia Tou u¥, To yeyovée 6t G\ A € A, xon Tty unddeon 6
u(G) < co. 'Enctor 61t p(A) = 0. Apa, to G ebvor p*—petpfiowo xdhupa tov E.

7. (a) To p* elvon e€wtepind pétpo oto R: 1 pévn Wbibtnto mou ypeeidleton mpocoyn elvor 1)
o-unonpoctetxdtnra. o ouyxexpwéva, n neplntwon p*(USL,A4,) = oco. Autéd onuoiver 6-
T to Up2 A, ebvon umepopiduriowo xon €xer onueio ocupndxvwone oto drewpo. Hoapatnprote 6t
ToUAdyloTov éva amd Tta A, elvan unepapiiuriowo. Emlong, av vnodécouvye éti undpyouv neme-

paouéva 1o mAloc unepoptiuiowa Ay, W Ay, .o, Ay, wo xovéva and autd dev €yel on-
pelo ouundxvworng oto drelpo, tétE, Y xdle j = 1,...,s undpye. a; > 0 Oote T0 cOvolo
{x € Apm; ¢ |2] > a5} va ebvon aprdpriowo. Téte, av Géoouue o = max{ay, ..., as} Brénouye 6T

10 obvoro {z € USZ A, ¢ |z| > a} ebvar apduriowo. Autéd ebvan dromo.
Anopévouv howndy dlo nepitTOoEc:

1. Kdmnow A, éyet onuelo ovuninvwone oto dnepo. Téte, p*(Ay,) = oo, dpa
(U An) = 00 = 1 (A) = S 1 (A,).
n=1

2. Trndpyouv dnelpa to TARDoC unepaptiurowa Ay, xavéva duwe dev €yel onuelo ouundxvwong
oo dnetpo. Apol p*(A,,) =1 vy xadéva and autd, nadpvoupe

N*( ?LozlAn) =00 = ZN*(AH)-

n=1
(B) 'Eotw A apudufiowo utoctvoro tou R. Téte, yia xdde E C R to EN A etvon apuipfiowo, dpa
WENA) +p (ENA) =0+ p" (ENA°) <pu*(E)
and tn yovotovia tou p*. Enetoa b1t A € A, -, xan ouvenac,
Au- O {A CR| A apdurowo f A aprluriowo}.

‘Eotww tdpa A unepaptiuriowo unoctvoro tou R ue unepoprduriowo cupmifpwpo. Mnopolue va
Bpolue unepaptipiowa G C A xou F© C A° o onolo dev €xouy onuelo ouundxvwons 61o dmelpo
(eZnyhote ywtl). Av Yéoouvpe E = G U F téte 10 E dev éyel onueio ouuninveons 610 dnewo
(eZnyfote yiatl), dpa

p(ENA)+p (ENAY) =p"(G) +p"(F)=14+1=2>1=p"(E).
Apa, A ¢ Ay
(v) Kdbe E C R éyel p*—petprioo xdivua. Ataxplvouye 800 Teptntdoels:
1. To E elvar apduriowo. Téte, B € A+ onbte unopolue va ndpouue G = E.

2. To E elva unepoprduniowo. Halpvoupe G =R. Av A€ A« xan ACR\ E = E°, t61€ 10
A Bev €yer aprdufiowo cuunhfipwpo (tapatnehiote ot A° D E) doa elvon aprduriowo. Eneton
6t u(A) = 0.



