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Καθε γραμμικος χωρος ειναι χωρος συναρτησεων

Παρατήρηση 1. Αν 𝐸 ειναι 𝕂-γραμμικος χωρος, υπαρχει μη κενο συνολο 𝑆
(οχι μοναδικο) και γραμμικη 1-1 απεικονιση 𝜄 ∶ 𝐸 → 𝕂𝑆. 1

Ετσι, ταυτιζοντας τον 𝐸 με την ισομορφικη εικονα του 𝜄(𝐸) ⊆ 𝕂𝑆, μπορουμε
να θεωρουμε τον 𝐸 ως γραμμικο υποχωρο του 𝕂𝑆.
• Για παραδειγμα, αν 𝑆 ειναι μια Hamel (δηλ. αλγεβρικη) βαση του 𝐸, τοτε καθε
𝜉 ∈ 𝐸 γραφεται μοναδικα 𝜉 = ∑𝑠∈𝑆

̃𝜉(𝑠)𝑠, οπου ̃𝜉(𝑠) ∈ 𝕂 και 𝜉(𝑠) ≠ 0 για πεπε-
ρασμενο πληθος 𝑠 ∈ 𝑆. Δηλαδη η ̃𝜉 ∶ 𝑆 → 𝕂 ειναι μια συναρτηση με πεπερασμενο
φορεα.

Η απεικονιση 𝜄 ∶ 𝐸 → 𝕂𝑆 ∶ 𝜉 ↦ ̃𝜉 ειναι προφανως γραμμικη και 1-1.
• Αν ο 𝐸 ειναι χωρος με νορμα (ή γενικοτερα τοπικα κυρτος χωρος) μπορουμε να
χρησιμοποιησουμε ως 𝑆 οποιοδηποτε συνολο συνεχων γραμμικων μορφων στον
𝐸 (δηλαδη 𝑆 ⊆ 𝐸∗) αρκει το 𝑆 να χωριζει τα σημεια του 𝐸, δηλαδη για καθε
𝑥 ∈ 𝐸, 𝑥 ≠ 0 να υπαρχει 𝑥∗ ∈ 𝑆 ωστε 𝑥∗(𝑥) ≠ 0.

Τοτε η απεικονιση 𝜄 ∶ 𝐸 → 𝕂𝑆 οπου 𝜄(𝑥)(𝑥∗) ∶= 𝑥∗(𝑥), 𝑥∗ ∈ 𝑆 ειναι γραμμικη
και 1-1.
• Ειδικοτερα αν ο 𝐸 ειναι χωρος με εσωτερικο γινομενο, μπορουμε να χρησιμο-
ποιησουμε ως 𝑆 την μοναδιαια σφαιρα του 𝐸 ή μια ορθοκανονικη του βαση, και
την απεκονιση 𝜄 ∶ 𝐸 → 𝕂𝑆 οπου 𝜄(𝑥)(𝑠) ∶= ⟨𝑥, 𝑠⟩ , 𝑠 ∈ 𝑆.

Διγραμμικες απεικονίσεις

Ορισμός 1. Αν 𝐸1, 𝐸2, 𝐹 είναι 𝕂-γραμμικοί χώροι, μια απεικονιση

𝑏 ∶ 𝐸1 ×𝐸2 → 𝐹

λεγεται διγραμμικη (bilinear) αν
για καθε 𝑦 ∈ 𝐸2 η 𝑥 ↦ 𝑏(𝑥, 𝑦) ∶ 𝐸1 → 𝐹 ειναι γραμμικη και
για καθε 𝑥 ∈ 𝐸1 η 𝑦 ↦ 𝑏(𝑥, 𝑦) ∶ 𝐸2 → 𝐹 ειναι γραμμικη.

Ο γραμμικος χώρος των διγραμμικών απεικονίσεων 𝐸1×𝐸2→𝐹 συμβολιζεται
bil(𝐸1 ×𝐸2, 𝐹 ). Οταν 𝐹 = 𝕂 γραφουμε bil(𝐸1 ×𝐸2) αντι για bil(𝐸1 ×𝐸2, 𝕂).
Στοχος Να δειξουμε οτι υπαρχει γραμμικος χωρος 𝐸1 ⊗ 𝐸2 που γραμμικοποιει
ολες τις διγραμμικες απεικονίσεις 𝐸1×𝐸2→𝐹 .
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Πιο συγκεκριμενα, στοχευουμε να δειξουμε οτι για το ζευγος (𝐸1, 𝐸2):
υπαρχει γραμμικος χωρος 𝐺 και διγραμμική απεικόνιση 𝜋 ∶ 𝐸1 × 𝐸2 → 𝐺 με
span(𝜋(𝐸1 ×𝐸2)) = 𝐺 που ικανοποιει την ακολουθη
Καθολικη Ιδιοτητα (ΚΙ)
Για κάθε 𝕂-γραμμικό χώρο 𝐹 και κάθε διγραμμική απεικόνιση 𝑏 ∶ 𝐸1 ×𝐸2 → 𝐹

υπάρχει μοναδική γραμμική απεικόνιση 𝐵 ∶ 𝐺 → 𝐹 ώστε 𝐵(𝜋(𝑥, 𝑦)) = 𝑏(𝑥, 𝑦) για
κάθε 𝑥 ∈ 𝐸1, 𝑦 ∈ 𝐸2.

Δηλαδή το διάγραμμα
𝐸1 ×𝐸2 𝐺

𝐹

𝑏

𝜋

𝐵

είναι μεταθετικό.

Τανυστικό γινόμενο: Μοναδικοτητα
Αν υπαρχουν τανυστικα γινομενα δυο χωρων 𝐸1 και 𝐸2, ειναι ολα ισομορφα

μεταξυ τους:
Πρόταση 1. Έστω 𝐺1, 𝐺2 δυο 𝕂-γραμμικοί χώροι και 𝜋𝑖 ∶ 𝐸1 × 𝐸2 → 𝐺𝑖
(𝑖 = 1, 2) διγραμμικές απεικονίσεις. Υποθέτουμε ότι για κάθε γραμμικό χώρο 𝐹
και κάθε διγραμμική απεικόνιση 𝑏 ∶ 𝐸1×𝐸2 → 𝐹 , υπάρχουν μοναδικές γραμμικές
απεικονίσεις 𝐵𝑖 ∶ 𝐺𝑖 → 𝐹 (𝑖 = 1, 2) ώστε 𝐵𝑖 ∘ 𝜋𝑖 = 𝑏 (𝑖 = 1, 2):

𝐸1 ×𝐸2 𝐺2𝐺1

𝐹

𝑏

𝜋2𝜋1

∃!𝐵1 ∃!𝐵2

Τότε υπάρχει γραμμικός ισομορφισμός 𝜙 ∶ 𝐺1 → 𝐺2 ώστε 𝜙 ∘ 𝜋1 = 𝜋2:

𝐸1 ×𝐸2

𝐺2𝐺1

𝜋2𝜋1

𝜙
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Απόδειξη. Εφαρμόζουμε την υπόθεση για (𝐹 , 𝑏) = (𝐺2, 𝜋2): έπεται ότι υπάρχει
μοναδική γραμμική απεικόνιση 𝜙 ∶ 𝐺1 → 𝐺2 ώστε 𝜙 ∘ 𝜋1 = 𝜋2.

𝐸1 ×𝐸2𝐺1

𝐺2

𝜋2

𝜋1

∃! 𝜙

Δείχνουμε ότι η 𝜙 είναι 1-1 και επί:
Εφαρμόζοντας την υπόθεση για (𝐹 , 𝑏) = (𝐺1, 𝜋1), έπεται ότι υπάρχει μοναδική

γραμμική απεικόνιση 𝜓 ∶ 𝐺2 → 𝐺1 ώστε 𝜓 ∘ 𝜋2 = 𝜋1.

𝐸1 ×𝐸2 𝐺2

𝐺1

𝜋1

𝜋2

∃! 𝜓

Από τις σχέσεις 𝜓 ∘ 𝜋2 = 𝜋1 και 𝜙 ∘ 𝜋1 = 𝜋2 έχουμε

𝜋1 = 𝜓 ∘ 𝜋2 = 𝜓 ∘ 𝜙 ∘ 𝜋1 .

Αυτό σημαίνει ότι η γραμμική απεικόνιση 𝜓 ∘ 𝜙 ∶ 𝐺1 → 𝐺1 ικανοποιεί 𝜋1 =
(𝜓 ∘ 𝜙) ∘ 𝜋1 . Επίσης όμως ισχύει ότι 𝜋1 = idG1

∘ 𝜋1 . Από την μοναδικότητα στην
υπόθεση πρέπει οι απεικονίσεις 𝜓 ∘ 𝜙 και idG1

να είναι ίσες.
Επαναλαμβάνοντας το συλλογισμό αυτό με τους ρόλους των 𝐺1 και 𝐺2 αντε-

στραμμένους, συμπεραίνουμε ότι ισχύει επίσης η ισότητα 𝜙 ∘ 𝜓 = idG2
. Αυτό

σημαίνει ότι η 𝜙 είναι 1-1 και επί (με αντίστροφο την 𝜓).

Υπαρξη
Απο τη μοναδικοτητα, οποιοδηποτε ζευγος (𝐺, 𝜋) που ικανοποιει την καθολικη

ιδιοτητα ειναι (ισομορφικο με) το τανυστικο γινομενο.
Υπενθυμιζουμε οτι καθε γραμμικος χωρος 𝐸 μπορει να αναπαρασταθει (μεσω

ενος γραμμικου ισομορφισμου ) ως γραμμικος χωρος συναρτησεων ορισμενων σε
καποιο μη κενο συνολο 𝑆 (Παρατηρηση 1). Επομενως για τους 𝐸1, 𝐸2 μπορουμε
να υποθεσουμε οτι υπαρχουν μη κενα συνολα 𝑆1 και 𝑆2 ωστε 𝐸𝑖 ⊆ 𝕂𝑆𝑖 , 𝑖 = 1, 2.

Οριζουμε για 𝑥 ∈ 𝐸1, 𝑦 ∈ 𝐸2 την 𝑥 ⊗ 𝑦 ∈ 𝕂𝑆1×𝑆2 απο τον τυπο

𝑥 ⊗ 𝑦 ∶ 𝑆1 × 𝑆2 → 𝕂 ∶ (𝑠, 𝑡) ↦ 𝑥(𝑠)𝑦(𝑡)

και θετουμε

𝐸1 ⊗𝐸2 ∶= span{𝑥 ⊗ 𝑦 ∶ 𝑥 ∈ 𝐸1, 𝑦 ∈ 𝐸2} ⊆ 𝕂𝑆1×𝑆2 .
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Παρατηρουμε οτι η 𝜋 ∶ 𝐸1 ×𝐸2 → 𝐸1 ⊗𝐸2 ∶ (𝑥, 𝑦) ↦ 𝑥 ⊗ 𝑦 ειναι διγραμμικη:

(𝑥 + 𝑥′) ⊗ 𝑦 = 𝑥 ⊗ 𝑦 + 𝑥′ ⊗ 𝑦, 𝑥 ⊗ (𝑦 + 𝑦′) = 𝑥 ⊗ 𝑦 + 𝑥 ⊗ 𝑦′
(𝜆𝑥) ⊗ 𝑦 = 𝜆(𝑥 ⊗ 𝑦) = 𝑥 ⊗ (𝜆𝑦)

για καθε 𝑥, 𝑥′ ∈ 𝐸1, 𝑦, 𝑦′ ∈ 𝐸2, 𝜆 ∈ 𝕂.
Θα δειξουμε οτι το ζευγος (𝐸1 ⊗𝐸2, 𝜋) ικανοποιει την Καθολικη Ιδιοτητα.
Θα χρειασθει το ακολουθο Λημμα:

Λήμμα 2. Κάθε 𝑢 ∈ 𝐸1 ⊗ 𝐸2 μπορεί να γραφεί ως (πεπερασμένο) άθροισμα
𝑢 = ∑𝑘 𝑒𝑘 ⊗ 𝑓𝑘 όπου τα {𝑓𝑘} ⊆ 𝐸2 είναι γραμμικά ανεξάρτητα. Τότε, τα 𝑒𝑘
καθορίζονται μοναδικά από τα 𝑓𝑘.
Απόδειξη. Έστω 𝑢 = ∑𝑗 𝑥𝑗 ⊗ 𝑦𝑗 μια αναπαράσταση του 𝑢. Θεωρούμε μια βάση
{𝑓𝑘} ⊆ 𝐸2 του υπόχωρου (πεπερασμένης διάστασης) span{𝑦𝑗} ⊆ 𝐸2. Γράφουμε
κάθε 𝑦𝑗 = ∑𝑘 𝑓∗

𝑘(𝑦𝑗)𝑓𝑘, όπου το 𝑓∗
𝑗 ∈ 𝐸𝑑

2 ικανοποιεί 2 𝑓∗
𝑗 (𝑓𝑖) = 𝛿𝑖𝑗. 3 Τότε

𝑢 = ∑
𝑗

𝑥𝑗 ⊗ 𝑦𝑗 = ∑
𝑗

𝑥𝑗 ⊗(∑
𝑘

𝑓∗
𝑘(𝑦𝑗)𝑓𝑘) = ∑

𝑗,𝑘
𝑓∗
𝑘(𝑦𝑗)(𝑥𝑗 ⊗ 𝑓𝑘)

= ∑
𝑘

(∑
𝑗

𝑓∗
𝑘(𝑦𝑗)𝑥𝑗)⊗ 𝑓𝑘 = ∑

𝑘
𝑒𝑘 ⊗ 𝑓𝑘

όπου 𝑒𝑘 ∶= ∑𝑗 𝑓∗
𝑘(𝑦𝑗)𝑥𝑗.

Μοναδικότητα: Αν 𝑢 = ∑𝑘 𝑒′𝑘 ⊗ 𝑓𝑘 τότε για κάθε 𝑠 ∈ 𝑆1 έχουμε ∑𝑘 𝑒′𝑘(𝑠)𝑓𝑘 =
∑𝑘 𝑒𝑘(𝑠)𝑓𝑘 από το οποίο έπεται ότι 𝑒′𝑘(𝑠) = 𝑒𝑘(𝑠) για κάθε 𝑘 από τη γραμμική
ανεξαρτησία της {𝑓𝑘}. Δηλαδή 𝑒′𝑘 = 𝑒𝑘 για κάθε 𝑘.
Πρόταση 2 (Καθολική ιδιότητα του (𝐸1⊗𝐸2, ⊗)). Για κάθε 𝕂-γραμμικό χώρο
𝐹 και κάθε διγραμμική απεικόνιση 𝑏 ∶ 𝐸1 ×𝐸2 → 𝐹 υπάρχει μοναδική γραμμική
απεικόνιση 𝐵 ∶ 𝐸1 ⊗𝐸2 → 𝐹 ώστε 𝐵(𝑥 ⊗ 𝑦) = 𝑏(𝑥, 𝑦) για κάθε 𝑥 ∈ 𝐸1, 𝑦 ∈ 𝐸2:

Δηλαδή αν 𝜋 ∶ 𝐸1 ×𝐸2 → 𝐸1 ⊗𝐸2 ∶ (𝑥, 𝑦) → 𝑥 ⊗ 𝑦, το διάγραμμα

𝐸1 ×𝐸2 𝐸1 ⊗𝐸2

𝐹

𝑏

𝜋

𝐵

είναι μεταθετικό.
2Συμβολιζουμε το συνολο των γραμμικων μορφων σ’ εναν γραμμικο χωρο 𝐸 (τον αλγεβρικο

δυικο) με το συμβολο 𝐸𝑑
3Τα 𝑓∗

𝑗 είναι οι λεγόμενες “διορθογώνιες” μορφές. Δεν είναι αναγκαίες για τα παρακάτω,
αρκεί να γράψει κανείς 𝑦𝑗 = ∑𝑘 𝜆𝑘,𝑗𝑓𝑘 όπου 𝜆𝑘,𝑗 ∈ 𝕂.
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Με αλλα λογια, ο γραμμικος χώρος των διγραμμικών απεικονίσεων 𝐸1×𝐸2→𝐹
είναι ισόμορφος με τον χώρο των γραμμικών απεικονίσεων 𝐸1 ⊗𝐸2→𝐹 :

bil(𝐸1 ×𝐸2, 𝐹 ) ≃ ℒ(𝐸1 ⊗𝐸2, 𝐹 ) .

Ειδικοτερα
bil(𝐸1 ×𝐸2) ≃ (𝐸1 ⊗𝐸2)𝑑 .

Απόδειξη. Aν υπάρχει η 𝐵, είναι μοναδική: γιατί αν δυο γραμμικές απεικονίσεις
𝐵𝑖 ∶ 𝐸1 ⊗ 𝐸2 → 𝐹 ικανοποιούν 𝐵1(𝑥 ⊗ 𝑦) = 𝑏(𝑥, 𝑦) = 𝐵2(𝑥 ⊗ 𝑦) για κάθε
(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸1×𝐸2, τότε 𝐵1 = 𝐵2 εφόσον 𝐸1⊗𝐸2 ∶= span{𝑥⊗𝑦 ∶ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸1×𝐸2}.

Έστω 𝑢 = ∑𝑗 𝑥𝑗 ⊗ 𝑦𝑗 ∈ 𝐸1 ⊗𝐸2. Ορίζουμε

𝐵(𝑢) ∶= ∑
𝑗

𝑏(𝑥𝑗, 𝑦𝑗) .

Για να δείξουμε ότι η 𝐵 είναι καλά ορισμένη, πρέπει να δείξουμε ότι το άθροισμα
∑𝑗 𝑏(𝑥𝑗, 𝑦𝑗) είναι ανεξάρτητο από την αναπαράσταση του 𝑢, δηλαδή ότι, αν το 𝑢
γράφεται επίσης 𝑢 = ∑𝑖 𝑥′

𝑖 ⊗ 𝑦′𝑖, τότε

∑
𝑗

𝑏(𝑥𝑗, 𝑦𝑗) = ∑
𝑖

𝑏(𝑥′
𝑗, 𝑦′𝑗) .

Ισοδύναμα, αν ∑𝑗 𝑥𝑗⊗𝑦𝑗 = 0 στον 𝐸1⊗𝐸2, πρέπει να δείξουμε ότι ∑𝑗𝑏(𝑥𝑗, 𝑦𝑗)=0
στον 𝐹 .

Σταθεροποιούμε μια αλγεβρική βάση {𝑓𝑘} του χώρου 𝐸2. 4 Γράφουμε κάθε 𝑦𝑗
ως προς τη βάση: 𝑦𝑗 = ∑𝑘 𝑓∗

𝑘(𝑦𝑗)𝑓𝑘. Τότε

0 = ∑
𝑗

𝑥𝑗 ⊗ 𝑦𝑗 = ∑
𝑗

𝑥𝑗 ⊗(∑
𝑘

𝑓∗
𝑘(𝑦𝑗)𝑓𝑘) = ∑

𝑗
∑
𝑘

𝑓∗
𝑘(𝑦𝑗)(𝑥𝑗 ⊗ 𝑓𝑘)

= ∑
𝑘

(∑
𝑗

𝑓∗
𝑘(𝑦𝑗)𝑥𝑗)⊗ 𝑓𝑘

Αφού τα {𝑓𝑘} είναι γραμμικά ανεξάρτητα, έχουμε ∑𝑗 𝑓∗
𝑘(𝑦𝑗)𝑥𝑗 = 0 για κάθε 𝑘 από

τη μοναδικότητα (Πρόταση 2). Τότε όμως,

∑
𝑗

𝑏(𝑥𝑗, 𝑦𝑗) = ∑
𝑗

𝑏(𝑥𝑗,∑
𝑘

𝑓∗
𝑘(𝑦𝑗)𝑓𝑘) = ∑

𝑗
∑
𝑘

𝑓∗
𝑘(𝑦𝑗)𝑏(𝑥𝑗, 𝑓𝑘)

= ∑
𝑘

𝑏(∑
𝑗

𝑓∗
𝑘(𝑦𝑗)𝑥𝑗, 𝑓𝑘) = ∑

𝑘
𝑏(0, 𝑓𝑘) = 0

όπως θέλαμε.
Αυτό δείχνει ότι η 𝐵 είναι καλά ορισμένη.

4Μαλιστα αρκει να παρουμε μια βαση {𝑓𝑘} του χώρου (πεπερασμενης διαστασης) span{𝑦𝑗}.
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Η γραμμικότητα έπεται απ’ το καλά ορισμένο: αν 𝑢 = ∑𝑖 𝑥𝑖 ⊗ 𝑦𝑖 και 𝑣 =
∑𝑗 𝑧𝑗 ⊗𝑤𝑗, τότε η ∑𝑖 𝑥𝑖 ⊗ 𝑦𝑖 +∑𝑗 𝑧𝑗 ⊗𝑤𝑗 είναι μία γραφή του 𝑢 + 𝑣 οπότε

𝐵(𝑢 + 𝑣) = ∑
𝑖

𝑏(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) +∑
𝑗

𝑏(𝑧𝑗, 𝑤𝑗) = 𝐵(𝑢) + 𝐵(𝑣).

Επίσης 𝐵(𝜆𝑢) = ∑𝑖 𝑏(𝜆𝑥𝑖, 𝑦𝑖) = 𝜆∑𝑖 𝑏(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) = 𝜆𝐵(𝑢) αφού η 𝑏 είναι διγραμ-
μική.

Ειδικες περιπτωσεις
Aν 𝐸 γραμμικός χώρος και 𝑛 ∈ ℕ, η απεικονιση:

𝐸𝑛 → 𝐸 ⊗𝕂𝑛 ∶ ⎡⎢
⎣

𝑥1
⋮
𝑥𝑛

⎤⎥
⎦

↦ ∑
𝑖

𝑥𝑖 ⊗ 𝑒𝑖

(εδω τα 𝑒𝑖 ειναι η συνηθισμενη βαση του 𝕂𝑛) ειναι γραμμικη και 1-1. Ειναι επισης
επι, γιατι καθε 𝑢 = ∑𝑗 𝑥𝑗⊗𝑦𝑗 ∈ 𝐸⊗𝕂𝑛 μπορει να γραφτει ∑𝑖 𝑥′

𝑖⊗𝑒𝑖. Επομενως
ειναι γραμμικος ισομορφισμος με αντιστροφο την απεικονιση

𝐸 ⊗𝕂𝑛 ≃ 𝐸𝑛 ∶ 𝑥 ⊗ [𝜆𝑖]𝑛𝑖=1 ↦ ⎡⎢
⎣

𝜆1𝑥
⋮

𝜆𝑛𝑥
⎤⎥
⎦

∶ 𝑥 ⊗ 𝑒𝑖 ↦
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0
⋮
𝑥
⋮
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

Ειδικοτερα 𝐸 ⊗𝕂 ≃ 𝐸 μεσω της απεικονισης 𝑥 ⊗ 𝜆 ↦ 𝜆𝑥.
Με αναλογο τροπο (ή παρατηρωντας οτι 𝕄𝑛(𝕂) ≃ 𝕂𝑛2 ως γραμμικοι χωροι)

βλεπουμε οτι εχουμε γραμμικο ισομορφισμο:

𝐸 ⊗𝕄𝑛(𝕂) → 𝑀𝑛(𝐸) ∶ 𝑥 ⊗ [𝑎𝑖𝑗]𝑛𝑖,𝑗=1 ↦ ⎡⎢
⎣

𝑎11𝑥 … 𝑎1𝑛𝑥
⋮ ⋮ ⋮

𝑎𝑛1𝑥 … 𝑎2𝑛𝑥
⎤⎥
⎦

∶ 𝑥 ⊗ 𝜀𝑖𝑗 ↦ ⎡⎢
⎣

0 … 0
⋮ 𝑥 ⋮
0 … 0

⎤⎥
⎦

(εδω 𝜀𝑖𝑗 ειναι ο 𝑛×𝑛 πινακας που εχει 1 στην 𝑖 γραμμη και 𝑗 στηλη και 0 παντου
αλλου).

Τανυστικά γινόμενα γραμμικών απεικονίσεων

Αν 𝜙 ∈ 𝐸𝑑
1 και 𝜓 ∈ 𝐸𝑑

2 οριζονται τα λεγομενα slice maps
id1 ⊗ 𝜓 ∶ 𝐸1 ⊗𝐸2 → 𝐸1 ∶ 𝑥1 ⊗ 𝑥2 ↦ 𝑥1𝜓(𝑥2)
𝜙 ⊗ id2 ∶ 𝐸1 ⊗𝐸2 → 𝐸2 ∶ 𝑥1 ⊗ 𝑥2 ↦ 𝜙(𝑥1)𝑥2 .

Γενικοτερα
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Πρόταση 3. Έστω 𝑇𝑖 ∶ 𝐸𝑖 → 𝐺𝑖 (𝑖 = 1, 2) γραμμικές απεικονίσεις μεταξύ
γραμμικών χώρων. Τότε, υπάρχει μοναδική γραμμική απεικόνιση

𝑇1 ⊗ 𝑇2 ∶ 𝐸1 ⊗𝐸2 → 𝐺1 ⊗𝐺2
ώστε 𝑥1 ⊗ 𝑥2 ↦ 𝑇1(𝑥1) ⊗ 𝑇2(𝑥2)

για κάθε 𝑥1 ∈ 𝐸1 και 𝑥2 ∈ 𝐸2.
Απόδειξη. Η απεικονιση

𝐸1 ×𝐸2 → 𝐺1 ⊗𝐺2 (𝑥1, 𝑥2) ↦ 𝑇1(𝑥1) ⊗ 𝑇2(𝑥2)

ειναι διγραμμικη. Επομενως απο την καθολικη ιδιοτητα επαγει μοναδικη γραμμικη
απεικονιση 𝑇1 ⊗ 𝑇2 οπως στην εκφωνηση.

Η ταξη ενος τανυστη
Αν 𝑢 ∈ 𝐸1 ⊗ 𝐸2, η ταξη (rank) του 𝑢 ειναι ο ελαχιστος 𝑛 ∈ ℕ για τον οποιο

υπαρχουν (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) ∈ 𝐸1 ×𝐸2 ωστε 𝑢 =
𝑛
∑
𝑖=1

𝑥𝑖 ⊗ 𝑦𝑖.
• Τοτε οι οικογενειες {𝑥1,… , 𝑥𝑛} και {𝑦1,… , 𝑦𝑛} ειναι και οι δυο γραμμικα ανε-
ξαρτητες.
Απόδειξη. Αν τα {𝑦1,… , 𝑦𝑛} δεν ειναι γραμμικα ανεξαρτητα, μπορουμε αλλαζο-
ντας την αριθμηση να υποθεσουμε οτι 𝑦𝑛 ∈ span{𝑦1,… , 𝑦𝑛−1}. Τοτε ομως, οπως
στην αποδειξη του Λημματος 2, βρισκουμε μια αναπαρασταση 𝑢 =

𝑛−1
∑
𝑖=1

𝑥′
𝑖 ⊗ 𝑦𝑖,

πραγμα που αντιβαινει στην ελαχιστικοτητα του 𝑛.
Με το ιδιο επιχειρημα δειχνουμε οτι η {𝑥1,… , 𝑥𝑛} δεν μπορει να ειναι γραμμικα

εξαρτημενη.

• Αντιστροφα, αν ο 𝑢 γραφεται 𝑢 =
𝑛
∑
𝑖=1

𝑥𝑖⊗𝑦𝑖 οπου οι {𝑥1,… , 𝑥𝑛} και {𝑦1,… , 𝑦𝑛}
ειναι και οι δυο γραμμικα ανεξαρτητες, τοτε η ταξη του ειναι ακριβως 𝑛.

Οι γραμμικοι χωροι 𝑋𝑢 ∶= span{𝑥1,… , 𝑥𝑛} και 𝑌𝑢 ∶ span{𝑦1,… , 𝑦𝑛} εξαρτω-
νται μονον απο τον 𝑢.
Απόδειξη. Υποθετουμε οτι 𝑚 ∶= rank𝑢. Υπαρχει τοτε μια αναπαρασταση 𝑢 =
𝑚
∑
𝑘=1

𝑒𝑘 ⊗ 𝑓𝑘 οπου και οι δυο οικογενειες {𝑒𝑘} και {𝑓𝑘} ειναι γραμμ. ανεξαρτητες,
οπως δειξαμε.

Εφαρμοζοντας την 𝑦∗𝑖 (δες το Λημμα 2) στην ισοτητα
𝑛
∑
𝑖=1

𝑥𝑖 ⊗ 𝑦𝑖 = 𝑢 =
𝑚
∑
𝑘=1

𝑒𝑘 ⊗ 𝑓𝑘 (*)

εχουμε
𝑥𝑖 =

𝑚
∑
𝑘=1

𝑦∗𝑖 (𝑓𝑘)𝑒𝑘 ,
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αρα καθε 𝑥𝑖 ανηκει στον span{𝑒1,… , 𝑒𝑚}, οποτε span{𝑥1,… , 𝑥𝑛} ⊆ span{𝑒1,… , 𝑒𝑚}.
Αφου και η {𝑓𝑘} ειναι γραμμικα ανεξαρτητη, εφαρμοζοντας την 𝑓∗

𝑘 στην ισοτητα
(*) προκυπτει οτι span{𝑒1,… , 𝑒𝑚} ⊆ span{𝑥1,… , 𝑥𝑛}, αρα ισχυει ισοτητα.

Ομοιως χρησιμοποιωντας τη γραμμικη ανεξαρτησια της οικογενειας {𝑥𝑖} προ-
κυπτει οτι span{𝑦1,… , 𝑦𝑛} ⊆ span{𝑓1,… , 𝑓𝑚}. Αλλα αφου και η οικογενεια {𝑒𝑘}
ειναι γραμμικα ανεξαρτητη, εχουμε span{𝑦1,… , 𝑦𝑛} = span{𝑓1,… , 𝑓𝑚}.

Δηλαδη εχουμε 𝑋𝑢 = span{𝑒1,… , 𝑒𝑚} και 𝑌𝑢 = span{𝑓1,… , 𝑓𝑚}. Επεται οτι
𝑚 = 𝑛 και οτι οι χωροι 𝑋𝑢, 𝑌𝑢 εξαρτωνται μονον απο το 𝑢.

Παρατήρηση 2. Φαινεται πως δειξαμε κατι ισχυροτερο: αν ο 𝑢 =
𝑛
∑
𝑖=1

𝑥𝑖 ⊗ 𝑦𝑖

εχει ταξη 𝑛, τοτε καθε αναπαρασταση 𝑢 =
𝑚
∑
𝑘=1

𝑒𝑘⊗𝑓𝑘 οπου η οικογενεια {𝑓𝑘} ειναι
γραμμικα ανεξαρτητη ικανοποιει την σχεση span{𝑒1,… , 𝑒𝑚} = span{𝑥1,… , 𝑥𝑛},
δηλαδη η οικογενεια {𝑒𝑘} παραγει τον χωρο 𝑋𝑢. 5 Αντιστοιχο συμπερασμα για τον
𝑌𝑢 εχουμε για μια αναπαρασταση οπου η οικογενεια {𝑒𝑘} εχει επιλεγει γραμμικα
ανεξαρτητη.

Οι τανυστες ως γραμμικοι τελεστες

• Καθε 𝑢 =
𝑛
∑
𝑖=1

𝑥𝑖 ⊗ 𝑦𝑖 ∈ 𝐸1 ⊗𝐸2 με 𝑛 = rank𝑢 οριζει εναν γραμμικο τελεστη6

𝑅𝑢 ∶ 𝐸𝑑
2 → 𝐸1 ∶ 𝜓 ↦ ∑𝑥𝑖𝜓(𝑦𝑖) .

(Πραγματι, εφοσον ∑𝑥𝑖𝜓(𝑦𝑖) = (id1 ⊗𝜓(𝑢)), επεται οτι η παρασταση ∑𝑥𝑖𝜓(𝑦𝑖)
εξαρταται μονον απο το 𝑢 και οχι απο την γραφη του 𝑢 ως ∑𝑥𝑖 ⊗ 𝑦𝑖).
• Ο τελεστης 𝑅𝑢 εχει πεπερασμενη ταξη: το συνολο τιμων του ειναι η γραμμικη
θηκη span{𝑥𝑖} που εχει πεπερασμενη διασταση.

(Πραγματι απο τον ορισμο του 𝑅𝑢 ειναι φανερο οτι καθε 𝑅𝑢(𝜓) ανηκει στην
span{𝑥1,… , 𝑥𝑛}, ενω απο την αλλη μερια επιλεγοντας 𝜓𝑖 ∈ 𝐸𝑑

2 ωστε 𝜓𝑖(𝑦𝑗) = 𝛿𝑖𝑗
(γραμμ. ανεξαρτησια των {𝑦1,… , 𝑦𝑛}) βλεπουμε οτι 𝑅𝑢(𝜓𝑖) = 𝑥𝑖, αρα καθε 𝑥𝑖
ανηκει στο συνολο τιμων του 𝑅𝑢.)
• Δεν ειναι ομως αληθεια, οταν ο 𝐸2 ειναι απειροδιαστατος, οτι καθε τελεστης
πεπερασμενης ταξης 𝑇 ∶ 𝐸𝑑

2 → 𝐸1 ειναι της μορφης 𝑅𝑢.
Για παραδειγμα, αν επιλεξουμε ενα μη-μηδενικο 𝑥 ∈ 𝐸1 και μια μη μηδενικη

γραμμικη μορφη 𝜔 ∶ 𝐸𝑑
2 → 𝕂 (δηλαδη 𝜔 ∈ 𝐸𝑑𝑑

2 ), τοτε ο τελεστης 𝑇 ∶ 𝜓 ↦ 𝜔(𝜓)𝑥 ∶
𝐸𝑑

2 → 𝐸1 ειναι βεβαια πρωτης ταξης, αλλα δεν ειναι της μορφης 𝑅𝑢, εκτος αν η 𝜔
ειναι της μορφης 𝜔 ∶ 𝜓 ↦ 𝜓(𝑦) για καποιο 𝑦 ∈ 𝐸2.

5Εδω η γραμμικη ανεξαρτησια της {𝑓𝑘} δεν μπορει να παραληφθει: για παραdειγμα ενας 𝑢 =
𝑒 ⊗ 𝑓 ≠ 0 γραφεται και 𝑢 = (𝑒 − 𝑒′) ⊗ 𝑓 + 𝑒′ ⊗ 𝑓 με 𝑒′ ≠ 0 ενω η {𝑒, 𝑒′} δεν παραγει τον 𝑋𝑢,
που ειναι μονοδιαστατος.

6και επισης εναν γραμμικο τελεστη 𝐿𝑢 ∶ 𝐸𝑑
1 → 𝐸2 ∶ 𝜙 ↦ ∑𝜙(𝑥𝑖)𝑦𝑖
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• Δηλαδη η απεικονιση

𝑢 ↦ 𝑅𝑢 ∶ 𝐸1 ⊗𝐸2 → ℱ(𝐸𝑑
2 , 𝐸1)

ειναι γραμμικη και 7 1-1 δεν ειναι ομως επι, οταν ο 𝐸2 ειναι απειροδιαστατος.
• Στην περιπτωση που ο δευτερος χωρος ειναι δυικος χωρος, δηλαδη αν

𝑣 = ∑𝑥𝑖 ⊗ 𝜓𝑖 ∈ 𝐸1 ⊗𝐸𝑑
2

ο τελεστης
𝑇𝑣 ∶ 𝐸2 → 𝐸1 ∶ 𝑦 ↦ ∑𝑥𝑖𝜓𝑖(𝑦)

ειναι καλα ορισμενος 8 και εχει πεπερασμενη ταξη.
Τωρα, καθε τελεστης πεπερασμενης ταξης 𝐸2 → 𝐸1 ειναι της μορφης 𝑇𝑣, δηλαδη
η απεικονιση

𝑣 ↦ 𝑇𝑣 ∶ 𝐸1 ⊗𝐸𝑑
2 → ℱ(𝐸2, 𝐸1)

ειναι ισομορφισμος γραμμικων χωρων.
(Πραγματι, αν ενας τελεστης 𝑇 ∶ 𝐸2 → 𝐸1 εχει πεπερασμενη ταξη 𝑛, επι-

λεγουμε μια βαση {𝑥1,… , 𝑥𝑛} ⊆ 𝐸1 του συνολου τιμων του, οποτε για καθε
𝑦 ∈ 𝐸2 υπαρχουν μοναδικα {𝜆1(𝑦),… , 𝜆𝑛(𝑦)} ⊆ 𝕂 ωστε 𝑇𝑦 = ∑𝑖 𝜆𝑖(𝑦)𝑥𝑖 .
Αν {𝜙1,… , 𝜙𝑛} ⊆ 𝐸𝑑

1 ικανοποιουν 𝜙𝑗(𝑥𝑖) = 𝛿𝑖𝑗, τοτε 𝜙𝑖(𝑇 𝑦) = 𝜆𝑖(𝑦) για καθε
𝑦 ∈ 𝐸2. Επεται οτι η απεικονιση 𝑦 ↦ 𝜆𝑖(𝑦) = 𝜙𝑖(𝑇 𝑦) ∶ 𝐸2 → 𝕂 ειναι γραμμικη,
δηλαδη ανηκει στον 𝐸𝑑

2 (ειναι η 𝜙𝑖 ∘ 𝑇 ∶ 𝐸2 → 𝕂) και εχουμε

𝑇 = 𝑇𝑣 οπου 𝑣 = ∑
𝑖
(𝜙𝑖∘ 𝑇 ) ⊗ 𝑥𝑖 .

• Ομοιως, στην περιπτωση

𝑤 = ∑𝜙𝑖 ⊗ 𝑦𝑖 ∈ 𝐸𝑑
1 ⊗𝐸2

ο τελεστης
𝑆𝑤 ∶ 𝐸1 → 𝐸2 ∶ 𝑥 ↦ ∑𝜙𝑖(𝑥)𝑦𝑖

ειναι καλα ορισμενος και εχει πεπερασμενη ταξη. Kαθε τελεστης πεπερασμενης
ταξης 𝐸1 → 𝐸2 ειναι της μορφης 𝑆𝑤, δηλαδη η απεικονιση

𝑤 ↦ 𝑆𝑤 ∶ 𝐸𝑑
1 ⊗𝐸2 → ℱ(𝐸1, 𝐸2)

ειναι ισομορφισμος γραμμικων χωρων.
7Αν 𝑅𝑢 = 0, τοτε το συνολο τιμων του ειναι {0}, αρα καθε 𝑥𝑖 = 0, αρα 𝑢 = 0.
8προκειται ουσιαστικα για τον περιορισμο του 𝑅𝑣 ∶ 𝐸𝑑𝑑

2 → 𝐸1 στον 𝐸2, αν θεωρησουμε τον
𝐸2 ως υποχωρο του 𝐸𝑑𝑑

2
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To ιχνος
Η απεικονιση 𝐸𝑑 × 𝐸 → 𝕂 ∶ (𝜙, 𝑥) ↦ 𝜙(𝑥) ειναι διγραμμικη, επομενως οριζει

μια γραμμικη απεικονιση

tr ∶ 𝐸𝑑 ⊗𝐸 → 𝕂 ∶ ∑
𝑖

𝜙𝑖 ⊗ 𝑥𝑖 ↦ ∑
𝑖

𝜙𝑖(𝑥𝑖) .

Υπενθυμιζουμε οτι καθε τελεστης πεπερασμενης ταξης 𝑇 ∈ ℱ(𝐸), ειναι της μορ-
φης 𝑇 = 𝑆𝑤 οπου 𝑤 = ∑𝑖 𝜙𝑖 ⊗ 𝑥𝑖 ∈ 𝐸𝑑

1 ⊗𝐸2, οποτε μπορουμε να ορισουμε

trE(𝑇 ) = tr(𝑇 ) ∶= tr(𝑤).

Πρόταση 4. Αν ενας γραμικος τελεστης 𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐸 εχει ταξη 𝑛 τοτε ο δυικος
τελεστης

𝑇 𝑑 ∶ 𝐸𝑑 → 𝐸𝑑 ∶ 𝜙 ↦ 𝜙 ∘ 𝑇
εχει επισης ταξη 𝑛 και tr𝐸𝑑(𝑇 𝑑) = tr𝐸(𝑇 ).
Απόδειξη. Εξεταζουμε πρωτα την περιπτωη 𝑇 = 𝑆𝑢 οπου 𝑢 = 𝜓 ⊗ 𝑥 ∈ 𝐸𝑑 ⊗𝐸.

Ισχυρισμος Εχουμε 𝑇 𝑑 = 𝑆𝑣 οπου 𝑣 = ̂𝑥⊗𝜓 ∈ (𝐸𝑑)𝑑⊗𝐸𝑑 (εδω ̂𝑥(𝜙) ∶= 𝜙(𝑥)
για καθε 𝜙 in 𝐸𝑑).

Πραγματι: Για καθε 𝜙 ∈ 𝐸𝑑 εχουμε 𝑆𝑣(𝜙) = ̂𝑥(𝜙)𝜓 = 𝜙(𝑥)𝜓 οποτε, αν 𝑦 ∈ 𝐸,

𝑆𝑣(𝜙)(𝑦) = 𝜙(𝑥)𝜓(𝑦) = 𝜙(𝑥𝜓(𝑦)) = 𝜙(𝑆𝑢(𝑦)) (γιατι 𝑆𝑢(𝑦) = 𝜓(𝑦)𝑥)
= 𝜙(𝑇 (𝑦)) = (𝜙 ∘ 𝑇 )(𝑦)

αρα 𝑆𝑣(𝜙) = 𝜙 ∘ 𝑇 = 𝑇 𝑑(𝜙) ´οπως θελαμε.

Στη γενικη περιπτωση 𝑇 ∈ ℱ(𝐸) με rank(𝑇 ) = 𝑛, μπορουμε να γραψουμε 𝑇 = 𝑆𝑢

οπου 𝑢 =
𝑛
∑
𝑖=1

𝜓𝑖 ⊗ 𝑥𝑖, με rank(𝑢) = 𝑛, οπως ειδαμε, οποτε απο τον Ισχυρισμο

εχουμε 𝑇 𝑑 = 𝑆𝑣 οπου 𝑣 =
𝑛
∑
𝑖=1

̂𝑥𝑖 ⊗ 𝜓𝑖 ∈ (𝐸𝑑)𝑑 ⊗ 𝐸𝑑. Tοτε rank(𝑇 𝑑) = rank(𝑣)
που ισουται με 𝑛 (αφου οι οικογενειες { ̂𝑥𝑖} και {𝜓𝑖} ειναι και οι δυο γραμμικα
ανεξαρτητες). Τελος, εχουμε

trEd(𝑇 𝑑) = tr(𝑣) = ∑
𝑖

̂𝑥𝑖(𝜓𝑖) = ∑
𝑖

𝜓𝑖(𝑥𝑖) = tr(𝑢) = trE(𝑇 ) .

Πρόταση 5. Αν 𝑆 ∶ 𝐸1 → 𝐸2 και 𝑇 ∶ 𝐸2 → 𝐸1 ειναι γραμμικες απεικοινισεις και
τουλαχιστον μια εχει πεπερασμενη ταξη, τοτε οι 𝑆𝑇 και 𝑇𝑆 εχουν πεπερασμενη
ταξη και tr𝐸1

(𝑇𝑆) = tr𝐸2
(𝑆𝑇 ).

Απόδειξη. Υποθετουμε χωρις βλαδη της γενικοτητας οτι rank(𝑆) = 𝑛 < ∞.
Επιλεγοντας μια βαση {𝑦1,… , 𝑦𝑛} του χωρου im𝑆 γραφουμε

𝑆(𝑥) =
𝑛
∑
𝑖=1

𝜙𝑖(𝑥)𝑦𝑖, 𝑥 ∈ 𝐸1 .
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Εχουμε τοτε
(𝑇𝑆)(𝑥) =

𝑛
∑
𝑖=1

𝜙𝑖(𝑥)𝑇𝑦𝑖 .

δηλαδη 𝑇𝑆 = 𝑆𝑣 οπου 𝑣 =
𝑛
∑
𝑖=1

𝜙𝑖 ⊗ (𝑇𝑦𝑖). Επισης

𝑆𝑇(𝑦) = (
𝑛
∑
𝑖=1

𝜙𝑖𝑦𝑖)𝑇(𝑦) =
𝑛
∑
𝑖=1

(𝜙𝑖 ∘ 𝑇 )(𝑦)𝑦𝑖, 𝑦 ∈ 𝐸2

δηλαδη 𝑆𝑇 = 𝑆𝑤 οπου 𝑤 =
𝑛
∑
𝑖=1

(𝜙𝑖 ∘ 𝑇 ) ⊗ 𝑦𝑖.
Επομενως οι 𝑇𝑆 και 𝑆𝑇 εχουν πεπερασμενη ταξη (≤ 𝑛). Για τα ιχνη, εχουμε

trE2
(𝑆𝑇 ) = tr(

𝑛
∑
𝑖=1

(𝜙𝑖 ∘ 𝑇 ) ⊗ 𝑦𝑖) =
𝑛
∑
𝑖=1

(𝜙𝑖 ∘ 𝑇 )(𝑦𝑖) =
𝑛
∑
𝑖=1

𝜙𝑖(𝑇 𝑦𝑖)

trE1
(𝑇𝑆) = tr(

𝑛
∑
𝑖=1

𝜙𝑖 ⊗ (𝑇𝑦𝑖)) =
𝑛
∑
𝑖=1

𝜙𝑖(𝑇 𝑦𝑖)

οπως θελαμε.
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