
Επεκτάσεις (πλήρως) θετικών απεικονίσεων
και το Θεώρημα του Arveson

Πρόταση 1. Αν V Ď B(H) είναι ένα σύστημα τελεστών 1 και ω : V Ñ C μια γραμμική μορφή, τότε η ω
είναι θετική αν και μόνον αν (είναι φραγμένη και) }ω} = ω(1) (όπου 1 η μονάδα του V ).

Για την απόδειξη, θα χρειασθεί το ακόλουθο

Λήμμα 1. Έστω V Ď B(H) ένα σύστημα τελεστών και ω : V Ñ C μια γραμμική μορφή με }ω} = ω(1) = 1.
Για κάθε x = x˚ P V , έχουμε

minσ(x) ď ω(x) ď maxσ(x)

(όπου σ(x) το φάσμα του τελεστή x P V Ď B(H)).

Απόδειξη. Υπενθυμίζουμε ότι το σ(x) είναι συμπαγές υποσύνολο της πραγματικής ευθείας, οπότε σ(x) Ď

[ax, bx] όπου ax := minσ(x), bx := maxσ(x).

Υποθέτουμε, προς άτοπο, ότι ω(x) R [ax, bx].

Θα χρησιμοποιήσουμε το γεγονός ότι το ευθ. τμήμα [ax, bx] (όπως κάθε κυρτό συμπαγές υποσύνολο του C)
είναι η τομή όλων των κλειστών δίσκων B(z, r) Ď C που το περιέχουν. Από την υπόθεση λοιπόν υπάρχει
κλειστός δίσκος B(z, r) ώστε [ax, bx] Ď B(z, r) αλλά ω(x) R B(z, r), δηλ. |ω(x) ´ z| ą r.

Επειδή }ω} = ω(1) = 1, έχουμε

|ω(x) ´ z| = |ω(x) ´ zω(1)| = |ω(x ´ z1)| ď }ω}}x ´ z1} = }x ´ z1}.

Άρα
r ă |ω(x) ´ z| ď }x ´ z1}. (+)

Αφού σ(x) Ď [ax, bx] Ď B(z, r), κάθε λ P σ(x) ικανοποιεί |λ ´ z| ď r, άρα

supt|λ ´ z| : λ P σ(x)u ď r.

Όμως το x ´ z1 είναι φυσιολογικό στοιχείο και συνεπώς

}x ´ z1} = supt|µ| : µ P σ(x ´ z1)u .

Αλλά σ(x ´ z1) = tλ ´ z : λ P σ(x)u, άρα }x ´ z1} ď r και καταλήξαμε σε άτοπο (λόγω της (+)).

Απόδειξη της Πρότασης (1). Διαιρώντας με ω(1), μπορούμε να υποθέσουμε ότι ω(1) = 1.

Έστω ότι }ω} = ω(1)(= 1). Για κάθε x P V + έχουμε σ(x) Ď [0, }x}] οπότε από το Λήμμα έπεται ότι
ω(x) P [0, }x}], άρα ω(x) ě 0: η ω είναι θετική γραμμική μορφή.

Για το αντίστροφο: έστω ότι ω(V +) Ď R+. Θα δείξουμε ότι η ω είναι συνεχής, μάλιστα ότι }ω} ď 1
(ξέρουμε ήδη ότι }ω} ě 1, αφού ω(1) = 1).

Παρατηρούμε πρώτα ότι για κάθε x P V έχουμε ω(x˚) = ω(x). Πράγματι, γράφοντας x = x1 + ix2 όπου
τα x1, x2 P V είναι αυτοσυζυγή και μετά xi = ai ´ bi όπου τα ai, bi P V (i = 1, 2) είναι θετικά, οι αριθμοί
ω(ai), ω(bi) είναι μη αρνητικοί απ’ την υπόθεση, άρα πραγματικοί οπότε

ω(x) = ω((a1 ´ b1) + i(a2 ´ b2)) = (ω(a1) ´ ω(b1)) + i(ω(a2) ´ ω(b2))

= (ω(a1) ´ ω(b1)) ´ i(ω(a2) ´ ω(b2))

= ω((a1 ´ b1) ´ i(a2 ´ b2)) = ω(x1 ´ ix2)

= ω(x˚) .
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Έστω τώρα x P V με }x} = 1. Για κάθε t P R έχουμε
›

›eitx
›

› = 1, άρα
›

›

›

›

eitx+ e´itx˚

2

›

›

›

›

ď 1

άρα ´ 1 ď
eitx+ e´itx˚

2
ď 1

αφού το eitx+e´itx˚

2 είναι αυτοσυζυγές. Εφαρμόζοντας την θετική ω έχουμε

´1 = ´ω(1) ď
eitω(x) + e´itω(x˚)

2
ď ω(1) = 1 .

Όμως ω(x˚) = ω(x) άρα η προηγούμενη ανισότητα γράφεται

´1 ď
eitω(x) + eitω(x)

2
ď 1

Αν επιλέξουμε το t ώστε eitω(x) P R η τελευταία σχέση γράφεται |eitω(x)| ď 1, και άρα |ω(x)| ď 1.

Δείξαμε ότι για κάθε x P V με }x} = 1 έχουμε |ω(x)| ď 1, δηλαδή ότι }ω} ď 1.

Παρατήρηση. Ίσως έχει ενδιαφέρον να συγκρίνει κανείς την απόδειξη αυτή με εκείνην που δώσαμε (δείτε
το αρχείο gns23.pdf) στην ειδική περίπτωση όπου V είναι C*-άλγεβρα με μονάδα.

Παρατήρηση. Το συμπέρασμα της Πρότασης δεν ισχύει για θετική ω : V Ñ M2(C).

Παράδειγμα 1. Έστω V Ď C(T) η γραμμική θήκη των t1, ζ, ζ̄u όπου ζ(z) = z. Δηλαδή κάθε f P V είναι
της μορφής f(eit) = a+ beit + ce´it με a, b, c P C. Ορίζουμε

ϕ : V Ñ Mc(C) : f ÞÑ

[
a 2b
2c a

]
.

Tότε η ϕ είναι θετική αλλά }ϕ} ą }ϕ(1)}.

Απόδειξη. Εύκολα αποδεικνύεται ότι αν f P V + τότε είναι της μορφής f(eit) = a+ Re(deit) όπου a P R
και a ě |d|. Τότε

ϕ(f) =

[
a d
d̄ a

]
που είναι θετικός πίνακας.

Δείξαμε ότι η απεικόνιση ϕ είναι θετική. Όμως, ϕ(1) =
[
1 0
0 1

]
άρα }ϕ(1)} = 1 ενώ ϕ(ζ) =

[
0 2
0 0

]
που

έχει νόρμα 2 και άρα }ϕ} ě }ϕ(ζ)} = 2 ą }ϕ(1)}.

Λήμμα 2. Έστω V ένα σύστημα τελεστών.

(1) Αν a P V , το
[ 1 a
a˚ 1

]
P M2(V ) είναι θετικό αν και μόνον αν }a} ď 1.

(2) Έστω a P V και p P V +. Αν το
[ p a
a˚ p

]
P M2(V ) είναι θετικό, τότε }a} ď }p}.

Απόδειξη. Δείχνουμε πρώτα το (2): Αν V Ď B(H), τότε ο T :=
[ p a
a˚ p

]
είναι τελεστής στον H ‘ H και

a, p P B(H).

Υποθέτουμε ότι T ě 0. Τότε για κάθε x, y P H και λ P R έχουμε

0 ď xT [ x
λy ] , [

x
λy ]y = xpx+ λay, xy + xa˚x+ λpy, λyy

= λ2xpy, yy + 2λRexay, xy + xpx, xy .

Αφού η ανισότητα ισχύει για κάθε λ P R, έπεται ότι

|Rexay, xy|2 ď xpx, xyxpy, yy (*)
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για κάθε x, y P H . Επιλέγουμε θ P R ώστε Rexay, xy = eiθxay, xy Tότε έχουμε

|xay, xy|2 = |eiθxay, xy|2 = |Rexay, xy|2 ď xpx, xyxpy, yy

από την (˚) και άρα (παίρνοντας sup ως προς x και y) }a} ď }p}.

Απόδειξη του (1) Αν }a} ď 1 τότε για κάθε x, y P H νόρμας 1 έχουμε
Rexay, xy ě ´|xay, xy| ě ´ }a} }x} }y} ě ´1 και άρα

xT [ xy ] , [
x
y ]y = xx+ ay, xy + xa˚x+ y, yy

= }x}
2 + 2Rexay, xy + }y}

2
ě 2 ´ 2

συνεπώς T ě 0.

Η άλλη κατεύθυνση προκύπτει από το (2) για p = 1.

Πρόταση 2. Αν V είναι σύστημα τελεστών και Φ : V Ñ B(H) είναι 2-θετική, τότε }Φ} = }Φ(1)} (δηλαδή
}Φ(v)} ď }Φ(1)} για κάθε v P V με }v} ď 1).

Απόδειξη. Αν v P V με }v} ď 1 από το Λήμμα έχουμε ότι το
[ 1 v
v˚ 1

]
P M2(V ) είναι θετικό οπότε, αφού η

Φ είναι 2-θετική, έχουμε
[

Φ(1) Φ(v)
Φ(v˚) Φ(1)

]
ě 0. Όμως αφού η Φ είναι θετική, έχουμε Φ(v˚) = (Φ(v))˚ οπότε[

Φ(1) Φ(v)
(Φ(v))˚ Φ(1)

]
ě 0. Από το (2) του Λήμματος έχουμε λοιπόν }Φ(v)} ď }Φ(1)} όπως θέλαμε.

Πρόταση 3. Αν V είναι σύστημα τελεστών και Φ : V Ñ B(H) είναι πλήρως θετική, τότε για κάθε n P N
έχουμε }Φ(n)} = }Φ(1)} (δηλαδή }[Φ(vij)]} ď }Φ(1)} για κάθε v = [vij ] P Mn(V ) με }v} ď 1).

Απόδειξη. Για κάθε n P N, ηΦ(n) : Mn(V ) Ñ B(Hn) είναι 2-θετική, κατά συνέπεια από την προηγούμενη
Πρόταση }Φ(n)} = }Φ(n)(1n)}, όπου 1n P Mn(V ) η μονάδα του συστήματος τελεστών Mn(V ). Δηλαδή
1n = 1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ 1, άρα Φ(n)(1n) = Φ(1) ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Φ(1), οπότε }Φ(n)(1n)} = }Φ(1)}.

Ορίζουμε }Φ}cb := supn }Φ(n)}. Μία γραμμική απεικόνιση Φ λέγεται πλήρως φραγμένη (totally bounded)
αν }Φ}cb ă 8.

Πρόταση 4 (Krein). Αν V Ď W είναι συστήματα τελεστών και ω : V Ñ C μια θετική γραμμική μορφή, τότε
η ω έχει επέκταση σε μια γραμμική μορφή ω̃ : W Ñ C που είναι θετική.

W

V C

Dω̃

ω

Απόδειξη. Αφού η ω : V Ñ C είναι θετική, από την Πρόταση 1 θα ικανοποιεί }ω} = ω(1). Από το θεώρημα
Hahn Banach η ω έχει μια επέκταση σε μια γραμμική μορφή ω̃ : W Ñ C με }ω̃} = }ω}. Άρα η ω̃ ικανοποιεί
}ω̃} = ω(1) = ω̃(1) και συνεπώς, πάλι από την Πρόταση 1, είναι θετική.

Παρατήρηση. Να σημειώσουμε ότι το αρχικό αποτέλεσμα του M.G. Krein (δείτε πχ εδώ) δεν αναφερό-
ταν σε συστήματα τελεστών (που ορίσθηκαν πολύ αργότερα) αλλά σε πραγματικούς γραμμικούς χώρους
με διάταξη, και φυσικά η απόδειξη ήταν αρκετά διαφορετική - στηριζόταν όμως σε ένα επιχείρημα τύπου
(διαχωριστικού) Hahn Banach.

Παρατήρηση. Το συμπέρασμα δεν ισχύει για θετική ω : V Ñ M2(C). Πράγματι, αν η απεικόνιση ϕ του
Παραδείγματος 1 είχε θετική επέκταση στην C(T), τότε η επέκταση αυτή θα ήταν πλήρως θετική από ένα
θεώρημα του Stinespring (δες shrlem23.pdf, Θεώρημα 5) (αφού ηC(T) είναι αβελιανή), οπότε θα έπρεπε
να ικανοποιεί }ϕ} = }ϕ(1)}.
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Θεώρημα 1 (Arveson). Αν S Ď W είναι συστήματα τελεστών και Φ : S Ñ B(H) μια πλήρως θετική
γραμμική απεικόνιση, τότε η Φ έχει επέκταση σε μια γραμμική απεικόνιση Φ̃ : W Ñ B(H) που είναι πλήρως
θετική.

W

S B(H)

DΦ̃

Φ

Πρόταση 5. Αν S Ď A είναι σύστημα τελεστών σε μια C* άλγεβρα A με μονάδα και Φ : S Ñ B(H) είναι
πλήρως θετική απεικόνιση, υπάρχει (π,Hϕ, V ) όπου π είναι *-αναπαράσταση της A στον χώρο Hilbert Hϕ

και V : H Ñ Hϕ είναι φραγμένη, ώστε

Φ(x) = V ˚π(x)V για κάθε x P S.

Απόδειξη. Από το θεώρημα επέκτασης του Arveson, ηΦ έχει μια πλήρως θετική επέκταση Φ̃ : A Ñ B(H).
Εφαρμόζουμε το θεώρημα Stinespring στην Φ̃ και έχουμε το συμπέρασμα.

Απόδειξη του Θεωρήματος Arveson.
Πρώτο Βήμα. Υποθέτουμε ότι dimH := d ă 8.

Η απεικόνιση Φ : S Ñ B(H) » Md(C) είναι πλήρως θετική (CP).

Από την αντιστοιχία Arveson, η αντίστοιχη γραμμική μορφή sϕ : Md(S) Ñ C είναι θετική.

Αλλά τα συστήματα τελεστών Md(S) και Md(W) ικανοποιούν Md(S) Ď Md(W). Συνεπώς από το θεώ-
ρημα του Krein (Πρόταση 4) υπάρχει θετική γραμμική μορφή s̃ : Md(W) Ñ C που επεκτείνει την sϕ.

Εφαρμόζοντας την αντιστοιχία Arveson στην s̃, προκύπτει μια πλήρως θετική απεικόνιση
Φs̃ : W Ñ Md(C) » B(H). Εύκολα φαίνεται ότι η Φ̃ := Φs̃ επεκτείνει την Φ όπως θέλαμε. 2

Δεύτερο Βήμα: Η γενική περίπτωση. Ορίζουμε

P := tP P B(H) : προβολή με rankP ă 8u .

Για κάθε P P P θέτουμε
ΦP : S Ñ B(H) : v ÞÑ PΦ(v)P .

Παρατηρούμε ότι η ΦP είναι πλήρως θετική απεικόνιση , και παίρνει τιμές στο PB(H)P που έχει πεπερα-
σμένη διάσταση (είναι ισόμορφο με το B(PH) » Mn(C), όπου n = rankP ).

Συνεπώς, από το Πρώτο Βήμα υπάρχει μια πλήρως θετική απεικόνιση

Φ̃P : W Ñ B(PH)

που επεκτείνει την ΦP , δηλαδή, η Φ̃P ικανοποιεί τη σχέση

Φ̃P (v) = PΦ(v)P for για κάθε v P S . (*)

Εφόσον PH Ď H , μπορούμε να θεωρούμε ότι η απεικόνιση Φ̃P παίρνει τιμές στον B(H) (επεκτείνοντας
κάθε Φ̃P (w) ώστε να μηδενίζεται στον (PH)K).

Η ιδέα είναι να αναζητήσουμε την επέκταση Φ̃ τηςΦως ένα (κατάλληλα ορισμένο) «σημείο συσσώρευσης»
της οικογένειας tΦ̃P : P P Pu.

Με την μερική διάταξη του εγκλεισμού (δηλ. με τον ορισμό P ď P 1 αν-ν PH Ď P 1H), το σύνολο P είναι
κατευθυνόμενο: για κάθε P, P 1 P P υπάρχει P 2 P P ώστε P ď P 2 και P 1 ď P 2: π.χ. θέτουμε P 2 την
προβολή στην spantPH,P 1Hu.

2Για κάθε v P S, έχουμε Φs̃(v) =
ř

i,j s̃(v b Eij)Eij =
ř

i,j s(v b Eij)Eij = Φ(v) (αφού v b Eij P Md(S).
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Έτσι έχουμε ένα δίκτυο tΦ̃P : P P Pu από (πλήρως θετικές) γραμμικές απεικονίσεις Φ̃P : W Ñ B(H).

Παρατήρηση: το δίκτυο tΦ̃P : P P Pu είναι ομοιόμορφα φραγμένο: αφού κάθε Φ̃P είναι CP, από την
Πρόταση 2 ξέρουμε ότι }Φ̃P } = }Φ̃P (1)}. Όμως, 1 P S και άρα Φ̃P (1) = PΦ(1)P . Συνεπώς

}Φ̃P } = }Φ̃P (1)} = }PΦ(1)P } ď }Φ(1)} := r .

Τώρα, για κάθε P P P θεωρούμε τη συνάρτηση :

fP : W ˆ H ˆ H Ñ C : (w, ξ, η) ÞÑ xΦ̃P (w)ξ, ηy .

Η fP ικανοποιεί την ανισότητα

|fP (w, ξ, η)| = |xΦ̃P (w)ξ, ηy| ď }Φ̃P (w)}}ξ}}η} ď r}w}}ξ}}η}

εφόσον }Φ̃P } ď r.

ΟρίζουμεK τον χώρο όλων των συναρτήσεων f : W ˆ H ˆ H Ñ C που ικανοποιούν την ανισότητα

|f(w, ξ, η)| ď r}w}}ξ}}η} για κάθε (w, ξ, η) P W ˆ H ˆ H .

Με άλλα λόγια, αν συμβολίσουμε D̄(w, ξ, η) τον κλειστό δίσκο tz P C : |z| ď r}w}}ξ}}η}u στο C, ο χώρος
K είναι το Καρτεσιανό γινόμενο

K =
ź

(w,ξ,η)PWˆHˆH

D̄(w, ξ, η) .

Ο K είναι Καρτεσιανό γινόμενο συμπαγών χώρων Hausdorff, άρα από το Θεώρημα Tychonoff (!) είναι
συμπαγής χώρος Hausdorff στην τοπολογία γινόμενο, που είναι η τοπολογία της σύγκλισης κατά σημείο.

Το δίκτυο tfP : P P Pu βρίσκεται λοιπόν στον συμπαγή χώροK, επομένως έχει ένα υποδίκτυο tfPi : i P Iu

που συγκλίνει σε κάποιο f0 P K. Άρα, για κάθε (w, ξ, η) P W ˆ H ˆ H θα έχουμε

f0(w, ξ, η) = lim
iPI

fPi(w, ξ, η) = lim
iPI

xΦ̃Pi(w)ξ, ηy

και |f0(w, ξ, η)| ď r}w}}ξ}}η}

αφού f0 P K.

Σταθεροποιούμε ένα w P W και θεωρούμε την απεικόνιση

bw : H ˆ H Ñ C1 : (ξ, η) ÞÑ f0(w, ξ, η) .

Η bw είναι το κατά σημείο όριο των sesquilinear απεικονίσεων (ξ, η) ÞÑ xΦ̃P (w)ξ, ηy, άρα είναι sesquilinear.
Επίσης

|bw(ξ, η)| = |f0(w, ξ, η)| ď r}w}}ξ}}η} για κάθε ξ, η P H

άρα η bw είναι φραγμένη (από r}w}).

Επομένως, από το θεώρημα Riesz, υπάρχει φραγμένος τελεστής Tw P B(H) ώστε

xTwξ, ηy = bw(ξ, η) = f0(w, ξ, η) = lim
iPI

xΦ̃Pi(w)ξ, ηy

για κάθε (ξ, η) P H ˆ H .

Έτσι, έχουμε μια καλά ορισμένη απεικόνιση

Φ̃ : w ÞÑ Tw : W Ñ B(H).

Θα δείξουμε ότι η Φ̃ ικανοποιεί το συμπέρασμα του Θεωρήματος: είναι πλήρως θετική γραμμική απεικόνιση
και επεκτείνει την Φ.
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‚ Η γραμμικότητα της Φ̃ έπεται από το γεγονός ότι για κάθε P P P και κάθε ξ, η P H , η απεικόνιση
W Q w ÞÑ fP (w, ξ, η) = xΦ̃P (w)ξ, ηy είναι γραμμική ως προς w, άρα το ίδιο ισχύει για το κατά σημείο
όριο f0(w, ξ, η) = xΦ̃(w)ξ, ηy. Αναλυτικά:

xΦ̃(w1 + λw2)ξ, ηy = lim
iPI

xΦ̃Pi(w1 + λw2)ξ, ηy

= lim
iPI

(xΦ̃Pi(w1)ξ, ηy + λxΦ̃Pi(w2)ξ, ηy)

= xΦ̃(w1)ξ, ηy + λxΦ̃(w2)ξ, ηy

= x(Φ̃(w1) + λΦ̃(w2))ξ, ηy

για κάθε ξ, η P H , άρα Φ̃(w1 + λw2) = Φ̃(w1) + λΦ̃(w2).

‚ Δείχνουμε ότι η Φ̃ είναι πλήρως θετική. Έστω n P N τυχόν και A = [aij ] P Mn(W) θετικό. Για κάθε
ξ =

[
ξ1 . . . ξn

]t
P Hn έχουμε

xΦ̃(n)(A)ξ, ξy = x[Φ̃(aij)]
[
ξ1 . . . ξn

]t
,
[
ξ1 . . . ξn

]t
yHn

=
n

ÿ

k,l=1

xΦ̃(akl)ξl, ξkyH

=
n

ÿ

k,l=1

lim
iPI

xΦ̃Pi(akl)ξl, ξkyH

= lim
iPI

n
ÿ

k,l=1

xΦ̃Pi(akl)ξl, ξkyH

= lim
iPI

xΦ̃
(n)
Pi

(A)ξ, ξy

που είναι ě 0, εφόσον κάθε Φ̃Pi είναι πλήρως θετική.

‚ Δείχνουμε ότι η Φ̃ επεκτείνει την Φ̃. Έστω v P S . Πρέπει να δείξουμε ότι

xΦ̃(v)ξ, ηy = xΦ(v)ξ, ηy για κάθε ξ, η P H .

Έχουμε

xΦ̃(v)ξ, ηy = lim
iPI

xΦ̃Pi(v)ξ, ηy = lim
iPI

xPiΦ(v)Piξ, ηy

από την (*). Όμως, αν δοθούν ξ, η P H , ονομάζοντας P0 P P την προβολή στον spantξ, ηu, υπάρχει
i0 P I ώστε Pi0H Ě P0H (από τον ορισμό του υποδικτύου). Επομένως, για κάθε i ě i0 στο I , θα έχουμε
ξ, η P PiH και άρα Piξ = ξ και Piη = η. Συνεπώς

xΦ̃(v)ξ, ηy = lim
iPI

xPiΦ(v)Piξ, ηy

= lim
iěi0

xΦ(v)Piξ, Piηy

= xΦ(v)ξ, ηy

όπως θέλαμε!
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