
Η συμπαγοποίηση Stone-Čech ενός διακριτού χώρου

Έστω Γ ¹ μη κενό σύνολο και

A = ℓ8(Γ) = ta : Γ Ñ C, a φραγμένηu.

Είναι μεταθετική C* άλγεβρα με μονάδα.
Συμβολίζουμε βΓ τoν χώρο των χαρακτήρων της A: είναι συμπαγής χώρος
Hausdorff στην ασθενή* τοπολογία.

Για κάθε γ P Γ, ορίζουμε
ϕγ : A Ñ C : a Ñ a(γ) .

Είναι προφανές ότι κάθε ϕγ είναι χαρακτήρας της A.

(α) Η απεικόνιση
Φ : Γ Ñ βΓ : γ Ñ ϕγ

είναι 1-1. Πράγματι, αν ϕγ = ϕγ1 τότε θα έχουμε a(γ) = a(γ1) για κάθε a P A,
οπότε θέτοντας a = eγ (=η χαρακτηριστική συνάρτηση του tγu), βρίσκουμε
1 = eγ(γ

1) άρα γ = γ1.

(β) Tο σύνολο Φ(Γ) = tϕγ : γ P Γu είναι διακριτό στον βΓ.

Απόδειξη Θα δείξουμε κατι ισχυροτερο: ² ότι κάθε σημείο ϕγ είναι μεμονωμένο
στον βΓ, δηλ. ότι το μονοσύνολο tϕγu είναι ασθενώς* ανοικτό στο βΓ (όλα τα
μονοσύνολα είναι κλειστά, αφού ο βΓ είναι Hausdorff).

Πράγματι: Αφού eγ P A, από τον ορισμό της ασθενούς* τοπολογίας το σύ-
νολο

V := tϕ P βΓ : |(ϕ ´ ϕγ)(eγ)| ă
1

2
u

είναι ανοικτή περιοχή του ϕγ . Παρατήρησε πρωτα ότι για κάθε χαρακτήρα ϕ
έχουμε ϕ(eγ) = ϕ(e2γ) = ϕ(eγ)

2 και άρα ϕ(eγ) P t0, 1u ενώ ϕγ(eγ) = 1. Επομέ-
νως, αν |(ϕ ´ ϕγ)(eγ)| ă 1

2 τότε |ϕ(eγ) ´ 1| ă 1
2 άρα ϕ(eγ) = 1.

Θα δειξουμε οτι το συνολο V δεν περιεχει κανενα ϕ P βΓ εκτος του ϕγ . Δηλαδη,
αν ϕ P V θα δειξω οτι ϕ(a) = ϕγ(a) = a(γ) για καθε a P A.

Παρατηρουμε οτι για καθε a P A εχουμε (aeγ)(γ1) = a(γ) οταν γ1 = γ και
(aeγ)(γ

1) = 0 αλλιως, δηλαδη aeγ = a(γ)eγ .

Συνεπως ϕ(aeγ) = a(γ)ϕ(eγ), αρα ϕ(a)ϕ(eγ) = a(γ)ϕ(eγ). Αφου ϕ(eγ) = 1,
επεται οτι ϕ(a) = a(γ), οπως θελαμε.
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(γ) Το σύνολο Φ(Γ) = tϕγ : γ P Γu είναι πυκνό στον βΓ.

Απόδειξη Η κλειστή θήκη, έστω K, του Φ(Γ) είναι συμπαγές υποσύνολο του
βΓ. Επομένως, αν είναι γνήσιο υποσύνολο, υπάρχει μη μηδενική συνάρτηση
f P C(βΓ) που μηδενίζεται στο K (Urysohn). Αλλά η A είναι μεταθετική C*
άλγεβρα με μονάδα, επομένως ο μετασχηματισμός Gelfand είναι επί τηςC(βΓ):
υπάρχει λοιπόν a P A ώστε â = f . Τότε όμως για κάθε γ P Γ έχουμε â(ϕγ) =
f(ϕγ) = 0. Δηλαδή a(γ) = â(ϕγ) = 0 για κάθε γ P Γ, οπότε a = 0, σε αντίθεση
με την υπόθεση ότι â = f ‰ 0.

(δ) Αν ταυτίσουμε (μέσω της Φ) το Γ με την εικόνα του στο βΓ, κάθε φραγμένη συ-
νάρτηση a : Γ Ñ C επεκτείνεται μοναδικά σε συνεχή συνάρτηση â : βΓ Ñ C.
³

Πράγματι, η συνάρτηση â είναι επέκταση της a, γιατί â(ϕγ) = a(γ) για κάθε
γ P Γ (ορισμός του ϕγ). Η επέκταση αυτή είναι μοναδική, γιατί αν μια συνεχής
συνάρτηση f : βΓ Ñ C ταυτίζεται με την â στοΓ, τότε αναγκαστικά θα ισούται
με την â σ’ όλο το βΓ, εφόσον τοΓ (δηλ. η εικόνα του) είναι πυκνό στο βΓ.

Παρατήρηση Αν το Γ είναι άπειρο ( εστω και αριθμησιμο), ο χώρος βΓ δεν εί-
ναι μετρικοποιήσιμος.Μάλιστα, παρόλο που η εικόνα τουΓ στοβΓ είναι πυκνή,
κανένα στοιχείο του βΓ που δεν ανήκει στην εικόνα του Γ δεν προσεγγίζεται
από ακολουθία στοιχείων της εικόνας του Γ.

Απόδειξη Αφού το Γ είναι άπειρο και διακριτό, δεν είναι συμπαγές, άρα υπάρ-
χει ϕ P βΓ που δεν ανήκει στην εικόνα του Γ.

Έστω ότι αυτό το ϕ προσεγγίζεται στην τοπολογία του βΓ από μια ακολουθία
(ϕγn) όπου γn P Γ με γn ‰ γm όταν n ‰ m. Θα οδηγηθούμε σε άτοπο. Ονο-
μάζουμε a P ℓ8(Γ) τη χαρακτηριστική συνάρτηση του συνόλου E := tγ2n :
n P Nu Ď Γ. Δηλαδή, a(γ2n) = 1 για κάθε n P N και a(γ) = 0 για κάθε
γ P ΓzE.

Η συνάρτηση â είναι συνεχής στο βΓ και ϕγn Ñ ϕ, συνεπώς â(ϕγn) Ñ â(ϕ).
Επομένως limn â(ϕγ2n) = â(ϕ), αλλα και limn â(ϕγ2n´1) = â(ϕ). Όμως â(ϕγ2n) =
a(γ2n) = 1 για κάθε n P N ενώ â(ϕγ2n´1) = a(γ2n´1) = 0 για κάθε n P N,
άτοπο.

(Αν ο βΓ ήταν μετρικοποιήσιμος, κάθε ϕ P βΓ θα προσεγγιζόταν από ακολου-
θία στοιχείων της εικόνας του Γ.)

³Στην τοπολογια, η συμπαγοποιηση Stone-Čech οριζεται μεσω αυτης της ιδιοτητας
https://en.wikipedia.org/wiki/Stone-Cech-compactification
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