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Σηµειώσεις πάνω στα Τανυστικά γινόµενα

Αλέξανδρος Χατζηνικολάου

1 Αλγεβρικά Τανυστικά Γινόµενα

΄Εστω E, F γραµµικοί χώροι πάνω από το K.

Ορισµός 1.1. Τανυστικό γινόµενο των E και F ονοµάζεται ένα Ϲεύγος (M,φ), όπου M ένας

γραµµικός χώρος πάνω από το K και φ : E × F → M µια διγραµµική απεικόνιση που

ικανοποιούν τα εξής :

1. M = span{φ(x, y) : x ∈ E, y ∈ F }

2. ΄Αν {xi : i ∈ I} ⊆ E και {yj : j ∈ J} ⊆ F είναι δύο γραµµικά ανεξάρτητα σύνολα, τότε

και το {φ(xi , yj) : i ∈ I, j ∈ J} ⊆ M είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

΄Οπως ϑα δούµε, τανυστικό γινόµενο µεταξύ γραµµικών υπάρχει, είναι µοναδικό (up to
isomorphisms) και ικανοποιεί τη λεγόµενη καθολική ιδιότητα.

Υπενθύµιση: Βάση Hamel X ⊆ E ενός γραµµικού χώρου E λέµε ένα γραµµικά ανεξάρ-
τητο υποσύνολο του που τον παράγει. ∆ηλαδή, ένα σύνολο X = {xi : i ∈ S} τέτοιο ώστε για
κάθε u ∈ E, υπάρχουν πεπερασµένο υποσύνολο I ⊆ S, u(i) ∈ K και γραµµικά ανεξάρτητα
στοιχεία xi ∈ X , i ∈ I, τέτοια ώστε να γράφεται µοναδικά στη µορφή u =

∑
i∈I u(i) xi.

Κάθε γραµµικός χώρος έχει ϐάση Hamel (Λήµµα του Zorn).

Παρατήρηση 1.2. Αν E και F είναι K-γραµµικοί χώροι, τότε µπορούµε να τους αναπαρα-

στήσουµε ως χώρους σύναρτήσεων πάνω σε κάποια σύνολα. ∆ηλαδή, υπάρχουν σύνολα

S, T τέτοια ώστε E ↪→ KS και F ↪→ KT . Πράγµατι, έστω {xi}i∈S, {yj}j∈T ϐάσεις Hamel των E

και F αντίστοιχα. Τότε, ορίζουµε την απεικόνιση

u =
∑
i∈I

u(i) xi 7→ fu

όπου fu : S → K, η συνάρτηση η οποία ικανοποιεί, fu(i) = u(i) για κάθε i ∈ I και µηδενίζεται

έξω από το I. Η απεικόνιση αυτή είναι γραµµικός ισοµορφισµός του E µε κάποιον υπόχωρο

του KS. Ανάλογα ορίζουµε απεικόνιση v 7→ gv για v ∈ F.

Θεώρηµα 1.3 (΄Υπαρξη). ΄Εστω E και F δύο γραµµικοί χώροι πάνω από το K. Υπάρχει

(τουλάχιστον) ένα τανυστικό γινόµενο των E και F.
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Απόδειξη. Ταυτίζοντας τον χώρο E µε την εικόνα του στον χώρο KS, ϑα ϑεωρούµε τα
στοιχεία του x ∈ E ως συναρτήσεις x : S → K. Οµοίως και για τον χώρο F . Ορίζουµε τον
χώρο M = span{x ⊗ y : x ∈ E, y ∈ F } ⊆ KS×T να είναι η γραµµική ϑήκη των συναρτήσεων

x ⊗ y : S × T → K

(s, t) 7→ x(s)y(t),

και η διγραµµική απεικόνιση να είναι η φ : E×F → M : (x, y)→ x ⊗y. Εύκολα ελέγχεται
ότι η φ είναι διγραµµική και είναι άµεσο επίσης ότι η εικόνα της παράγει τον χώρο. Αρκεί
λοιπόν να ελέγξουµε τη δεύτερη συνθήκη. ΄Εστω {xi : i ∈ I} ⊆ E και {yj : j ∈ J} ⊆ F

γραµµικά ανεξάρτητα σύνολα, και υποθέτω ότι∑
(i,j)∈L

λi,jφ(xi , yj) =
∑

(i,j)∈L

λi,jxi ⊗ yj = 0,

όπου L ⊆ I × J πεπερασµένο σύνολο. Τότε έχουµε ότι για κάθε s ∈ S,∑
(i,j)∈L

λi,jxi(s)yj =
∑
j

(∑
i

λi,jxi(s)
)
yj = 0 στον Y

και αφού {yj : j ∈ J} ⊆ F γραµµικά ανεξάρτητο, έπεται ότι
∑
i λi,jxi(s) = 0 για κάθε

s ∈ S και για κάθε j. ΄Αρα, έχουµε ότι
∑
i λi,jxi = 0 στον E για κάθε j και αφού και τα

{xi : i ∈ I} ⊆ E είναι γραµµικά ανεξάρτητα, τελικά λi,j = 0 για κάθε Ϲεύγος (i, j). Εποµένως
το Ϲεύγος (M,φ) είναι ένα τανυστικό γινόµενο των E, F . �

Πρόταση 1.4. ΄Εστω E, F δύο K-γραµµικοί χώροι και (M,φ) ένα τανυστικό τους γινόµενο.

΄Εστω επίσης {xa : a ∈ A} ⊆ E και {yb : b ∈ B} ⊆ F ϐάσεις Hamel. Τότε, το σύνολο

{φ(xa , yb) : (a, b) ∈ A × B} είναι ϐάση Hamel του χώρου M.

Απόδειξη. Από τον ορισµό, το σύνολο {φ(xa , yb) : (a, b) ∈ A × B} είναι γραµµικά ανεξάρ-
τητο. Εποµένως, αρκεί να δείξουµε ότι παράγει τον χώρο M , δηλαδή ότι κάθε u ∈ M
γράφεται ως γραµµικός συνδυασµός στοιχείων του {φ(xa , yb) : (a, b) ∈ A × B}. Πράγ-
µατι, έστω u =

∑k
i=1 φ(zi , wi) µια αναπαράσταση του u. Για κάθε i = 1, . . . , k, γράφου-

µε zi =
∑
a∈A′ λa(zi)xa ∈ E όπου A′ ⊆ A ένα πεπερασµένο υποσύνολο του A και wi =∑

b∈B′ µb(wi)yb ∈ F , όπου B′ ⊆ B πεπερασµένο υποσύνολο του B και λa(zi), µb(wi) ∈ K για
κάθε i, a, b. Τότε, λόγω της διγραµµικότητας της φ, γράφουµε

u =

k∑
i=1

φ(zi , wi) =

=

k∑
i=1

φ
( ∑
a∈A′

λa(zi)xa ,
∑
b∈B′

µb(wi)yb
)

=

=
∑
a,b

k∑
i=1

λa(zi)µb(wi)φ(xa , yb) =

=
∑
a,b

va,bφ(xa , yb)

όπου va,b :=
∑k
i=1 λa(zi)µb(wi). �
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΄Εστω E, F δύο K-γραµµικοί χώροι και (M,φ) ένα τανυστικό τους γινόµενο. Αν G ένας
άλλος γραµµικός χώρος, τότε κάθε γραµµική απεικόνιση B : M → G ορίζει µια διγραµµι-
κή απεικόνιση b : E × F → G µέσω της σχέσης b(x, y) = B(φ(x, y)). Η καθολική ιδιότητα
του τανυστικού γινοµένου, µας λέει ότι όλες οι διγραµµικές απεικονίσεις από το E ×F στο
G προκύπτουν µε αυτόν τον τρόπο.

Θεώρηµα 1.5 (Καθολική Ιδιότητα). ΄Εστω E, F δύο K-γραµµικοί χώροι και (M,φ) ένα

τανυστικό τους γινόµενο. Για κάθε K-γραµµικό χώρο G και κάθε διγραµµική απεικόνιση

b : E ×F → G, υπάρχει µοναδική γραµµική απεικόνιση B : M → G τέτοια ώστε B(φ(x, y)) =

b(x, y) για κάθε (x, y) ∈ E × F. Ισοδύναµα, το παρακάτω διάγραµµα είναι µεταθετικό.

E × F G

M

φ

b

B

Απόδειξη. ΄Εστω {xa : a ∈ A} και {yb : b ∈ B} ϐάσεις Hamel των E και F αντίστοιχα. ΄Οπως
είδαµε, το σύνολο {φ(xa , yb) : (a, b) ∈ A × B} είναι ϐάση Hamel του χώρου M. Ορίζουµε
λοιπόν απεικόνιση B : M → G µε B(φ(xa , yb)) := b(xa , yb) και επεκτείνουµε γραµµικά
ώστε

B(
∑

(a,b)∈C

λa,bφ(xa , yb)) =
∑

(a,b)∈C

λa,bb(xa , yb)

για κάθε C ⊆ A×B πεπερασµένο υποσύνολο. Η απεικόνιση αυτή είναι καλά ορισµένη και
για κάθε u =

∑k
i=1 φ(xi , yi) ∈ M ισχύει ότι B(u) =

∑k
i=1 b(xi , yi). Επιπλέον, είναι µοναδική

αφού αν υποθέσουµε ότι υπάρχει και άλλη B′ : M → G µε B′(φ(x, y)) = b(x, y), τότε B = B′

καθώς B′(φ(x, y)) = b(x, y) = B(φ(x, y)) για κάθε x ∈ E, y ∈ F και τα φ(x, y) παράγουν τον
χώρο M. �

Το επόµενο Θεώρηµα λέει ότι η καθολική ιδιότητα είναι που χαρακτηρίζει τα τανυστικά
γινόµενα. Συγκεκριµένα, κάθε Ϲεύγος (M ′, φ′), που ικανοποιεί την καθολική ιδιότητα του
τανυστικού γινοµένου για δύο χώρους E, F , είναι ισόµορφο µε αυτό.

Θεώρηµα 1.6 (Μοναδικότητα). ΄Εστω (M,φ) ένα τανυστικό γινόµενο των γραµµικών χώρων

E και F. Αν (M ′, φ′) ένας γραµµικός χώρος µαζί µε µια διγραµµική απεικόνιση φ′ : E ×F →

M ′ µε την ιδιότητα ότι για κάθε γραµµικό χώρο G και διγραµµική απεικόνιση b : E × F → G

υπάρχει µοναδική γραµµική απεικόνιση B : M ′ → G τέτοια ώστε b = B ◦ φ′, τότε υπάρχει

γραµµικός ισοµορφισµός π : M → M ′ ώστε π ◦ φ = φ′. Ισοδύναµα, το διάγραµµα

E × F

M M ′
φ

φ′

π

είναι µεταθετικό.
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Απόδειξη. Από την καθολική ιδιότητα του τανυστικού γινοµένου (M,φ), επιλέγοντας για
γραµµικό χώρο G = M ′ και διγραµµική απεικόνιση b = φ′, υπάρχει µοναδική γραµµική
απεικόνιση B : M → M ′ τέτοια ώστε B ◦ φ = φ′

E × F M ′

M

φ

φ′

B

Εφαρµόζοντας και πάλι την καθολική ιδιότητα, αυτή τη ϕορά για το Ϲεύγος (M ′, φ′) και
επιλέγοντας για γραµµικό χώρο τον G = M και διγραµµική απεικόνιση b = φ, έπεται ότι
υπάρχει µοναδική γραµµική απεικόνιση B′ : M ′ → M τέτοια ώστε B′ ◦ φ′ = φ

E × F M ′

M

φ

φ′

B′

Από τις σχέσεις που προκύπτουν, έχουµε ότι φ′ = B ◦ φ = B ◦ (B′ ◦ φ′), εποµένως
φ′ = (B ◦ B′) ◦ φ′. ΄Οµως, από την καθολική ιδιότητα του Ϲεύγους (M ′, φ′) για G = M ′ και
διγραµµική απεικόνιση την ίδια την b = φ′, έπεται ότι η µοναδική γραµµική απεικόνιση
B : M ′ → M ′ που ικανοποιεί φ′ = B ◦ φ′ είναι η ταυτοτική, δηλαδή B = idM ′. Εποµένως,
αναγκαστικά πρέπει να έχουµε ότι (B ◦ B′) = idM ′.

Με τον ίδιο τρόπο προκύπτει ότι φ = (B′ ◦ B) ◦ φ απ΄ όπου συµπεραίνουµε επίσης ότι
B′ ◦ B = idM . Αυτό σηµαίνει ότι οι B′ και B είναι η µία αντίστροφη της άλλης και άρα η
π := B : M → M ′ είναι 1-1 και επί. �

Σηµείωση 1.7. Είδαµε λοιπόν ότι ανάµεσα σε δύο γραµµικούς χώρους, όλα τα τανυστικά

γινόµενα είναι µεταξύ τους ισόµορφα. Από εδώ και πέρα λοιπόν, το αλγεβρικό τανυστικό

γινόµενο M δύο γραµµικών χώρων E και F ϑα το συµβολίζουµε µε E ⊗ F και τη διγραµµική

απεικόνιση φ : E × F → E ⊗ F µε

(x, y) 7→ x ⊗ y.

∆ηλαδή, το τανυστικό γινόµενο των χώρων E και F, είναι ένας γραµµικός χώρος E ⊗ F της

µορφής

E ⊗ F = span{x ⊗ y : x ∈ E, y ∈ F }

που ικανοποιεί την καθολική ιδιότητα και κάθε στοιχείο u ∈ E ⊗ F σε αυτόν τον χώρο έχει

µια αναπαράσταση (όχι µοναδική) της µορφής

u =

k∑
i=1

xi ⊗ yi

όπου xi ∈ E και yi ∈ F για κάθε i = 1, . . . , k. Κάθε στοιχείο της µορφής x ⊗ y ονοµάζεται

στοιχειώδης τανυστής (elementary tensor) ή απλός τανυστής (simple tensor).
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Λήµµα 1.8. ΄Εστω E, F, M γραµµικοί χώροι και φ : E×F → M µια διγραµµική απεικόνιση.

Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. ΄Εστω {xi : i = 1, . . . , r} ⊆ E και {yj : j = 1, . . . , s} ⊆ F δύο γραµµικά ανεξάρτητα

σύνολα, τότε και το {φ(xi , yj)} ⊆ M είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

2. ΄Εστω {x1, . . . , xr} ⊆ E και {y1, . . . , yr} ⊆ F δύο πεπερασµένα σύνολα που ικανοποιούν

την
r∑
i=1

φ(xi , yi) = 0.

Τότε, αν x1, . . . , xr γραµµικά ανεξάρτητα, τότε y1 = · · · = yr = 0, ενώ αν τα y1, . . . , yr

είναι γραµµικά ανεξάρτητα, τότε x1 = · · · = xr = 0.

Απόδειξη. (1. ⇒ 2.) ΄Εστω {x1, . . . , xr} ⊆ E και {y1, . . . , yr} ⊆ F πεπερασµένα και έστω
ότι τα x1, . . . , xr είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Τότε, αν {fk} µια ϐάση για τον υπόχωρο
span{yi} ⊆ F , γράφουµε yi =

∑
k λi,kfk και αν υποθέσουµε ότι

∑r
i=1 φ(xi , yi) = 0, παίρνου-

µε
∑
i,k λi,kφ(xi , fk) = 0. Από υπόθεση λοιπόν λi,k = 0 για κάθε i, k και κατά συνέπεια όλα

τα yi είναι ίσα µε το µηδέν. Οµοίως αν τα y1, . . . , yr είναι γρ. ανεξάρτητα.
(2. ⇒ 1.) ΄Εστω {xi : i = 1, . . . , r} ⊆ E και {yj : j = 1, . . . , s} ⊆ F γραµµικά ανεξάρτητα
σύνολα που ικανοποιούν

∑
i,j λi,jφ(xi , yj) = 0. Τότε έχουµε ότι

∑
j φ(

∑
i λi,jxi , yj) = 0, το

οποίο συνεπάγεται ότι
∑
i λi,jxi = 0 και άρα λi,j = 0 για κάθε i, j λόγω γραµµικής ανεξαρ-

τησίας.
�

Η προηγούµενη πρόταση µας λέει ότι η δεύτερη συνθήκη στο τανυστικό γινόµενο δύο
γραµµικών χώρων µπορεί να αντικατασταθεί µε την παραπάνω ισοδύναµη.

Πρόταση 1.9. Κάθε στοιχείο u ∈ E ⊗ F µπορεί να γραφτεί ως ένα πεπερασµένο άθροισµα

u =
∑
i ei⊗fi ώστε τα {fi} ⊆ F να είναι γραµµικά ανεξάρτητα και τότε τα {ei} ⊆ E καθορίζονται

µοναδικά απο τα fi.

Απόδειξη. ΄Εστω u =
∑
k xk ⊗ yk µια αναπαράσταση του u. Θεωρούµε τον πεπερασµένης

διάστασης υπόχωρο span{yk} ⊆ F , και παίρνουµε µια ϐάση του, έστω {fi}. Γράφουµε
yk =

∑
i λi,kfi για κάθε k, όπου λi,k ∈ K, και τότε

u =
∑
k

xk ⊗ yk =
∑
k

xk ⊗ (
∑
i

λi,kfi)

=
∑
k

∑
i

λi,k(xk ⊗ fi)

=
∑
i

(
∑
k

λi,kxk) ⊗ fi

=
∑
i

ei ⊗ fi
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όπου ϑέσαµε ei :=
∑
k λi,kxk για κάθε i. Τέλος, τα ei είναι µοναδικά καθορισµένα γιατί αν

είχαµε u =
∑
i e
′
i ⊗ fi, τότε

∑
i(e′i − ei) ⊗ fi = 0 και αφού τα fi είναι γραµµικά ανεξάρτητα,

απο το παραπάνω λήµµα έχουµε ότι e′i = ei για κάθε i. �

Μάλιστα µπορεί κανείς να δείξει το εξής ισχυρότερο.

Πρόταση 1.10. ΄Εστω E και F δυο γραµµικοί χώροι. Κάθε στοιχείο u ∈ E ⊗ F µπορεί να

γραφτεί στη µορφή u =
∑r
i=1 vi ⊗wi , όπου {vi : i = 1, . . . , r} και {wi : i = 1, . . . , r} είναι και

τα δύο γραµµικά ανεξάρτητα σύνολα.

Απόδειξη. Η απόδειξη αφήνεται ως άσκηση. �

Παρατήρηση 1.11. Η καθολική ιδιότητα του τανυστικού γινοµένου E ⊗ F µας λέει ότι

ο χώρος των διγραµµικών απεικονίσεων E × F → G είναι ισόµορφος µε τον χώρο των

γραµµικών απεικονίσεων E ⊗ F → G,

Bil(E × F, G) � L(E ⊗ F, G)

Παρατήρηση 1.12 (Γραµµικοποίηση). Αν ϑέλουµε να ορίσουµε µια γραµµική απεικόνιση,

έστω Φ : E ⊗ F → G, τότε µπορούµε ισοδύναµα να ορίσουµε την διγραµµική απεικόνιση

b : E×F → G και από την καθολική ιδιότητα να έχουµε ότι υπάρχει µοναδική τέτοια Φ ώστε

Φ(x ⊗ y) = b(x, y). Η γραµµική απεικόνιση Φ ονοµάζεται η γραµµικοποίηση της b.

Πρόταση 1.13. ΄Εστω Ti : Ei → Gi , για i = 1,2 γραµµικές απεικονίσεις µεταξύ γραµµικών

χώρων. Τότε, υπάρχει µοναδική γραµµική απεικόνιση

S : E1 ⊗ E2 → G1 ⊗ G2

x1 ⊗ x2 7→ T1(x1) ⊗ T2(x2)

την οποία ϑα συµβολίζουµε µε S := T1 ⊗ T2.

Απόδειξη. Η απεικόνιση φ : E1 × E2 → G1 ⊗ G2 µε φ(x1, x2) = T1(x1) ⊗ T2(x2) είναι
διγραµµική και κατά συνέπεια από την καθολική ιδιότητα του τανυστικού γινοµένου E1 ⊗

E2 υπάρχει µοναδική γραµµική S τέτοια ώστε S(x1 ⊗ x2) = φ(x1, x2) = T1(x1) ⊗ T2(x2). �

Παραδείγµατα 1.14. 1. E ⊗ K � E

Πράγµατι, µπορούµε να δείξουµε ότι ο χώρος (E, φ) µε τη διγραµµική απεικόνιση φ : E×K→

E : (x, λ) 7→ λx είναι τανυστικό γινόµενο των E και K. Ισοδύναµα, αρκεί να δείξουµε ότι οι

χώροι E ⊗ K και E είναι ισόµορφοι µέσω της απεικόνισης

x ⊗ λ 7→ λx.

2. E ⊗ Kn � En

Μέσω της απεικόνισης x ⊗ (ξi)ni=1 7→ (xξi)ni=1. ΄Ετσι ταυτίζουµε κάθε στοιχείο της µορφής
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x ⊗ ei , όπου {ei} η συνήθης ϐάση του Kn, µε το διάνυσµα που έχει x στην i-οστή ϑέση και

µηδέν οπουδήποτε αλλού. ∆ηλαδή,

x ⊗ ei 7→



0
...

x
...

0


.

3. Kn ⊗ Km � Knm

Μέσω της απεικόνισης (ξi)ni=1 ⊗ (ηj)mj=1 7→ (ξiηj)n,mi,j=1.

4. Kn ⊗ Km � Mn,m(K)

Μέσω της απεικόνισης ei ⊗ fj 7→ Ei,j, όπου οι {ei}ni=1 και {fj}mj=1 είναι οι συνήθεις ϐάσεις των

Kn και Km αντίστοιχα, ενώ Ei,j είναι ο n ×m πίνακας µε 1 στην (i, j) ϑεση και 0 οπουδήποτε

αλλού.

5. Mn,m(K) ⊗ E � Mn,m(E)

Μέσω της απεικόνισης [ai,j] ⊗ x 7→ [ai,jx] όπου x ∈ E και ai,j ∈ K.

΄Ασκηση 1.15. ΄Εστω K και L συµπαγείς, Hausdorff τοπολογικοί χώροι και C(K), C(L)

οι µιγαδικές άλγεβρες των συνεχών συναρτήσεων απο τους K και L αντίστοιχα, µε πράξεις

κατά σηµείο και νόρµες supremum. ∆είξτε ότι :

1. Ο χώρος C(K) ⊗ C(L) είναι πυκνός στον C(K × L),

2. Αν επιπλέον µ, ν κανονικά µέτρα Borel στούς K και L αντίστοιχα, τότε για κάθε

f ∈ C(K × L) ισχύει ∫
K

∫
L
f dν dµ =

∫
L

∫
K
f dµ dν.

2 Τανυστικά Γινόµενα Χώρων Hilbert

Ορισµός 2.1. ΄Εστω H ,K χώροι Hilbert. Στον χώρο H ⊗K ορίζουµε την απεικόνιση

〈
∑
i

xi ⊗ zi ,
∑
j

yj ⊗wj〉hs :=
∑
i,j

〈xi , yj〉H 〈zi , wj〉K .

∆ηλαδή, αν hi ⊗ ki ∈ H ⊗K , i = 1,2 έχουµε

〈h1 ⊗ k1, h2 ⊗ k2〉hs = 〈h1, h2〉H 〈k1, k2〉K .

Πρόταση 2.2. Η απεικόνιση 〈·, ·〉hs : H ⊗K × H ⊗K → C είναι ένα καλά ορισµένο εσω-

τερικό γινόµενο στον χώρο H ⊗K .

Απόδειξη. 1) Sesquilinear: Σταθεροποιούµε δύο στοιχεία y ∈ H , w ∈ K και ορίζουµε την
απεικόνιση

by,w : H ×K → C

(x, z) 7→ 〈x, y〉H〈z,w〉K .
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Εύκολα ϐλέπουµε ότι η by,w είναι διγραµµική απεικόνιση και κατά συνέπεια από την
καθολική ιδιότητα του τανυστικού γινοµένου υπάρχει µοναδική γραµµική απεικόνιση
By,w µε

By,w : H ⊗K → C

x ⊗ z 7→ 〈x, y〉H〈z,w〉K .

Εποµένως για την By,w ισχύει ότι αν u =
∑
i xi ⊗ zi τότε,

By,w(
∑
i

xi ⊗ zi) =
∑
i

〈xi , y〉H〈zi , w〉K =
∑
i

〈xi ⊗ zi , y ⊗w〉hs.

Συνεπώς η
〈 · , y ⊗w〉hs : H ⊗K → C

είναι µια καλά ορισµένη γραµµική απεικόνιση για κάθε y ⊗ w ∈ H ⊗K . Τώρα σταθερο-
ποιούµε ένα u =

∑
i xi ⊗ zi ∈ H ⊗K , ορίζουµε την απεικόνιση

cu : H ×K → C

(y,w) 7→
∑
i

〈xi , y〉H 〈zi , w〉K

και πάλι από την καθολική ιδιότητα, αφού η c είναι διγραµµική (λόγω αντιγραµµικότητας
των εσωτερικών γινοµένων στη δεύτερη ϑέση) παίρνουµε την µοναδική γραµµική

Cu : H ⊗K → C

y ⊗w 7→
∑
i

〈xi , y〉H 〈zi , w〉K .

΄Εχουµε λοιπόν ότι η
〈
∑
i

xi ⊗ zi , · 〉hs : H ⊗K → C

είναι µια καλά ορισµένη αντιγραµµική απεικόνιση για κάθε επιλογή στοιχείου u =
∑
i xi ⊗

zi ∈ H ⊗K . Επιπλέον, για κάθε v =
∑
j yj ⊗wj ∈ H ⊗K , ϑα έχουµε

〈
∑
i

xi ⊗ zi ,
∑
j

yj ⊗wj〉hs =
∑
j

〈
∑
i

xi ⊗ zi , yj ⊗wj〉hs

=
∑
j

∑
i

〈xi ⊗ zi , yj ⊗wj〉hs

=
∑
i,j

〈xi , yj〉H 〈zi , wj〉K

όπου η δεύτερη ισότητα προκύπτει από την γραµµικότητα που δείξαµε προηγουµένως.
΄Αρα για κάθε v =

∑
j yj ⊗wj ∈ H ⊗K , η απεικόνιση

〈 · ,
∑
j

yj ⊗wj〉hs : H ⊗K → C
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είναι γραµµική γιατί όπως είδαµε 〈 · ,
∑
j yj⊗wj〉hs =

∑
j〈 · , yj⊗wj〉hs, δηλαδή είναι άθροισµα

γραµµικών απεικονίσεων.
2) 〈u, u〉hs ≥ 0 : ΄Εστω u =

∑
i xi ⊗ zi ∈ H ⊗K και {ek : k = 1, . . . , n} ορθοκανονική

ϐάση του υποχώρου span{zi} ⊆ K . Τότε, ξέρουµε ότι υπάρχουν µοναδικά ξk ώστε το u να
γράφεται στη µορφή u =

∑
k ξk ⊗ ek. ΄Αρα,

〈u, u〉hs =
∑
k,l

〈ξk, ξl〉H 〈ek, el〉K

=
∑
k,l

〈ξk, ξl〉Hδk,l

=
∑
k

〈ξk, ξk〉H

=
∑
k

‖ξk‖
2
H
≥ 0.

3) Τέλος, από την ίδια σχέση έχουµε ότι 〈u, u〉hs = 0 ανν ‖ξk‖2H = 0 για κάθε k και συνεπώς
u =

∑
k 0 ⊗ ek = 0.

�

Ορισµός 2.3. ΟνοµάζουµεH ⊗hsK την πλήρωση του χώρου (H ⊗K , ‖ · ‖hs) όπου ‖ · ‖hs :=

〈·, ·〉
1
2
hs η νόρµα που επάγεται από το εσωτερικό γινόµενο που ορίσαµε στην προηγούµενη

πρόταση.

∆ηλαδή, ο H ⊗hsK είναι ένας χώρος Hilbert ο οποίος περιέχει ως πυκνό υπόχωρο το
αλγεβρικό τανυστικό γινόµενο H ⊗K εφοδιασµένο µε τη νόρµα ‖ · ‖hs. Μάλιστα, όπως ϑα
δούµε, το αλγεβρικό τανυστικό γινόµενο περιέχεται πάντοτε ως γνήσιος πυκνός υπόχωρος
του H ⊗hsK όταν και οι δύο χώροι είναι απειροδιάστατοι.

Παρατήρηση 2.4. Παρατηρούµε ότι αν h ∈ H και k ∈ K , τότε

‖h ⊗ k‖2hs = 〈h ⊗ k, h ⊗ k〉hs = 〈h, h〉H〈k, k〉K = ‖h‖2H ‖k‖
2
K .

∆ηλαδή, για κάθε απλό τανυστή h ⊗ k η νόρµα ικανοποιεί

‖h ⊗ k‖hs = ‖h‖H ‖k‖K

και λέµε ότι είναι µια cross-norm.

΄Ασκηση 2.5. Αν {ei : i ∈ I} ⊆ H και {fj : j ∈ J} ⊆ K ορθοκανονικές ϐάσεις, τότε δείξτε ότι

το σύνολο {ei ⊗ fj : (i, j) ∈ I × J} είναι ορθοκανονική ϐάση του χώρου H ⊗hsK .

Παρατήρηση 2.6. Αν έχουµε H , K δύο χώρους Hilbert πεπερασµένης διάστασης µε

dimH = n και dimK = m, τότε H ⊗K = H ⊗hsK και µάλιστα dimH ⊗K = mn.

Παράδειγµα 2.7. Cn ⊗Cm = Cn ⊗hs C
m.
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Παρατήρηση 2.8. Αν H είναι ένας χώρος Hilbert, ορίζουµε ως Hn
= H ⊕ · · · ⊕ H το

ευθύ άθροισµα n-αντιγράφων του H που γίνεται χώρος Hilbert µε τη νόρµα
∥∥∥(hi)ni=1

∥∥∥2

2 =∑n
i=1 ‖hi‖

2
H
.

Παράδειγµα 2.9. H ⊗hs Cn � Hn ισοµετρικά. Πράγµατι οι χώροι αυτοί γίνονται ισόµορφοι

µέσω της απεικόνισης

h ⊗ ei 7→



0
...

h
...

0


.

∆ηλαδή, h ⊗ ei 7→ (hδi,j)nj=1 όπου {ei}ni=1 η συνήθης ορθοκανονική ϐάση του Cn. ΄Οµως, κάθε

στοιχείο u ∈ H ⊗ Cn µπορώ να το γράψω στην µορφή u =
∑n
i=1 hi ⊗ei , και τότε ϑα έχει νόρµα∥∥∥∥∥∥∥

n∑
i=1

hi ⊗ ei

∥∥∥∥∥∥∥
2

hs

=

n∑
i=1

‖hi‖
2
H

=
∥∥∥(hi)ni=1

∥∥∥2

2 ,

που σηµαίνει ότι ο ισοµορφισµός είναι ισοµετρικός.

Παρατήρηση 2.10. Παρατηρήστε ότι αν H και K χώροι Hilbert µε τον ένα από τους

δυο να είναι πεπερασµένης διάστασης, τότε H ⊗K = H ⊗hsK . ∆ηλαδή το αλγεβρικό

τανυστικό γινόµενοH ⊗K γίνεται αυτοµάτως πλήρης χώρος, όταν ο ένας από τους δύο είναι

πεπερασµένης διάστασης. Μάλιστα ισχύει και το αντίστροφο.

Πρόταση 2.11. ΄Εστω H , K δύο χώροι Hilbert. Ο χώρος µε νόρµα (H ⊗K , ‖ · ‖hs) είναι

χώρος Hilbert (πλήρης) αν και µόνον αν ο ένας από τους H και K είναι πεπερασµένης

διάστασης

Απόδειξη. Αν ο ένας από τους δύο είναι πεπερασµένης διάστασης, το συµπέρασµα έπεται
από το Παράδειγµα 2.9 και την Παρατήρηση 2.10.

Για την αντίστροφη κατεύθυνση, υποθέτοντας ότι και οι δύο χώροι είναι απειροδιάστα-
τοι, ϑα δείξουµε ότι υπάρχει στοιχείο στην πλήρωση H ⊗hsK το οποίο δεν ανήκει στο
H ⊗K . Πράγµατι, επιλέγουµε ορθοκανονικές ακολουθίες {ek}∞k=1 ⊆ H και {fk}∞k=1 ⊆ K

και ϑεωρούµε την ακολουθία µερικών αθροισµάτων

un =

n∑
k=1

1
k2ek ⊗ fk ∈ H ⊗hsK .

Επειδή όµως
∞∑
k=1

1
k2 ‖ek ⊗ fk‖hs =

∞∑
k=1

1
k2 ‖ek‖H ‖fk‖K =

∞∑
k=1

1
k2

η σειρά συγκλίνει απολύτως, και εποµένως συγκλίνει στον χώρο H ⊗hsK στο στοιχείο
u ∈ H ⊗hsK το οποίο γράφουµε ως

u =

∞∑
k=1

1
k2ek ⊗ fk.



11

Θα δείξουµε ότι u < H ⊗K . ΄Εστω προς άτοπο ότι u ∈ H ⊗K . ΄Αρα,

u =

r∑
i=1

xi ⊗ yi.

Εποµένως u ∈ H0 ⊗K0 όπουH0 = span{xi : i = 1, . . . , r} και K0 = span{yi : i = 1, . . . , r}
είναι χώροι πεπερασµένης διάστασης. Για n ∈ N ορίζουµε την απεικόνιση

e∗n ⊗ Id : H ⊗K → K

h ⊗ k 7→ 〈h, en〉k

(ξεκινώντας από την αντίστοιχη διγραµµική και χρησιµοποιώντας την καθολική ιδιότητα)
η οποία είναι καλά ορισµένη και γραµµική. Θα δείξουµε ότι ειναι και ϕραγµένη. ΄Εστω

v ∈ H ⊗K ένα στοιχείο το οποίο γράφουµε ως v =
M∑
m=1

hm ⊗ km µε {km}Mm=1 ορθοκανονικά

(όπως στην απόδειξη της Πρότασης 2.2). Τότε

∥∥∥e∗n ⊗ Id(v)
∥∥∥2

K
=

∥∥∥∥∥∥∥∑m 〈hm , en〉Hkm
∥∥∥∥∥∥∥

2

K

= 〈
∑
m

〈hm , en〉Hkm ,
∑
l

〈hl, en〉Hkl〉K

=
∑
m,l

〈hm , en〉H〈hl, en〉H〈km , kl〉K

=
∑
m

〈gm , en〉
2
H

≤
∑
m

‖hm‖
2
H

= ‖v‖2hs .

Συνεπώς για κάθε n ∈ N, η e∗n ⊗ Id επεκτείνεται σε ϕραγµένο τελεστή από το H ⊗hsK στον
K . Τέλος, παρατηρήστε ότι αφού u =

∑
i xi ⊗ yi

e∗n ⊗ Id(u) =
∑
i

〈xi , en〉yi ∈ K0

για κάθε n. ΄Οµως επίσης u =
∑∞
k=1

1
k2ek ⊗ fk άρα από συνέχεια,

e∗n ⊗ Id(u) =
1
n2 fn.

∆ηλαδή, fn ∈ K0 για κάθε n. Το οποίο είναι άτοπο γιατί τότε ο K0 ϑα έπρεπε να περιέχει
την άπειρη ορθοκανονική ακολουθία {fk}∞k=1 ενώ είναι πεπερασµένης διάστασης. Συνεπώς
u < H ⊗K .

�

΄Ασκηση 2.12. ∆είξτε ότι `2(Γ) ⊗hs `2(∆) � `2(Γ × ∆).

΄Ασκηση 2.13. Αν (X,A, µ) και (Y,B, ν) χώροι σ-πεπερασµένου µέτρου, δείξτε ότι L2(µ)⊗hs
L2(ν) � L2(µ × ν).
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΄Ασκηση 2.14 (Schmidt Decomposition). ΄Εστω H και K δύο χώροι Hilbert και u ∈

H ⊗K . Τότε, υπάρχει K ∈ N, ορθοκανονικά σύνολα {ek : k = 1, . . . , K} ⊆ H , {fk : k =

1, . . . , K} ⊆ K και ϑετικοί αριθµοί {sk : k = 1, . . . , K} έτσι ώστε

u =

K∑
k=1

skek ⊗ fk

και ‖u‖2hs =
∑K
k=1 s

2
k.

3 Τανυστικά Γινόµενα Χώρων Τελεστών

Είχαµε δεί ότι αν έχουµε δύο γραµµικές απεικονίσεις Ti : Ei → Gi, i = 1,2 µεταξύ
γραµµικών χώρων, µπορούµε να ορίσουµε µοναδική γραµµική απεικόνιση S : E1 ⊗ E2 →

G1 ⊗ G2 µε S(x ⊗ y) = T1(x) ⊗ T2(y) την οποία συµβολίσαµε µε S := T1 ⊗ T2. Θα δούµε
τώρα ότι αν οι γραµµικές απεικονίσεις µας είναι ϕραγµένοι τελεστές σε χώρους Hilbert
τότε και η µοναδική αυτή γραµµική απεικόνιση επεκτείνεται σε ϕραγµένο τελεστή στον
χώρο Hilbert τανυστικό γινόµενο που ορίσαµε στην προηγούµενη παράγραφο.

Πρόταση 3.1. ΄ΕστωH ,K δύο χώροι Hilbert και T ∈ B(H), S ∈ B(K) ϕραγµένοι τελεστές.

Τότε, η γραµµική απεικόνιση T ⊗ S : H ⊗K → H ⊗K : h ⊗ k 7→ T (h) ⊗ S(k) επεκτείνεται

µοναδικά σε ϕραγµένο τελεστή

T ⊗sp S : H ⊗hsK → H ⊗hsK

µε νόρµα
∥∥∥T ⊗sp S∥∥∥ = ‖T‖ ‖S‖.

Απόδειξη. Εφοδιάζουµε τον χώρο H ⊗K µε την νορµα ‖ · ‖hs. Θα δείξουµε αρχικά ότι ο
τελεστής T ⊗ S : H ⊗K → H ⊗K : h ⊗ k 7→ T (h) ⊗ S(k) είναι ϕραγµένος και έπειτα ϑα
επεκτείνουµε στην πλήρωση λόγω συνέχειας.

΄Εστω IdK ο ταυτοτικός τελεστής στον B(K). Τότε, υπάρχει µοναδική γραµµική απει-
κόνιση T ⊗ IdK : H ⊗K → H ⊗K τέτοια ώστε T ⊗ IdK (h ⊗ k) = Th ⊗ k. ΄Εστω ένα στοιχείο
u ∈ H ⊗K µε αναπαράσταση u =

∑
i xi ⊗zi, τότε υπάρχουν µοναδικά {hk} ⊆ H τέτοια ώστε

u =
∑
k hk ⊗ ek όπου {ek} ⊆ K ορθοκανονική ϐάση του υπόχωρου span{zi} ⊆ K . ΄Εχουµε

τότε ότι

‖u‖2hs =

∥∥∥∥∥∥∥∑k hk ⊗ ek

∥∥∥∥∥∥∥
2

hs

=
∑
k,l

〈hk, hl〉H〈ek, el〉K

=
∑
k

〈hk, hk〉H

=
∑
k

‖hk‖
2
H
.
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Συνεπώς, ∥∥∥∥∥∥∥T ⊗ IdK (
∑
k

hk ⊗ ek)

∥∥∥∥∥∥∥
2

hs

=

∥∥∥∥∥∥∥∑k Thk ⊗ ek

∥∥∥∥∥∥∥
2

hs

=
∑
k

‖Thk‖
2
H

≤
∑
k

‖T‖2 ‖hk‖
2
H

= ‖T‖2
∑
k

‖hk‖
2
H

= ‖T‖2
∥∥∥∥∥∥∥∑k hk ⊗ ek

∥∥∥∥∥∥∥
2

hs

.

Από αυτή τη σχέση έπεται ότι ο τελεστής T ⊗ IdK είναι ϕραγµένος µε

‖T ⊗ IdK‖ ≤ ‖T‖ .

Με την ίδια διαδικασία προκύπτει ότι και ο τελεστής IdH ⊗S είναι ϕραγµένος, µε νόρµα

‖IdH ⊗S‖ ≤ ‖S‖ .

Παρατηρούµε τώρα ότι T ⊗ S = (T ⊗ IdK ) ◦ (IdH ⊗S). Πράγµατι, για κάθε απλό τανυστή
h ⊗ k ισχύει ότι

(T ⊗ IdK ) ◦ (IdH ⊗S)(h ⊗ k) = (T ⊗ IdK )(h ⊗ Sk) = Th ⊗ Sk

και άρα έχουµε την ισότητα από τη µοναδικότητα της γραµµικής απεικόνισης. ΄Αρα,
ο T ⊗ S είναι επίσης ϕραγµένος ως τελεστής στο αλγεβρικό τανυστικό γινόµενο H ⊗K
(εφοδιασµένο µε τη νόρµα ‖ · ‖hs) µε νόρµα που ικανοποιεί

‖T ⊗ S‖ = ‖(T ⊗ IdK )(IdH ⊗S)‖ ≤ ‖(T ⊗ IdK )‖ ‖(IdH ⊗S)‖ ≤ ‖T‖ ‖S‖ .

Από συνέχεια λοιπόν, επεκτείνεται σε µοναδικό ϕραγµένο τελεστή στην πλήρωσηH ⊗hsK ,
τον οποίο και συµβολίζουµε µε T⊗spS. Τέλος, αν πάρουµε h ∈ H και k ∈ K ώστε ‖h‖H ≤ 1
και ‖k‖K ≤ 1, τότε∥∥∥T ⊗sp S∥∥∥ ≥ ∥∥∥(T ⊗sp S)(h ⊗ k)

∥∥∥
hs

= ‖Th ⊗ Sk‖hs = ‖Th‖H ‖Sk‖K ,

και αφού τα h ∈ H και k ∈ K ήταν τυχαία, προκύπτει ότι
∥∥∥T ⊗sp S∥∥∥ ≥ ‖T‖ ‖S‖. �

Πρόταση 3.2. Αν H και K χώροι Hilbert, τότε η απεικόνιση

Φ : B(H)⊗B(K)→ B(H ⊗hsK)

T ⊗ S 7→ T ⊗sp S

είναι 1-1.
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Απόδειξη. Το ότι η απεικόνιση Φ είναι καλά ορισµένη και γραµµική έπεται από την Πρότα-
ση 3.1 και την καθολική ιδιότητα. Πράγµατι, η απεικόνιση

φ : B(H)×B(K)→ B(H ⊗hsK)

(T, S) 7→ T ⊗sp S

είναι διγραµµική, καλά ορισµένη γιατί ορίζεται µοναδικός τελεστής T ⊗sp S και συνεπώς
από την καθολική ιδιότητα υπάρχει µοναδική γραµµική

Φ : B(H)⊗B(K)→ B(H ⊗hsK).

Για το 1-1, έστω
∑
i Ti ⊗ Si ∈ B(H)⊗B(K) τέτοιο ώστε τα Si να είναι γραµµικά ανεξάρτητα

και υποθέτουµε ότι
∑
i Ti ⊗sp Si = 0. ΄Εστω h ∈ H και επιλέγω {ej} ⊆ H µια ορθοκανονική

ϐάση του span{Ti(h)} ⊆ H . Τότε, για κάθε i γράφουµε Ti(h) =
∑
j λi,jej, και αν k ∈ K

έχουµε

0 =
(∑

i

Ti ⊗sp Si
)
(h ⊗ k)

=
∑
i

Tih ⊗ Sik

=
∑
i

(
∑
j

λi,jej) ⊗ Sik

=
∑
j

ej ⊗ (
∑
i

λi,jSik)

και από την γραµµική ανεξαρτησία των ej έχουµε ότι
∑
i λi,jSik = 0 για κάθε k ∈ K και για

κάθε j. Συνεπώς
∑
i λi,jSi = 0 απ΄ όπου συµπεραίνουµε (λόγω της γραµµικής ανεξαρτησίας

των Si ) ότι λi,j = 0 για κάθε i, j και άρα τελικά Ti(h) = 0. Το h ∈ H ήταν τυχόν και τελικά
προκύπτει ότι Ti = 0 για κάθε i και άρα έχουµε το Ϲητούµενο. �

Ορισµός 3.3. Από την εµφύτευση του χώρου αλγεβρικό τανυστικό γινόµενο B(H)⊗B(K)

στην C*-άλγεβρα των ϕραγµένων τελεστών στον χώρο Hilbert H ⊗hsK , µπορούµε να ο-

ϱίσουµε την νόρµα ‖ · ‖sp στον B(H)⊗B(K) ϑέτοντας∥∥∥∥∥∥∥∑i Ti ⊗ Si
∥∥∥∥∥∥∥
sp

:=

∥∥∥∥∥∥∥∑i Ti ⊗sp Si
∥∥∥∥∥∥∥ .

Ορίζουµε λοιπόν το spatial τανυστικό γινόµενο ως

B(H)⊗sp B(K) := B(H)⊗B(K)
‖·‖sp

και µάλιστα η ‖ · ‖sp είναι µια cross-norm.

Παρατήρηση 3.4. ΄Εστω A, B δύο µιγαδικές ∗-άλγεβρες µε µονάδες, τότε µπορούµε να

µετατρέψουµε και το A⊗B σε ∗-άλγεβρα µε µονάδα, ορίζοντας τον πολλαπλασιασµό και

την ενέλιξη ως εξής :
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1. (a ⊗ b) · (c ⊗ d) := ac ⊗ bd

2. (a ⊗ b)∗ := a∗ ⊗ b∗

(και επεκτείνοντας γραµµικά). Επιπλέον, η µονάδα ϑα είναι η 1A⊗B := 1A ⊗1B.

΄Ασκηση 3.5. Ελέγξτε ότι οι παραπάνω πράξεις του πολλαπλασιασµού και της ενέλιξης,

στον χώρο A⊗B όπου A,B είναι *-άλγεβρες, είναι καλά ορισµένες.

Ορισµός 3.6. Αν έχουµεA,B δύο C*-άλγεβρες µε µονάδες, µια νόρµα ‖ · ‖γ στην ∗-άλγεβρα

A⊗B ϑα ονοµάζεται C*-cross-norm, αν είναι cross-norm και επιπλέον ικανοποιεί τα

‖x∗x‖γ = ‖x‖2γ και ‖xy‖γ ≤ ‖x‖γ ‖y‖γ

για κάθε x, y ∈ A⊗B. Η πλήρωση τηςA⊗B µε την νόρµα ‖ · ‖γ γίνεται C*-άλγεβρα που τη

συµβολίζουµε µε A⊗γ B.

΄Ασκηση 3.7. Εφοδιάζουµε το αλγεβρικό τανυστικό γινόµενο B(H)⊗B(K) µε ενέλιξη και

πολλ/σµό όπως παραπάνω. Να δειχθεί ότι η απεικόνιση

Φ : B(H)⊗B(K)→ B(H ⊗hsK)

T ⊗ S 7→ T ⊗sp S

είναι 1-1 µορφισµός ∗-αλγεβρών και η νόρµα ‖ · ‖sp είναι µια C*-cross-norm.

Συµπεράνετε ότι το spatial τανυστικό γινόµενοB(H)⊗sp B(K) είναι µια κλειστή *-υπάλγεβρα

του B(H ⊗hsK), εποµένως είναι C*-αλγεβρα.

Γνωρίζουµε ότι µπορούµε να µετατρέψουµε τον χώρο Mn(B(H)) σε C*-άλγεβρα, εφοδιά-
Ϲοντας τον µε νόρµα τελεστή µέσα από τον ∗-ισοµορφισµό

Mn(B(H)) � B(Hn),

όπου απεικονίζουµε κάθε πίνακα µε στοιχεία τελεστές στονH σαν τελεστές στον χώροHn.

΄Ασκηση 3.8. ∆είξτε ότι η απεικόνιση

Ψ : Mn(B(H))→ Mn ⊗sp B(H)

[Ti,j] 7→
∑
i,j

Ei,j ⊗ Ti,j.

είναι ένας ∗-ισοµορφισµός µεταξύ C*-αλγεβρών, και κατά συνέπεια είναι και ισοµετρικός.



16

Αναφορές

[1] Αριστείδης Κατάβολος, ‘Τανυστικά γινόµενα γραµµικών χώρων και χώρων Hilbert,’
eclass, 2019-20. [Online]. Available: https://eclass.uoa.gr/courses/MATH175/

[2] Ryan, Raymond, Introduction to Tensor Products of Banach Spaces. Springer-
Verlag London, Jan 2002.

[3] F. Treves, Topological vector spaces, distributions and kernels. Academic Press,
1967.

[4] A. Defant and K. Floret, Tensor Norms and Operator Ideals. North Holland, Nov
1992.

[5] J. Ringrose and R. Kadison, Fundamentals of the Theory of Operator Algebras.
Volume I: Elementary Theory, ser. Graduate Studies in Mathematics. American
Mathematical Society, July 1997.

[6] G. J. Murphy, C*-algebras and operator theory. Academic Press, 1990.


