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(παράδοση 1/11/2020)

Άσκηση 1. ΑνX είναι τοπικά συμπαγής χώροςHausdorff (θεωρείστε τον μετρικό, αν προτιμάτε) δείξτε
ότι η άλγεβρα C0(X) έχει μονάδα αν και μόνον αν ο X είναι συμπαγής.

Άσκηση 2. Αν H είναι ο χώρος Hilbert ℓ2([0, 1] X Q) (έχει ορθοκανονική βάση tδt : t P Q X [0, 1]u),
δείξτε ότι για κάθε f P C([0, 1]) η σχέση

π2(f)ξ)(t) = f(t)ξ(t) για κάθε ξ P H και t P Q X [0, 1]

ορίζει φραγμένο τελεστή π2(f) : H Ñ H και βρείτε τη νόρμα του.

Άσκηση 3. Έστω (X,µ) χώρος σ-πεπερασμένου μέτρου (θεωρείστε τον R με το μέτρο Lebesgue αν
προτιμάτε). Αν f : X Ñ C είναι μετρήσιμη συνάρτηση με την ιδιότητα:
υπάρχει σταθερά Cf ώστε }fg}2 ď Cf }g}2 για κάθε g P L2(X,µ),
τότε η f είναι ουσιωδώς φραγμένη. ¹

Άσκηση 4. Αν E είναι ο χώρος Banach (C([0, 1], }¨}8) και L : E Ñ E είναι η απεικόνιση (Lg)(t) =
tg(t) (g P E) δείξτε ότι σp(L) = H και ότι σ(L) = [0, 1].

Γενικότερα, αν f P C([0, 1] και Lf : E Ñ E είναι η απεικόνιση Lfg = fg (g P E) δείξτε ότι
σ(Lf ) = f([0, 1]) = σ(f) (όπου σ(f) το φάσμα της f στην C* άλγεβρα C([0, 1]).

Άσκηση 5. Αν H = L2([0, 1]) (μέτρο Lebesgue) καιM : H Ñ H ο τελεστής (Mg)(t) = tg(t) (g P H)
δείξτε ότι σp(M) = H και ότι σ(M) = [0, 1].

Γενικότερα, αν f P C([0, 1] και Mf : H Ñ H είναι η απεικόνιση Mfg = fg (g P H) δείξτε ότι
σ(Mf ) = f([0, 1]).
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