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Άσκηση 1. Αν ο X είναι συμπαγής, τότε η C0(X) ταυτίζεται με την
C(X) η οποία έχει μονάδα την σταθερή συνάρτηση � ≡ 1 (αφού αυτή
είναι πάντα συνεχής). Αντίστροφα, έστω ότι η C0(X) έχει μονάδα �.
´Εστω ακόμη x ∈ X και K συμπαγής γειτονιά του. Από το λήμμα του
Urysohn για τοπικά συμπαγείς χώρους Hausdorff, υπάρχει f συνεχής με
f(x) = 1 και supp(f) ⊆ K (άρα f ∈ C0(X)). Επειδή �f = f και το x ήταν
τυχόν, θα πρέπει � ≡ 1. Αλλά κάθε μη-μηδενική σταθερή συνάρτηση c
ανήκει στην C0(X) ανν ο X είναι συμπαγής (αν επιλέξουμε 0 < ε < |c|,
τότε [|c| < ε] = ∅), δηλαδή το ζητούμενο.

Άσκηση 2. Η δοθείσα σχέση είναι προφανώς γραμμική, οπότε μένει
να ελέγξουμε ότι ο τελεστής που ορίζει είναι καλά ορισμένος και συνεχής.
Παρατηρούμε ότι �π2(f)(ξ)�2 ≤ �f�∞ �ξ�2 < ∞, άρα ο π2(f) είναι καλά
ορισμένος και φραγμένος με �π2(f)� ≤ �f�∞. ´Εστω ε > 0. Ξέρουμε ότι
∃t ∈ [0, 1] : |f(t)| = �f�∞ και από συνέχεια της f , ∃q ∈ Q ∩ [0, 1] : |f(q)| ≥
�f�∞ − ε. Άρα �π2(f)(δq)�2 = |f(q)| ≥ �f�∞ − ε ⇒ �π2(f)� ≥ �f�∞ − ε.
Το ε ήταν τυχόν, άρα �π2(f)� ≥ �f�∞ και επομένως έχουμε ισότητα.

Άσκηση 3. ´Εστω ότι η f δεν είναι ουσιωδώς φραγμένη. Τότε ∀n ∈ N :
µ([|f | > n]) > 0. Επειδή το µ είναι σ-πεπερασμένο, ∀n ∈ N∃An ⊆ [|f | >
n] : 0 < µ(An) < ∞. ´Εστω gn = χAn . ´Εχουμε ∀n ∈ N : gn ∈ L2(X,µ) και
∀n ∈ N : nµ(An) ≤ �fgn�2 ≤ Cf �gn�2 = Cfµ(An) ⇒ n ≤ Cf , άτοπο, αφού
Cf σταθερά.

Άσκηση 4. ´Εχουμε (λ − t)g(t) = 0 ⇒ g([0, 1] \ {λ}) = {0} ⇒ g ≡ 0
λόγω συνέχειας, άρα σp(L) = ∅. ´Εστω τώρα f ∈ C([0, 1]) και λ ∈ C. Αν ο
λ�− Lf είναι αντιστρέψιμος, τότε είναι και επί, άρα υπάρχει g ∈ C([0, 1])
με (λ− f(t))g(t) = 1 ∀t, άρα λ− f(t) �= 0 ∀t ⇒ λ /∈ f([0, 1]) (και η λ1− f
έχει αντίστροφο στην άλγεβρα C([0, 1]) ⇒ λ ∈ σ(f)). Αντίστροφα, αν λ /∈
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f([0, 1]), εύκολα βλέπουμε ότι 1
λ1−f

= h ∈ C([0, 1]) και LfLh = LhLf = �

(και φυσικά fh = hf ≡ 1). Άρα σ(Lf ) = f([0, 1])(= σ(f)).

Άσκηση 5. Επειδή λ− t �= 0 σ.π. ∀λ, έχουμε (λ�−M)(g) = 0 ⇒ g ≡ 0
σ.π., άρα σp(M) = ∅. ´Εστω τώρα f ∈ C([0, 1]),λ ∈ f([0, 1]), t ∈ f−1({λ})
και ε > 0. Λόγω συνέχειας, υπάρχει περιοχή U του t με |λ−f(x)| < ε ∀x ∈
U . ´Εστω T : H → H με T (λ� − Mf ) = � και g = 1

ε
√

µ(U)
χU ∈ H. Τότε

�(λ1− f)g�2 ≤ 1 και �T ((λ1− f)g)�2 = �T (λ�−Mf )g�2 = �g�2 = 1
ε
.

Εφόσον το ε ήταν τυχόν, ο T δεν είναι φραγμένος, άρα ο λ� − Mf δεν
αντιστρέφεται. Αντίστροφα, αν λ /∈ f([0, 1]), όπως στην προηγούμενη
άσκηση, είναι εύκολο να δούμε ότι ο λ�−Mf είναι αντιστρέψιμος, δηλαδή
τελικά σ(Mf ) = f([0, 1]).

Ερώτηση εκτός προγράμματος (Στην άσκηση 3 μας αρκεί �fg�2 <
∞ ∀g ∈ L2(X,µ)). ´Εστω An = [n ≤ |f | < n+ 1] ∀n ∈ N. Αν η f δεν είναι
ουσιωδώς φραγμένη, τότε υπάρχει υπακολουθία (Akn)n∈N με µ(Akn) >
0. Επιλέγουμε Bkn ⊆ Akn θετικού πεπερασμένου μέτρου και ορίζουμε
g =

∞�
n=1

1

n
√

µ(Bkn )
χBkn

. Τότε έχουμε �g�2 = π√
6
< ∞ ενώ

�
|fg|2dµ =

∞�
n=1

�
Bkn

|f |2
n2µ(Bkn )

dµ ≥
∞�
n=1

�
Bkn

n2

n2µ(Bkn )
dµ =

∞�
n=1

1 = ∞.
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