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An M eÐnai �lgebra von Neumann, tìte o q¸roc (M, ‖·‖) eÐnai   mh

diaqwrÐsimoc   peperasmènhc di�stashc.

Ja deÐxoume ìti an hM perièqei �peiro pl joc k�jetwn an� dÔo mh mhdeni-
k¸n probol¸n, tìte o q¸roc (M, ‖·‖) eÐnai mh diaqwrÐsimoc, en¸ an antÐjeta
o mègistoc arijmìc k�jetwn an� dÔo mh mhdenik¸n probol¸n thc M eÐnai
n < ∞, tìte dimM≤ n2.

'Estw {Ei : i ∈ I} sÔnolo k�jetwn an� dÔo mh mhdenik¸n probol¸n
thc M. Gia k�je uposÔnolo J tou I jètoume FJ = ∨j∈JEj . H FJ eÐnai
probol  kai an kei sthn M. Parat rhse ìti an ta J,K eÐnai diaforetik�,
tìte1 ‖FJ − FK‖ ≥ 1. Pr�gmati, an epilèxw i ∈ J4K kai x 6= 0 sthn eikìna
thc probol c Ei, tìte ‖(FJ − FK)x‖ = ‖x‖. Ara ‖Fj − Fk‖ ≥ 1.

'Epetai ìti an

UJ = {T ∈M : ‖T − FJ‖ <
1
2
}

tìte h {UJ : J ⊆ I} eÐnai mia oikogèneia xènwn an� dÔo anoikt¸n sunìlwn. An
to I eÐnai �peiro, tìte h oikogèneia aut  eÐnai uperarijm simh, �ra o (M, ‖·‖)
den mporeÐ na eÐnai diaqwrÐsimoc.2

Upojètoume t¸ra ìti o mègistoc arijmìc k�jetwn an� dÔo probol¸n thc
M eÐnai n < ∞ kai ja deÐxoume ìti dimM ≤ n2. Epilègoume èna sÔnolo
{E1, . . . En} k�jetwn an� dÔo mh mhdenik¸n probol¸n. Tìte

∑n
i=1 Ei = I

giatÐ an
∑n

i=1 Ei ≡ E < I tìte to sÔnolo {E1, . . . , En, E⊥} eÐnai èna sÔnolo
n + 1 k�jetwn an� dÔo mh mhdenik¸n probol¸n thc M, se antÐjesh me thn
upìjesh gia thn megistikìthta tou n.

Gia k�je T ∈M, efìson
∑n

i=1 Ei = I èqoume

T =
n∑
i

EiT =
n∑

i,j=1

EiTEj ∈ [Mij : i, j = 1, . . . , n]

ìpou
Mij = EiMEj .

ArkeÐ loipìn na deÐxoume ìti dimMij ≤ 1 gia k�je i kai j.
Parat rhse ìti k�je Ei eÐnai �tomo, dhlad  an F ∈ M eÐnai probol 

kai F ≤ Ei, tìte   F = 0   F = Ei: pr�gmati an 0 < F < Ei tìte
antikajist¸ntac thn Ei me tic F kai Ei − F ja eÐqame èna sÔnolo n + 1
k�jetwn an� dÔo mh mhdenik¸n probol¸n thc M, �topo.

'Epetai ìti h Mii perièqei mìno mÐa mh mhdenik  probol , thn Ei. Efìson
hMii eÐnai �lgebra von Neumann (giatÐ?) kai �ra par�getai apì tic probolèc
thc, ja prèpei na eÐnai monodi�stath.

Exet�zoume t¸ra to Mij gia i 6= j. Gia k�je T ∈Mij , èqoume

T ∗T ∈ EjMEiMEj ⊆Mjj = CEj

1Sthn pragmatikìthta isqÔei isìthta, all� autì den ja mac qreiasjeÐ.
2H apìdeixh aut  deÐqnei ìti an I eÐnai �peiro sÔnolo, tìte o `∞(I) den eÐnai diaqwrÐsi-

moc. EÐnai bèbaia profanèc ìti ìtan to I eÐnai peperasmèno, tìte o `∞(I) èqei peperasmènh
di�stash.



�ra o T ∗T eÐnai pollapl�sio thc Ej kai epeid  T ∗T ≥ 0, èqoume T ∗T = a2Ej

gia k�poio a ≥ 0. M�lista ‖T‖2 = ‖T ∗T‖ = a2 �ra telik�

T ∗T = ‖T‖2Ej .

('Omoia brÐskoume ìti TT ∗ = ‖T‖2Ei.) IsqurÐzomai t¸ra ìti o TT ∗T eÐnai
pollapl�sio tou T . Pr�gmati, èqoume T = TEj kai �ra

T‖T‖2 = TEj‖T‖2 = T (T ∗T ).

Tèloc apodeiknÔoume ìti k�je dÔo T, S ∈Mij eÐnai grammik� exarthmèna. Apì
thn teleutaÐa parat rhsh, arkeÐ na deÐxoume ìti to TT ∗T eÐnai pollapl�sio
tou SS∗S kai bèbaia mporoÔme na upojèsoume ìti kai ta dÔo eÐnai mh mhdenik�.
Kai pr�gmati: afoÔ ta TT ∗ kai SS∗ an koun kai ta dÔo sthn Mii, eÐnai
grammik� exarthmèna; epÐshc afoÔ ta S∗T kai S∗S an koun kai ta dÔo sthn
Mjj , eÐnai grammik� exarthmèna. Sunep¸c èqoume

TT ∗T = (TT ∗)T = a(SS∗)T = aS(S∗T ) = acS(S∗S) = acSS∗S

gia kat�llhla a, c ∈ C. DeÐxame ìti dimMij ≤ 1 gia k�je i, j kai h apìdeixh
eÐnai pl rhc.

ShmeÐwsh O Mij eÐnai mh mhdenikìc an kai mìnon an up�rqei mia merik 
isometrÐa Eij me arqik  probol  Ej kai telik  probol  Ei.

Pr�gmati: An up�rqei tètoia merik  isometrÐa Eij tìte EijEj = Eij kai
EiEij = Eij �ra EiEijEj = Eij ∈ Mij . AntÐstrofa an up�rqei T ∈ Mij me
‖T‖ = 1, oi sqèseic T ∗T = ‖T‖2Ej = Ej kai TT ∗ = ‖T‖2Ei = Ei deÐqnoun
ìti o T eÐnai merik  isometrÐa me arqik  probol  Ej kai telik  probol  Ei.

Ta mh mhdenik� Eij eÐnai grammik� anex�rthta diìti EkEijEm 6= 0 an kai
mìnon an k = i kai j = m opìte h sqèsh

∑
ij cijEij = 0 (ìpou cij ∈ C) dÐnei

0 = Ek

∑
ij

cijEij

 Em = ckmEkEkmEm

�ra ckm = 0.
Telik� Mij = CEij , �ra k�je T ∈M gr�fetai monadik�

T =
∑

(i,j)∈A

tijEij

(ìpou A to sÔnolo twn (i, j) gia ta opoÐa Eij 6= 0) kai tij ∈ C. Dhlad 
k�je T ∈ M antistoiqeÐ me ènan n × n pÐnaka pou èqei mhdenik� stic jèseic
(i, j) /∈ A. H apeikìnish T 7→ [tij ] eÐnai *-isomorfismìc apì thn M se mÐa *-
up�lgebra thc �lgebrac Mn(C) twn n×n pin�kwn. O Eij onom�zetai “matrix
unit” kai antistoiqeÐ me ton pÐnaka pou èqei mon�da sthn jèsh (j, i) kai mhdèn
pantoÔ alloÔ.


