
Ασκησεις Ι

3 Απριλιου 2025

Άσκηση 1. Καθε χωρος με νορμα «ειναι» χωρος συναρτησεων:
Αν (𝐸,‖ ⋅ ‖) ειναι χωρος με νορμα, δειξτε οτι υπαρχει συνολο Γ και γραμμικη ισομετρια 𝜙 ∶ 𝐸 → ℓ∞

Γ .

Άσκηση 2. Για τον𝐸 = ℓ1
𝑛(ℝ) βρειτε καταλληλη γραμμικη ισομετρικη εμφυτευση 𝜙 ∶ 𝐸 → ℓ∞

Γ . Επιλεξτε οσο πιο «μικρο»
Γ μπορειτε.
Ιδια ερωτηση για τον 𝐸 = ℓ1

𝑛(ℂ). Συγκρινετε τα συνολα Γ στις δυο περιπτωσεις.

Άσκηση 3. Δειξτε οτι καθε 𝑛 × 𝑛 πινακας [𝑎𝑖𝑗] τελεστων 𝑎𝑖𝑗 ∈ ℬ(𝐻) οριζει φραγμενο (Ασκηση) τελεστη 𝐴 στον 𝐻𝑛

(οπου 𝐻𝑛 = 𝐻 ⊕𝐻 ⊕⋯⊕𝐻) μεσω πολλ/σμου πινακων:
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⎥
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Αντιστροφα καθε 𝐴 ∈ ℬ(𝐻𝑛)) επαγει εναν 𝑛×𝑛 πινακα [𝑎𝑖𝑗] τελεστων 𝑎𝑖𝑗 ∈ ℬ(𝐻) (Ασκηση).
Η απεικονιση 𝑀𝑛(ℬ(𝐻)) → ℬ(𝐻𝑛)) ∶ [𝑎𝑖𝑗] ↦ 𝐴 που ορισαμε ειναι ισομορφισμος *-αλγεβρων (Ασκηση).

Άσκηση 4. Δειξτε οτι ο (ℓ1
2, ‖⋅‖1) με πραξεις και ενελιξη κατα συντεταγμενη ειναι αλγεβρα Banach, αλλα δεν ειναι C*

αλγεβρα.

Άσκηση 5. Δειξτε οτι στην αλγεβρα𝒜 = 𝑀2(ℂ) το συνολοℳ(𝒜) των χαρακτηρων ειναι κενο: ισοδυναμα, δεν υπαρχουν
γνησια μη μηδενικα αμφιπλευρα ιδεωδη.

Άσκηση 6. Στην C*-αλγεβρα 𝒜 = 𝑀2(ℂ) θεωρουμε για καθε 𝑡 ≥ 0 το στοιχειο 𝑎𝑡 ∶= [1 𝑡
0 1 ].

Να υπολογισετε το φασμα 𝜎(𝑎𝑡), τη φασματικη ακτινα 𝜌(𝑎𝑡)και τη νορμα ‖𝑎𝑡‖ του 𝑎𝑡.

Άσκηση 7. Αν 𝒜,ℬ ειναι 𝐶∗ -αλγεβρες και η ℬ εχει μοναδα 1𝐵, δειξτε οτι καθε *-μορφισμος 𝜙 ∶ 𝒜 → ℬ επεκτεινεται
μοναδικα σε *-μορφισμο 𝜙1 ∶ 𝒜1 → ℬ με 𝜙1((0,1)) = 1𝐵.

Άσκηση 8. Δειξτε οτι ο χώρος των χαρακτήρων της μεταθετικης C* αλγεβρας 𝑐𝑜(ℕ) δεν είναι συμπαγής.

Άσκηση 9. (Εχει γινει) Αν Κ και Λ ειναι συμπαγεις Τ2 χωροι και 𝜎 ∶ Κ → Λ ειναι συνεχης συναρτηση, να δειχθει οτι
(α) Η απεικονιση 𝛼 ∶ 𝐶(Λ) → 𝐶(Κ) ∶ 𝑓 ↦ 𝑓 ∘ 𝜎 ειναι *-μορφισμος (διατηρει αθροισμα, γινομενο και μιγ. συζυγη) και
ειναι συνεχης, μαλιστα δεν μεγαλωνει τις νορμες
(β) Η 𝜎 ειναι επι αν-ν η 𝛼 ειναι 1-1, μαλιστα ισομετρια
(γ) Η 𝜎 ειναι 1-1 αν-ν η 𝛼 ειναι επι.
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Άσκηση 10. (Εχει γινει) Δειξτε οτι αν μια μεταθετικη C* αλγεβρα Α ειναι (αλγεβρικα) *-ισομορφικη με την 𝐶(𝐾), για
καποιον συμπαγη Hausdorff χωρο Κ, τοτε ο Κ ειναι ομοιομορφικος με τον χωρο των χαρακτηρων της Α (με την ασθενη-*
τοπολογια).

Άσκηση 11. Δυο διαφορετικες (δηλ. μη ισομορφες) μεταθετικες αλγεβρες Banach με μοναδα μπορει να εχουν το ιδιο
συνολο χαρακτηρων. Παραδειγμα: η (ℓ1(ℤ),∗) και η (𝐶(𝕋), ⋅) (εξηγειστε γιατι).
Aυτο δεν μπορει να συμβει οταν και οι δυο ειναι μεταθετικες 𝐶∗-αλγεβρες (εξηγειστε γιατι).

Άσκηση 12. Έστω𝒜 μια C* άλγεβρα χωρίς μονάδα,𝒜∼ = 𝒜⊕ℂ η μοναδοποίηση της𝒜 και 𝑎 ∈ 𝒜 φυσιολογικό. Για κάθε
𝑓 ∈ 𝐶(𝜎(𝑎)), από τον συναρτησιακό λογισμό ορίζεται το 𝑓(𝑎) ∈ 𝒜∼. Δειξτε οτι τo 𝑓(𝑎) ανήκει στην 𝒜 (ακριβέστερα,
στην εικόνα της 𝒜 μέσα στην 𝒜∼) αν-ν η συνάρτηση 𝑓 μηδενίζεται στο 0 ∈ 𝜎(𝑎).

Άσκηση 13. (α) Δείξτε ότι ένας μιγαδικός 𝑛 × 𝑛 πίνακας 𝑇 είναι θετικό στοιχείο στην C* άλγεβρα 𝑀𝑛(ℂ) αν- ν ο 𝑇
διαγωνοποιείται και έχει μη αρνητικές ιδιοτιμές, ισοδύναμα ανν είναι θετικά ημιορισμένος, δηλ. (𝑇 𝜉,𝜉) ≥ 0 για κάθε
𝜉 ∈ ℂ𝑛.

(β) (Προαιρετικα) Στην C* άλγεβρα ℬ(𝐻), δείξτε ότι ένα στοιχειο 𝑇 είναι θετικό αν-ν (𝑇 𝜉,𝜉) ≥ 0 για κάθε 𝜉 ∈ 𝐻 .

Άσκηση 14. Θεωρουμε την C* άλγεβρα 𝐶([0,1]). Aν 𝜇 ειναι ενα κανονικο μετρο Borel στον [0,1], οριζουμε 𝜋𝜇(𝑓) ∈
ℬ(𝐿2([0,1],𝜇))) από τη σχέση 𝜋𝜇(𝑓) = 𝑀𝑓 δηλ. (𝜋𝜇(𝑓)𝜉)(𝑡) = 𝑓(𝑡)𝜉(𝑡) για κάθε 𝜉 ∈ 𝐿2([0,1],𝜇)) και (𝜇-σχεδόν)
κάθε 𝑡 ∈ [0,1].
Δειξτε οτι η 𝜋𝜇 ειναι πιστη (δηλ. 1-1) αναπρασταση της 𝐶([0,1]) αν-ν ο φορεας του μέτρου ειναι ολοκληρο το [0,1],
δηλαδη αν-ν 𝜇(𝑈) > 0 για καθε ανοικτο μη κενο συνολο 𝑈 ⊆ [0,1]].

Άσκηση 15. Έστω 𝒜 ⊆ ℬ(𝐻) C* άλγεβρα ώστε 𝐼𝐻 ∈ 𝒜 και 𝜉 ∈ 𝐻 μοναδιαίο διάνυσμα. Θεωρούμε την κατάσταση
𝜙(𝐴) ∶= (𝐴𝜉,𝜉) , 𝐴 ∈ 𝒜. Δειξτε οτι η αναπαράσταση GNS (𝜋𝜙,ℋ𝜙, 𝜉𝜙) είναι unitarily ισοδύναμη με την𝐴 → 𝐴|𝐾, 𝐴 ∈
𝒜 όπου 𝐾 ∶= span{𝐴𝜉 ∶ 𝐴 ∈ 𝒜}.
Μαλιστα μπορώ να επιλεξω τον unitary ωστε 𝑈𝜉𝜙 = 𝜉.

Ευθέα αθροίσματα: χώρων Hilbert
Αν {𝐻𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼} χώρoι Hilbert,

Ορισμός 16. Το ευθύ άθροισμα χώρων Hilbert𝐻 ∶= ⨁𝑖∈𝐼 𝐻𝑖 είναι το σύνολο όλων των συναρτήσεων 𝜉 = (𝜉𝑖) με 𝜉𝑖 ∈ 𝐻𝑖
για κάθε 𝑖 ∈ 𝐼 και

‖𝜉‖𝐻 ∶= sup
⎧{
⎨{⎩

(∑
𝑖∈𝐽

‖𝜉𝑖‖
2
𝐻𝑖

)
1/2

∶ 𝐽 ⊆ 𝐼 πεπερασμένο
⎫}
⎬}⎭

< ∞.

Άσκηση 17. Να αποδειξετε τα ακολουθα: Ο (𝐻,‖⋅‖𝐻) είναι πλήρης χώρος. Κάθε 𝜉 ∈ 𝐻 έχει αριθμήσιμο φορέα 𝐽𝜉 ∶=
{𝑗 ∈ 𝐼 ∶ 𝜉𝑗 ≠ 0}. Oρίζεται το εσωτερικό γινόμενο

(𝜉,𝜂)𝐻 = ∑
𝑖∈𝐽𝜉

(𝜉𝑖,𝜂𝑖)𝐻𝑖

που επάγει τη νόρμα ‖⋅‖𝐻 . Tο αλγεβρικό ευθύ άθροισμα

𝐻0 ∶= {(𝑥𝑖)𝑖∈𝐼 ∶ 𝑥𝑖 ∈ 𝐻𝑖 και 𝑥𝑖 = 0 πλην πεπερασμένου πλήθους 𝑖 ∈ 𝐼}

είναι ισομετρικό με έναν πυκνό υπόχωρο του 𝐻 .
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Ευθέα αθροίσματα: Τελεστών
Αν δοθεί 𝑇𝑖 ∈ ℬ(𝐻𝑖) για κάθε 𝑖 ∈ 𝐼 , να ορίσουμε τελεστή ⨁𝑖 𝑇𝑖 ∈ ℬ(⨁𝐻𝑖). Ορίζουμε πρώτα

𝑇0 ∶ 𝐻0 → 𝐻0 ∶ (𝑥𝑖) → (𝑇𝑖𝑥𝑖) .

Είναι καλά ορισμένη απεικόνιση (γιατί supp(𝑇𝑖𝑥𝑖) ⊆ supp(𝑥𝑖)) και γραμμική, αλλά δεν επεκτείνεται πάντα στον 𝐻 .

Άσκηση 18. Μια οικογένεια (𝑇𝑖) με 𝑇𝑖 ∈ ℬ(𝐻𝑖) ορίζει φραγμένο τελεστή ⨁𝑖 𝑇𝑖 ∈ ℬ(⨁𝐻𝑖) που επεκτείνει τον 𝑇0 αν
και μόνον αν sup{∥𝑇𝑗∥ℬ(𝐻𝑗) ∶ 𝑗 ∈ 𝐼} < ∞. Μάλιστα

∥⨁
𝑖

𝑇𝑖∥
ℬ(𝐻)

= sup{∥𝑇𝑗∥ℬ(𝐻𝑗) ∶ 𝑗 ∈ 𝐼}.

Άσκηση 19. Εστω 𝒜 μια C* άλγεβρα με μονάδα.
(α) Αν η (𝒜,‖⋅‖) είναι διαχωρίσιμη, τότε για κάθε 𝜙 ∈ 𝒮(𝒜) ο χώρος Hilbert (𝐻𝜙, ‖⋅‖𝜙) είναι διαχωρίσιμος.
(β) Αν η 𝒜 είναι διαχωρίσιμη, τότε δέχεται πιστή αναπαράσταση σε διαχωρίσιμο χώρο Hilbert.
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