
Ασκηση για την κατασκευη GNS

Άσκηση 1. Έστω𝒜 ⊆ ℬ(H)C* άλγεβρα ώστε IH ∈ 𝒜 και ξ ∈ H μοναδιαίο διάνυσμα. Θεωρούμε
την κατάσταση ϕ(A) ∶= ⟨Aξ, ξ⟩, A ∈ 𝒜. Δειξτε οτι η αναπαράσταση GNS (πϕ,ℋϕ, ξϕ) είναι
unitarily ισοδύναμη με την A → A|K, A ∈ 𝒜 όπου K ∶= span{Aξ ∶ A ∈ 𝒜}.
Μαλιστα μπορώ να επιλεξω τον unitary ωστε Uξϕ = ξ.

Παρατηρησεις
• O χωρος K ειναι αναλλοιωτος απο τη δραση της 𝒜, γιατι για καθε B ∈ 𝒜 εχουμε BAξ ∈ K
για καθε A ∈ 𝒜 και συνεπως, αφου K ∶= {Aξ ∶ A ∈ 𝒜} (σωστα;) και ο B ειναι φραγμενος,
B(K) ⊆ K.
Συνεπως, για καθε A ∈ 𝒜 εχουμε A|K ∶ K → K, δηλαδη A|K ∈ ℬ(K).
• Oριζεται λοιπον η απεικονιση π ∶ 𝒜 → ℬ(K) ∶ A ↦ A|K. Ειναι αμεσο οτι η π ειναι μορφισμος
αλγεβρων.
• Για καθε A ∈ 𝒜, ισχυει οτι π(A)∗ = π(A∗).
Σχολιο. Χρειαζεται αποδειξη, οτι ο συζυγης του περιορισμου ειναι ο περιορισμος του συζυ-
γους; Ας σκεφτουμε την περιπτωση ο A να ηταν ο bilateral shift en ↦ en+1 στον ℓ2(ℤ) και ο
K να ηταν ο ℓ2(ℤ+)... Και μετα απο 30” σκεψη, παμε παρακατω.

Απόδειξη. Εστω x ∈ K, να δειξουμε οτι π(A)∗x = π(A∗)x, δηλαδη οτι π(A)∗x = A∗x. Παρα-
τηρουμε οτι, αφου A∗ ∈ 𝒜 και x ∈ K, εχουμε A∗x ∈ K (δειτε τωρα ξανα το παραδειγμα!).
Συνεπως, για να δειξουμε οτι π(A)∗x − A∗x = 0, αρκει να δειξουμε οτι ⟨π(A)∗x − A∗x, y⟩ = 0
για καθε y ∈ K. Πραγματι, εχουμε

⟨π(A)∗x, y⟩ = ⟨x,π(A)y⟩ = ⟨x,Ay⟩ = ⟨A∗x, y⟩
οπως θελαμε.

• Κατα συνεπεια η π ∶ 𝒜 → ℬ(K) ειναι πραγματι *-αναπαρασταση της 𝒜. Και απο τον ορισμο
του χωρου K, το ξ ειναι κυκλικο διανυσμα για την π.
• Επεται τωρα απο τον ορισμο ϕ(A) ∶= ⟨Aξ, ξ⟩ (A ∈ 𝒜) της ϕ οτι η τριαδα (π,K, ξ) ειναι μια
τριαδα GNS για την ϕ, οπως και η (πϕ,ℋϕ, ξϕ). Απο την μοναδικοτητα της κατασκευης GNS
(που εχουμε αποδειξει) προκυπτει οτι οι δυο αναπαραστασεις ειναι unitarily ισοδυναμες,
μεσω της απεικονισης

U ∶ ℋϕ → K
που ικανοποιει πϕ(A)ξϕ ↦ π(A)ξ = Aξ

για καθε A ∈ 𝒜.
• Εκ των υστερων, μηπως η εκφωνηση της Ασκησης επρεπε να ειναι:
Άσκηση 2. Έστω𝒜 ⊆ ℬ(H)C* άλγεβρα ώστε IH ∈ 𝒜 και ξ ∈ H μοναδιαίο διάνυσμα. Θεωρούμε
την κατάσταση ϕ(A) ∶= ⟨Aξ, ξ⟩, A ∈ 𝒜. Δειξτε οτι η απεικονιση A → A|K, A ∈ 𝒜, όπου
K ∶= span{Aξ ∶ A ∈ 𝒜} ειναι αναπαρασταση της 𝒜, και οτι είναι unitarily ισοδύναμη με την
GNS αναπαράσταση (πϕ,ℋϕ, ξϕ) .
Μαλιστα μπορώ να επιλεξω τον unitary ωστε Uξϕ = ξ.


