
Ο Συναρτησιακός Λογισμός για συνεχείς συναρτήσεις

Έστω 1 A μια C* άλγεβρα με μονάδα, όχι κατ’ αναγκη μεταθετική (πχ. A = B(H)).
Σταθεροποιούμε ένα a P A.

Aν p είναι ένα πολυώνυμο, p(t) =
řn

k=0 ckt
k (ck P C), θέτουμε p(a) =

řn
k=0 cka

k (όπου a0 = 1).

Στόχος: να επεκτείνουμε την απεικόνιση p ÞÑ p(a) σε ευρύτερες κλάσεις συναρτήσεων.

Παρατήρηση. Η απεικόνιση ωπ
a : p ÞÑ p(a) διατηρεί το άθροισμα + και το γινόμενο ¨.

Η C˚ άλγεβρα που παραγεται απο ενα στοιχειο Έστω A μια C˚ άλγεβρα με μονάδα 1 και a P A.
Συμβολιζουμε C˚(1, a) είναι η C˚-υπάλγεβρα της A που παράγεται από το a και την 1. Προκειται για την
μικροτερη C*-υπαλγεβρα τηςA που περιεχει το a και την 1, δηλαδη ειναι η τομη ολων των C*-υπαλγεβρων
της A που περιεχουν το a και την 1.

Παρατήρηση 1. Η C˚(1, a) είναι μεταθετικη αν και μονο αν το a ειναι φυσιολογικο, δηλ. a˚a = aa˚. Τοτε

C˚(1, a) = spantana˚m : n,m P Z+u = tp(a, a˚) : p πολυωνυμο δυο μεταβλητωνu

(δηλ. p(s, t) =
řN

n,m=0 λn,msntm, λn,m P C).

Η αποδειξη ειναι απλη εφαρμογη των ορισμων:
Αν η C˚(1, a) ειναι μεταθετικη, τοτε βεβαιως τα a και a˚ μετατιθενται, δηλαδη το a ειναι φυσιολογικο.

Αν αντιστροφα τα a και a˚ μετατιθενται, τοτε μετατιθενται και οι δυναμεις τους, an και a˚m για n,m P Z+,
οποτε η γραμμικη θηκη των γινομενων tana˚m : n,m P Z+u, που δεν ειναι αλλη απο το συνολο των
πολυωνυμων ως προς a και a˚, ειναι αλγεβρα, μαλιστα μεταθετικη, αυτοσυζυγης, και βεβαιως περιεχει τα
a και a˚. Επομενως η κλειστη της θηκη ειναι μεταθετικη C˚ άλγεβρα, περιεχει τα a και a˚, και προφανως
περιεχεται σε καθε C*-υπαλγεβρα της A που περιεχει το a και την 1. Ειναι δηλαδη η C˚(1, a).

Παράδειγμα 2. Εστω K Ď R συμπαγες και A = C(K). Τοτε η μοναδιαια C*-υπαλγεβρα της A που παρα-
γεται απ το στοιχειο f0(t) = t (t P K) είναι η ιδια η A.

Απόδειξη. Η C˚(1, f0) Ď C(K) ειναι η αλγεβρα των πολυωνυμικων συναρτησεων p : K Ñ C. Συνεπως
απο το ΘεωρημαWeierstrass (!) 2 καθε καθε συνεχης συναρτηση στοK προσεγγιζεται, ομοιομορφα στοK,
απο πολυωνυμα

Παράδειγμα 3. Εστω K Ď C συμπαγες και A = C(K). Τοτε η μοναδιαια C*-υπαλγεβρα της A που παρα-
γεται απ το στοιχειο f0(z) = z (z P K) είναι η ιδια η A.

Απόδειξη. Η C˚(1, f0) Ď C(K) ειναι αλγεβρα, περιεχει το συζυγες καθε στοιχειου της (ειναι *-αλγεβρα),
περιεχει τις σταθερες συναρτησεις (αφου περιεχει την 1) και χωριζει τα σημεια τουK, μαλιστα η συναρτηση
f0 απο μονη της τα χωριζει: αν z ‰ w, τοτε f0(z) ‰ f0(w).

Δηλαδη η C˚(1, f0) ικανοποιει τις υποθεσεις του Θεωρηματος Stone - Weierstrass (!). Συνεπως ειναι πυκνη
στην C(K). Αφου ομως ειναι κλειστη εξ υποθεσεως, ισουται με την C(K).

1funcal25met. Ευχαριστιες στον Δ.Ε. για την προσεγγιση στην αποδειξη του Θεωρηματος.
2ΤοK περιεχεται σε καποιο συμπαγες διαστημα [a, b], και καθε συνεχης συναρτηση στοK επεκτεινεται (με την ιδια νορμα) σε

συνεχη συναρτηση ορισμενη στο [a, b], η οποια προσεγγιζεται, ομοιομορφα στο [a, b], απο πολυωνυμα.



Θεώρημα 4 (Συναρτησιακός λογισμός). Έστω A μια C˚ άλγεβρα με μονάδα 1 και a P A.
Υπάρχει *-μορφισμός

ωc
a : C(σ(a)) Ñ A

με ωc
a(1) = 1 και ωc

a(id) = a αν και μόνον αν a˚a = aa˚. Η απεικόνιση ωc
a (αν υπάρχει) είναι μοναδική και

ισομετρική, και το πεδίο τιμών της είναι ακριβώς η C˚-υπάλγεβρα C˚(1, a) της A που παράγεται από το a
και την 1.

Συμβολισμός: Αν f P C(σ(a)), γράφουμε συνήθως f(a) αντί για ωc
a(f).

Ορισμός 1. Έστω a P A φυσιολογικό. Η απεικόνιση

ωc
a : C(σ(a)) Ñ A : f ÞÑ f(a)

ονομάζεται συναρτησιακός λογισμός για συνεχείς συναρτήσεις (continuous functional calculus).

Αποδειξη του Θεωρηματος (α) Η συνθήκη a˚a = aa˚ είναι αναγκαία για την ύπαρξη του ωc
a. Πράγματι,

αν fo : σ(a) Ñ C είναι η συνάρτηση fo(z) = id(z) = z, τότε ωc
a(fo) = a από την υπόθεση. Επομένως

a˚ = (ωc
a(fo))

˚ = ωc
a(f

˚
o ) αφού η ωc

a είναι *-μορφισμός. Αλλά οι συναρτήσεις fo και f˚
o μετατίθενται,

συνεπώς και οι εικόνες τους a και a˚ πρέπει να μετατίθενται.

(β) Υπαρξη Υποθέτουμε τώρα ότι η συνθήκη a˚a = aa˚ ικανοποιείται. Τοτε, οπως ειδαμε, η C := C˚(1, a)
ειναι μεταθετικη C* αλγεβρα με μοναδα, συνεπως ειναι ισομορφη, ως C* αλγεβρα, με μια αλγεβρα της
μορφης C(K), 3 μεσω του μετασχηματισμου Gelfand

G : x ÞÑ x̂ : C Ñ C(K) .

Δηλαδη η εικονα â του a ειναι μια συνεχης συναρτηση στο K, και σ(â) = σ(a). 4 Παρατηρουμε οτι η
απεικονιση

C(σ(a)) Ñ C(K) : f ÞÑ f ˝ â .

ειναι *-μορφισμος. Εφοσον ο μετασχηματισμος Gelfand C Ñ C(K) ειναι 1-1 και επι, υπαρχει μοναδικο
b P C ωστε b̂ = f ˝ â. Αυτο το b ονομαζουμε f(a), και παρατηρουμε οτι η απεικονιση

ωc
a : C(σ(a)) Ñ C(K) Ñ C Ď A : f ÞÑ f ˝ â ÞÑ f(a)

ειναι ισομετρικος *-μορφισμος της C(σ(a)) επι την C, ως συνθεση ισομετρικων *-μορφισμων.

Μένει να ελεγχθεί ότι η ωc
a επεκτείνει τον συναρτησιακό λογισμό για πολυώνυμα. Αρκεί γι’αυτό να ελέγ-

ξουμε ότι ωc
a(1) = 1 και ότι ωc

a(fo) = a. Πραγματι, απο τον ορισμο της ωc
a εχουμε

1 ÞÑ 1 ˝ â = 1 ÞÑ 1 και f0 ÞÑ f0 ˝ â = â ÞÑ a .

(γ) (Μοναδικότητα) Έστω Φ : C(σ(a)) Ñ A *-μορφισμός με Φ(1) = 1 και Φ(fo) = a. Επειδή οι C(σ(a))
και A είναι C˚ άλγεβρες με μονάδα, και ο Φ είναι *-μορφισμός, έπεται (όπως έχουμε δείξει) ότι ο Φ είναι
συνεχής. Έχουμε όμως, για κάθε n,m = 0, 1, . . .,

Φ(fn
o f

˚m
o ) = Φ(fo)

nΦ(fo)
˚m = ana˚m = ωc

a(fo)
nωc

a(fo)
˚m = ωc

a(f
n
o f

˚m
o ) .

3μαλισταK » M(C)
4Οπως εχουμε δειξει, για καθε y P C εχουμε σC(y) = σA(y) οποτε γραφουμε απλως σ(y).
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Επομένως οι Φ και ωc
a ταυτίζονται στην γραμμική θήκη του συνόλου tfn

o f
˚m
o : n,m = 0, 1, . . .u. Αφου

ειναι συνεχεις, ταυτιζονται και στην κλειστη γραμμικη θηκη αυτου του συνολου, δηλαδη στην μοναδιαια C*
αλγεβρα που παραγεται απο την fo. Ομως, οπως ειδαμε στο Παραδειγμα 3, η αλγεβρα αυτη ειναι ηC(σ(a)).

l

Πόρισμα 5. Έστω A μια C* άλγεβρα με μονάδα και a P A φυσιολογικό. Το σύνολο

tf(a) : f P C(σ(a))u

είναι μεταθετική C* άλγεβρα με μονάδα. Είναι η μικρότερη κλειστή υπάλγεβρα τηςA που περιέχει την μονάδα
και το a και συμβολίζεται C˚(1, a). Κάθε στοιχείο της είναι όριο πολυωνύμων των a και a˚.

Απόδειξη. Το σύνολο tf(a) : f P C(σ(a))u είναι ακριβως η εικονα, μεσω του συναρτησιακου λογισμου
ωc
a, της μεταθετικης C* αλγεβρας C(σ(a)). Οπως δειξαμε στο θεωρημα, η αλγεβρα αυτη ειναι η C˚(1, a),

η οποια περιγραφεται στην Παρατηρηση 1.

Αν f P C(σ(a)) και (pn) μια οποιαδηποτε ακολουθια πολυωνυμων ως προς z και z̄ που προσεγγιζει την f
ομοιομορφα στο συμπαγες σ(a) Ď C, τοτε }f(a) ´ pn(a, a

˚)}A Ñ 0.

Θεώρημα 6 (φασματικής απεικόνισης). Έστω A μια C˚-άλγεβρα με μονάδα. Αν a P A φυσιολογικό και
f P C(σ(a)) τότε

σ(f(a)) = f(σ(a))

δηλαδή σ(f(a)) = tf(z) : z P σ(a)u.

Απόδειξη. Αφου ο μετασχηματισμος Gelfand ειναι ισομορφισμος, διατηρει το φασμα. Συνεπως σ(f(a)) =
σ(zf(a)). Ομως οπως ειδαμε στην αποδειξη του θεωρηματος, εχουμε zf(a) = b̂ = f ˝ â. Αλλα f ˝ â P C(K),
αρα σ(f ˝ â) = (f ˝ â)(K) = f(â(K)) και ξερουμε οτι â(K) = σ(a). Τελικως λοιπον

σ(f(a)) = σ(zf(a)) = σ(f ˝ â) = (f ˝ â)(K) = f(â(K)) = f(σ(a)) .

Παρατήρηση 7. Έστω A μια C* άλγεβρα χωρίς μονάδα και a P A φυσιολογικό. Για κάθε f P C(σ(a)),
από τον συναρτησιακό λογισμό ορίζεται το f(a) P A„ (όπου A„ = A ‘ C η μοναδοποίηση της A). To f(a)
ανήκει στηνA (ακριβέστερα, στην εικόνα τηςA μέσα στηνA„) αν-ν η συνάρτηση f μηδενίζεται στο 0 P σ(a).

Η απόδειξη αφήνεται ως Άσκηση.
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