
Θετικές γραμμικές μορφές σε C* αλγεβρες

Ορισμός 1. Μια γραμμική ϕ ∶ 𝒜 → ℂ σε μια C* άλγεβρα 𝒜 λέγεται θετική αν ϕ(a) ≥ 0 για
κάθε a ∈ 𝒜+. Λέγεται κατάσταση (state) αν ‖ϕ‖ = 1. Λέγεται πιστή (faithful) αν ϕ(a∗a) > 0 για
κάθε a ≠ 0.

Πρόταση 1. Αν ϕ είναι θετική γραμμική μορφή τότε ϕ(x∗) = ϕ(x) για κάθε x ∈ 𝒜. Η απει-
κόνιση ⟨⋅, ⋅⟩ ∶ 𝒜 × 𝒜 → ℂ ∶ ⟨a, b⟩ = ϕ(b∗a) είναι ημι-εσωτερικό γινόμενο, και είναι εσωτερικό
γινόμενο αν-ν η ϕ είναι πιστή. Ισχύει η ανισότητα

|ϕ(b∗a)|2 ≤ ϕ(a∗a)ϕ(b∗b) για κάθε a, b ∈ 𝒜.

Παρατήρηση Έπεται ότι αν a ∈ 𝒜 τότε

ϕ(a∗a) = 0 ⟺ ϕ(b∗a) = 0 για κάθε b ∈ 𝒜.

Απόδειξη. (i) Δειχνουμε πρωτα οτι a = a∗ ∈ 𝒜 ⇒ ϕ(a) ∈ ℝ: Πραγματι, το a γραφεται ως
διαφορα δυο θετικων στοιχειων, a = b − c οπου b, c ∈ 𝒜, οποτε ο ϕ(a) = ϕ(b) − ϕ(c) ειναι
πραγματικος αφου οι ϕ(b) και ϕ(c) ειναι μη αρνητικοι.
Τωρα, καθε x ∈ 𝒜 γραφεται x = x1 + ix2 οπου τα x1 και x2 ειναι αυτοσυζυγη, επομενως

ϕ(x∗) = ϕ(x1 − ix2) = ϕ(x1) − iϕ(x2)
= ϕ(x1) + iϕ(x2) αφου ϕ(xk) ∈ ℝ
= ϕ(x) .

(ii) Ειναι φανερο οτι η απεικονιση

⟨⋅, b⟩ ∶ 𝒜 → ℂ ∶ a ↦ ⟨a, b⟩ = ϕ(b∗a)

ειναι γραμμικη για καθε b ∈ 𝒜 και οτι η απεικονιση

⟨a, ⋅⟩ ∶ 𝒜 → ℂ ∶ b ↦ ⟨a, b⟩ = ϕ(b∗a)

ειναι αντιγραμμικη για καθε a ∈ 𝒜.
Επισης, για καθε (a, b) ∈ 𝒜 × 𝒜 εχουμε, απο τη σχεση ϕ(x∗) = ϕ(x),

⟨a, b⟩ = ϕ(b∗a) = ϕ(a∗b) = ⟨b, a⟩

και
⟨a, a⟩ = ϕ(a∗a) ≥ 0 .

Επομενως πραγματι το ⟨⋅, ⋅⟩ ειναι ημιεσωτερικο γινομενο. Ειναι εσωτερικο γινομενο αν-ν η
σχεση ⟨a, a⟩ = 0, δηλαδη η ϕ(a∗a) = 0, αληθευει μονο οταν a = 0, δηλ. αν-ν η ϕ ειναι πιστη.

(iii) Για καθε ημιεσωτερικο γινομενο ισχυει, οπως ειναι γνωστο, η ανισοτητα Cauchy-Schwarz

|⟨a, b⟩|2 ≤ ⟨a, a⟩⟨b, b⟩



επομενως στην περιπτωση μας εχουμε

|ϕ(b∗a)|2 ≤ ϕ(a∗a)ϕ(b∗b) για κάθε a, b ∈ 𝒜.

¹ Τελος, απο την ανισοτητα αυτη εχουμε την συνεπαγωγη

ϕ(a∗a) = 0 ⇒ ϕ(b∗a) = 0 για κάθε b ∈ 𝒜

και η αντιστροφη ειναι βεβαια προφανης.

Πρόταση 2. Κάθε θετική γραμμική μορφή είναι συνεχής. Όταν η 𝒜 έχει μονάδα και η ϕ είναι
θετική, ‖ϕ‖ = ϕ(1).

Απόδειξη. Oταν 1 ∈ 𝒜 : Για καθε a ∈ 𝒜 εχουμε 0 ≤ a∗a ≤ ‖a∗a‖1 = ‖a‖2 1, αρα 0 ≤ ϕ(a∗a) ≤
‖a‖2 ϕ(1). Αλλα |ϕ(a)|2 = |ϕ(1∗a)|2 ≤ ϕ(a∗a)ϕ(1∗1), αρα |ϕ(a)|2 ≤ ‖a‖2 ϕ(1)2 πραγμα που δειχνει
οτι η ϕ ειναι φραγμενη με ‖ϕ‖ ≤ ϕ(1), αλλα ϕ(1) ≤ ‖ϕ‖‖1‖ = ‖ϕ‖, οποτε ισχευει ισοτητα.

Για τη γενικη περιπτωση: Δειχνουμε πρωτα οτι η ϕ ειναι συνεχης στον θετικο κωνο 𝒜+.
Αν οχι, υπαρχει μια ακολουθια (an) θετικων στοιχειων νορμας 1 στην 𝒜 ωστε ϕ(an) ≥ 2n για
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Αν τωρα (bn) ειναι μια ακολουθια αυτοσυζυγων στοιχειων στην 𝒜 και ‖bn‖ → 0, τοτε εχουμε
‖b+n ‖ ≤ ‖bn‖ απο τον συναρτησιακο λογισμο (αφου το θετικο μερος f+ μιας συνεχους πραγμα-
τικης συναρτησης f ικανοποιει ‖f+‖∞ ≤ ‖f‖∞) ² και ομοιως για το αρνητικο μερος, επομενως
ϕ(bn) = ϕ(b+n ) − ϕ(b−n ) → 0.
Δειξαμε οτι η ϕ ειναι συνεχης στον χωρο των αυτοσυζυγων στοιχειων της 𝒜. Αφου καθε a ∈ 𝒜
ειναι γραμμικος συνδυασμος δυο αυτοσυζυγων στοιχειων, επεται οτι η ϕ ειναι συνεχης στην
𝒜.

Παραδείγματα 3. (Καταστασεις)

1. Στην ℬ(H),

(αʹ) η ϕ(T) = ⟨Tξ, ξ⟩ (όπου ξ ∈ H νόρμας 1)

(βʹ) η ψ(T) = ∑i λi⟨Tξi, ξi⟩ όπου ‖ξi‖ = 1, λi ≥ 0 και ∑λi = 1.

¹Εχουμε ϕ((λa+ b)∗(λa+ b)) ≥ 0 για καθε a, b ∈ 𝒜 και καθε λ ∈ ℂ. Θετοντας λ = tϕ(a∗b) οπου t ∈ ℝ επεται
οτι t2|ϕ(b∗a)|2ϕ(a∗a) + 2t|ϕ(b∗a)|2 + ϕ(b∗b) ≥ 0 για καθε t ∈ ℝ, οποτε |ϕ(b∗a)|4 ≤ |ϕ(b∗a)|2ϕ(a∗a)ϕ(b∗b).

²ή απο τον τυπο 2b+n = |bn| + bn
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2. Στην C(K),
(αʹ) η ϕ(f) = f(t0) όπου t0 ∈ K

(βʹ) η ψ(f) = ∫ fdμ όπου μ μέτρο πιθανότητας.

3. Σε μια C* άλγεβρα 𝒜, αν π ∶ 𝒜 → ℬ(H) είναι μια αναπαράσταση και ξ ∈ H νόρμας 1, η
ϕ(a) = ⟨π(a)ξ, ξ⟩.

Αντίστροφο του τελευταιου ειναι η κατασκευη GNS, που θα δουμε στο επομενο:
Κάθε κατάσταση σε μια C* άλγεβρα ορίζει μια αναπαράσταση.

Πρόταση 4. Εστω 𝒜 μια C* άλγεβρα με μοναδα 1. Μια γραμμικη μορφη ϕ ∶ 𝒜 → ℂ ειναι
θετικη αν-ν ϕ(1) = ‖ϕ‖.

Απόδειξη. Εχουμε ηδη δειξει οτι αν η ϕ ειναι θετικη, τοτε ϕ(1) = ‖ϕ‖.
Για το αντιστροφο, μπορουμε να υποθεσουμε οτι ϕ(1) = ‖ϕ‖ = 1. Επαναλαμβανουμε τα
επιχειρηματα της Προτασης 5 σπο το metath25.pdf:
(i) Δείχνουμε πρώτα ότι για κάθε a ∈ 𝒜 με a = a∗ ισχύει ότι ϕ(a) ∈ ℝ. Πράγματι: Έστω
ϕ(a) = λ + iμ όπου λ,μ ∈ ℝ. Δείχνουμε ότι μ = 0. Για κάθε n ∈ ℤ, θεωρούμε το bn = a + in1
και έχουμε

ϕ(bn) = ϕ(a) + inϕ(1) = λ + i(μ + n) αφού ϕ(1) = 1.
Επομένως, λ2 + (μ + n)2 = |ϕ(bn)|2 ≤ ‖bn‖

2 αφού ‖ϕ‖ = 1.

Άρα λ2 + μ2 + n2 + 2μn ≤ ‖bn‖
2 = ‖b∗nbn‖ = ‖

‖a2 + n21‖‖ ≤
‖
‖a2‖‖ + n2

δηλαδή, 2μn ≤ ‖
‖a2‖‖ − λ2 − μ2 .

Η ανισότητα αυτή δεν μπορεί να ισχύει για κάθε n ∈ ℤ, παρά μόνον αν μ = 0.
Δείξαμε λοιπόν ότι ϕ(a) ∈ ℝ.
(ii) Δείχνουμε τωρα ότι αν a ∈ 𝒜+ τοτε ϕ(a) ≥ 0. Mπορουμε να υποθεσουμε οτι ‖a‖ = 1. Τοτε
0 ≤ a ≤ 1, αρα 0 ≤ 1 − a ≤ 1, επομενως ‖1 − a‖ ≤ ‖ϕ‖ = 1. Εχουμε λοιπον |ϕ(1 − a)| ≤ 1,
επομενως −1 ≤ ϕ(1−a) ≤ 1 εφοσον ϕ(1−a) ∈ ℝ. Δηλαδη 1−ϕ(a) = ϕ(1−a) ≤ 1, αρα ϕ(a) ≥ 0,
οπως θελαμε.

Πρόταση 5. Εστω 𝒜 μια C* άλγεβρα. Για καθε a ∈ 𝒜 υπαρχει κατασταση ϕ της 𝒜 ωστε

ϕ(a∗a) = ‖a‖2 .

Απόδειξη. (Εναλλακτικη των διαφανειων) Θετουμε b ∶= a∗a. Υπενθυμιζουμε οτι η
𝒞 ∶= C∗(1, b) ειναι ισομετρικα ισομορφη με την C(K), οπου K (= ℳ(𝒞)) o χωρος των χαρα-
κτηρων της, μεσω της απεικονισης Gelfand x ↦ x̂. Οπως εχουμε δειξει,

‖b‖ = ‖b̂‖∞ = sup{|b̂(ψ)| ∶ ψ ∈ K} = sup{|ψ(b)| ∶ ψ ∈ K} .
Συνεπως υπαρχει ψ ∈ K, δηλαδη χαρακτηρας ψ ∶ 𝒞 → ℂ ωστε |ψ(b)| = ‖b‖.
Επεκτεινουμε τωρα (Θεωρημα Hahn Banach!) την ψ σε μια γραμμικη απεικονιση ϕ ∶ 𝒜 → ℂ.
Αφου ‖ψ‖ = ψ(1) = 1 (η ψ ειναι χαρακτηρας), εχουμε ‖ϕ‖ = ϕ(1) = 1, οποτε απο την
προηγουμενη προταση η ϕ ειναι κατάσταση. Και εχουμε ϕ(a∗a) = ψ(b) = ‖a∗a‖, οπως θελαμε.
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