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ÊåöÜëáéï 1ÅöáñìïãÝò �ñáììéêïý�ñïãñáììá�éóìïý1.1 ÅéóáãùãÞÓ�ï êåöÜëáéï áõ�ü èá áíáëýóïõìå ïñéóìÝíá ÷áñáê�çñéó�éêÜ ðñïâëÞìá�á âåë�éó�ïðïßç-óçò ðïõ ìðïñïýí íá ìïí�åëïðïéçèïýí ìå �ç âïÞèåéá �ïõ ãñáììéêïý ðñïãñáììá�éóìïý.ÊáèÝíá áðü �á ðñïâëÞìá�á ðïõ èá áíáð�õ÷èïýí áðï�åëåß åêðñüóùðï ìéáò åõñý�åñçòêá�çãïñßáò åöáñìïãþí.�ñéí ðñï÷ùñÞóïõìå ó�çí áíÜð�õîç �ùí óõãêåêñéìÝíùí ìïí�Ýëùí èá ðáñïõóéÜóïõìå�ç ãåíéêÞ ìïñöÞ åíüò ðñïâëÞìá�ïò ãñáììéêïý ðñïãñáììá�éóìïý (ð.ã.ð.). Ó�ç ãåíéêÞ ðå-ñßð�ùóç Ýíá ð.ã.ð. åßíáé Ýíá ðñüâëçìá ìåãéó�ïðïßçóçò Þ åëá÷éó�ïðïßçóçò ìéáò ãñáììéêÞòóõíÜñ�çóçò �çò äéáíõóìá�éêÞò ìå�áâëç�Þò x ∈ IRn, êÜ�ù áðü Ýíá óýíïëï ðåñéïñéóìþíðïõ åêöñÜæïí�áé áðü ãñáììéêÝò åîéóþóåéò Þ áíéóþóåéò. �åíéêÜ ãñÜöå�áé þò åîÞò
max(min)

∑nj=1 
jxjõ.ð. ∑nj=1 aijxj = bi; i = 1; : : : ;m1
∑nj=1 aijxj ≤ bi; i = m1 + 1; : : : ;m2
∑nj=1 aijxj ≥ bi; i = m2 + 1; : : : ;mxj ≥ 0; j = 1; : : : ; n1xj ≤ 0; j = n1 + 1; : : : ; n2xj ∈ IR; j = n2 + 1; : : : ; n; (1.1)

üðïõ 0 ≤ m1 ≤ m2 ≤ m êáé 0 ≤ n1 ≤ n2 ≤ n áêÝñáéåò äéáó�Üóåéò êáé bi; 
j ; aij; i =
1; : : : ;m; j = 1; : : : ; n äïóìÝíåò ó�áèåñÝò. ×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò ó�çí (1.1)Ý÷ïõìå õðïèÝóåé ü�é ïé ðåñéïñéóìïß Ý÷ïõí äéá�á÷èåß Ý�óé þó�å ïé ðñþ�ïé m1 ðåñéïñéóìïßåßíáé åîéóþóåéò ïé åðüìåíïé m2 −m1 áíéóþóåéò �çò ìïñöÞò ≤ êáé ïé �åëåõ�áßïé m−m2áíéóþóåéò �çò ìïñöÞò ≥. Åðßóçò ïé ìå�áâëç�Ýò áðüöáóçò Ý÷ïõí äéá�á÷èåß Ý�óé þó�å ïéðñþ�åò n1 ðáßñíïõí ìç áñíç�éêÝò �éìÝò, ïé åðüìåíåò n2 −n1 ìç èå�éêÝò êáé ïé �åëåõ�áßåòn− n2 äåí Ý÷ïõí êáíÝíá ðåñéïñéóìü ùò ðñïò �ï ðñüóçìï.Ó�ï ðáñáðÜíù ðñüâëçìá ç óõíÜñ�çóç f(x) =

∑nj=1 
jxj ïíïìÜæå�áé áí�éêåéìåíéêÞóõíÜñ�çóç. ¸íá äéÜíõóìá x ∈ IRn ïíïìÜæå�áé åöéê�Þ ëýóç áí éêáíïðïéåß üëïõò �ïõòðåñéïñéóìïýò. Ç åöéê�Þ ðåñéï÷Þ F åßíáé �ï óýíïëï üëùí �ùí åöéê�þí ëýóåùí. Ìéá3



1.4 ÊåöÜëáéï 1. ÅöáñìïãÝò �ñáììéêïý �ñïãñáììá�éóìïýåöéê�Þ ëýóç x∗ åßíáé âÝë�éó�ç Þ Üñéó�ç áí ðå�õ÷áßíåé �ç ìÝãéó�ç (áí�. åëÜ÷éó�ç) �éìÞ�çò áí�éêåéìåíéêÞò óõíÜñ�çóçò f(x) ãéá x ∈ F , ãéá ðñïâëÞìá�á �ýðïõ max (áí�. min).Ç (1.1) åßíáé ç ãåíéêü�åñç ìïñöÞ åíüò ð.ã.ð.. �íùñßæïõìå üìùò ü�é ìå êá�Üëëçëïõòìå�áó÷çìá�éóìïýò Ýíá ð.ã.ð. ìðïñåß íá ãñáöåß óå äéÜöïñåò éóïäýíáìåò ìïñöÝò ðïõ åßíáé÷ñÞóéìåò ãéá �ç ìáèçìá�éêÞ �ïõ áíÜëõóç. Äýï �Ý�ïéåò ìïñöÝò åßíáé ç êáíïíéêÞ ìïñöÞðïõ ÷ñçóéìïðïéåß�áé ó�ç ìåëÝ�ç �ùí éäéï�Þ�ùí �çò âÝë�éó�çò ëýóçò êáé ç çìéêáíïíéêÞìïñöÞ ðïõ åßíáé ÷ñÞóéìç ó�çí áíÜð�õîç �çò èåùñßáò �çò äõúêü�ç�áò.¸íá ð.ã.ð. åßíáé óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ áí �ï êñé�Þñéï âåë�éó�ïðïßçóçò åßíáé max êáéåðßóçò m1 = m2 = m êáé n1 = n2 = n, äçëáäÞ üëïé ïé ðåñéïñéóìïß åßíáé éóü�ç�åò êáéüëåò ïé ìå�áâëç�Ýò áðüöáóçò åßíáé ìç áñíç�éêÝò.¸íá ð.ã.ð. åßíáé óå çìéêáíïíéêÞ ìïñöÞ áí �ï êñé�Þñéï âåë�éó�ïðïßçóçò åßíáé max êáéåðßóçò m1 = 0; m2 = m êáé n1 = n2 = n, äçëáäÞ üëïé ïé ðåñéïñéóìïß åßíáé áíéóü�ç�åò�çò ìïñöÞò ≤ êáé üëåò ïé ìå�áâëç�Ýò áðüöáóçò åßíáé ìç áñíç�éêÝò.ÖõóéêÜ êá�Ü �ç äéáäéêáóßá ìå�áó÷çìá�éóìïý åíüò ãåíéêïý ð.ã.ð. óå êáíïíéêÞ ÞçìéêáíïíéêÞ ìïñöÞ ï áñéèìüò �ùí ðåñéïñéóìþí êáé �ùí ìå�áâëç�þí äå äéá�çñåß�áé ï ßäéïòüðùò ó�ï áñ÷éêü ðñüâëçìá.Ó�á åðüìåíá èá ÷ñçóéìïðïéïýìå �ïí ðáñáêÜ�ù óõìâïëéóìü ãéá Ýíá ð.ã.ð. óå êáíï-íéêÞ ìïñöÞ: z = max 
′xõ.ð. Ax = bx ≥ 0;üðïõ 
 ∈ IRn åßíáé äéÜíõóìá ó�Þëçò, 
′ �ï áíÜó�ñïöï �ïõ 
, 0 �ï ìçäåíéêü äéÜíõóìáó�ïí IRn, A ðßíáêáò äéáó�Üóåùí m× n, êáé b ∈ IRm.1.2 �ñïãñáììá�éóìüò �áñáãùãÞòÔá ðñïâëÞìá�á ðñïãñáììá�éóìïý ðáñáãùãÞò áðï�åëïýí ìéá áðü �éò êõñéü�åñåò åöáñìï-ãÝò ãñáììéêïý ðñïãñáììá�éóìïý. Èá åîå�Üóïõìå ìåñéêÜ ÷áñáê�çñéó�éêÜ ðáñáäåßãìá�áðáñáêÜ�ù.1.2.1 �áñáãùãÞ �ïëëþí �ñïúüí�ùí óå Ìßá �åñßïäïÈåùñïýìå �ï ðñüâëçìá ðáñáãùãÞò ìéáò å�áéñßáò ðïõ ðáñÜãåé n ðñïúüí�á ÷ñçóéìïðïéþ-í�áò m êïéíïýò ðüñïõò (ð.÷. ðñþ�åò ýëåò, åñãáóßá, êåöÜëáéï, ÷ñüíïò ìç÷áíçìÜ�ùíêëð.). ¼ëá �á ðñïúüí�á ðáñÜãïí�áé êáé ðùëïýí�áé ìÝóá ó�çí ßäéá ðåñßïäï, ÷ùñßò íáäéá�çñåß�áé áðüèåìá ãéá åðüìåíåò ðåñéüäïõò. Ç õðüèåóç áõ�Þ åßíáé ëïãéêÞ ãéá ðñïúüí�áÜìåóçò êá�áíÜëùóçò üðùò ð.÷. åöçìåñßäåò, øùìß êëð.. Ôá äåäïìÝíá �ïõ ðñïâëÞìá�ïòåßíáé �á åîÞò:
• 
j = êÝñäïò áíÜ ìïíÜäá ðñïúüí�ïò j; j = 1; : : : ; n
• bi = äéáèÝóéìç ðïóü�ç�á ðüñïõ i; i = 1; : : : ;m
• aij = áðáé�ïýìåíç ðïóü�ç�á ðüñïõ i áíÜ ìïíÜäá ðáñáãüìåíïõ ðñïúüí�ïò j
• dj =åëÜ÷éó�ç áðáé�ïýìåíç ðïóü�ç�á ðñïúüí�ïò j



1.2. �ñïãñáììá�éóìüò �áñáãùãÞò 1.5Æç�åß�áé �ï ó÷Ýäéï ðáñáãùãÞò ðïõ ìåãéó�ïðïéåß �ï óõíïëéêü êÝñäïò.�éá �ç ìïí�åëïðïßçóç ïñßæïõìå �éò ìå�áâëç�Ýò áðüöáóçò ùò åîÞò:xj = ðïóü�ç�á ðáñáãüìåíïõ ðñïúüí�ïò j; j = 1; : : : ; n:Ç áí�éêåéìåíéêÞ óõíÜñ�çóç åßíáé �ï óõíïëéêü êÝñäïò:f(x) =
n

∑j=1


jxj :ÕðÜñ÷ïõí åðßóçò äýï ïìÜäåò ðåñéïñéóìþí. Ç ðñþ�ç áíáöÝñå�áé ó�ç äéáèåóéìü�ç�á �ùíðüñùí. �éá êÜèå ðüñï ç áðáé�ïýìåíç ðïóü�ç�á ãéá �çí ðáñáãùãÞ �ùí ðñïúüí�ùí äåíìðïñåß íá õðåñâáßíåé �ç äéáèÝóéìç ðïóü�ç�á bi:n
∑j=1

aijxj ≤ bi; i = 1; : : : ;m:Ç äåý�åñç ïìÜäá áíáöÝñå�áé ó�éò áðáé�ïýìåíåò ðïóü�ç�åò:xj ≥ dj; j = 1; : : : ; n:ÔÝëïò ãéá �ïõò ðåñéïñéóìïýò ìç áñíç�éêü�ç�áò, üëåò ïé ìå�áâëç�Ýò áðüöáóçò, ùò ðï-óü�ç�åò ðáñáãùãÞò, ðñÝðåé íá åßíáé ìÞ áñíç�éêÝò. ÂÝâáéá, áöïý dj ≥ 0, ïé �åëåõ�áßïéðåñéïñéóìïß óõíåðÜãïí�áé ü�é xj ≥ 0, åðïìÝíùò ïé ðåñéïñéóìïß ìç áñíç�éêü�ç�áò åßíáéó�çí ðñáãìá�éêü�ç�á ðëåïíáó�éêïß. �áñ' üëá áõ�Ü �ïõò äéá�çñïýìå ó�ï ìïí�Ýëï äå-äïìÝíïõ ü�é ðåñéëáìâÜíïí�áé ó�çí êáíïíéêÞ ìïñöÞ. ÅðïìÝíùò �ï ð.ã.ð. ãñÜöå�áé ùòåîÞò:
max

∑nj=1 
jxjõ.ð. ∑nj=1 aijxj ≤ bi; i = 1; : : : ;mxj ≥ dj; j = 1; : : : ; nxj ≥ 0; j = 1; : : : ; n (1.2)1.2.2 �áñáãùãÞ Åíüò �ñïúüí�ïò óå �ïëëÝò �åñéüäïõòÁò õðïèÝóïõìå ü�é ç å�áéñßá ðáñÜãåé Ýíá ìüíï ðñïúüí �ï ïðïßï üìùò ìðïñåß íá äéá�çñçèåßóå áðüèåìá êáé íá ðùëçèåß óå ìå�áãåíÝó�åñç ÷ñïíéêÞ ðåñßïäï. Ôï ðñüâëçìá åðïìÝíùòãßíå�áé äõíáìéêü äçëáäÞ ðñÝðåé íá âñåèåß ç ðïëé�éêÞ ðáñáãùãÞò ùò óõíÜñ�çóç �ïõ ÷ñü-íïõ. Ìéá áðëïõó�åõìÝíç ìïñöÞ �ïõ ðñïâëÞìá�ïò åßíáé ç åîÞò: Ï ÷ñïíéêüò ïñßæïí�áòåßíáé ìÞêïõò N , äçëáäÞ èá ðñÝðåé íá ëçöèïýí N áðïöÜóåéò ðáñáãùãÞò, ç êÜèå ìéá ó�çíáñ÷Þ ìéáò ÷ñïíéêÞò ðåñéüäïõ (ð.÷. åâäïìÜäáò Þ ìÞíá). Êá�Ü �çí ðåñßïäï t; t = 1; : : : ; N ,ç æÞ�çóç ðïõ èá ðñÝðåé íá éêáíïðïéçèåß åßíáé ßóç ìå dt êáé �ï ìïíáäéáßï êüó�ïò ðáñá-ãùãÞò åßíáé ßóï ìå 
t. Åðßóçò áí ìéá ðïóü�ç�á ðñïúüí�ïò êñá�çèåß ùò áðüèåìá êá�Ü�çí ðåñßïäï t Ýùò �çí åðüìåíç ðåñßïäï t + 1, �ü�å �ï êüó�ïò áðïèÝìá�ïò åßíáé ßóï ìåht áíÜ ìïíÜäá ðñïúüí�ïò, ãéá t = 1; : : : ; N − 1. Áí ó�ï �Ýëïò �çò ðåñéüäïõ N õðÜñ÷åéáðüèåìá ðïõ äåí Ý÷åé ÷ñçóéìïðïéçèåß, �ï êüó�ïò �ïõ áíÜ ìïíÜäá åßíáé ßóï ìå hN (áõ�ü�ï �åëåõ�áßï êüó�ïò ìðïñåß íá åßíáé êáé áñíç�éêü ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ �ï �åëéêü áðüèåìáÝ÷åé áîßá êáé ìðïñåß íá ðùëçèåß). ÕðïèÝ�ïõìå ü�é õðÜñ÷ïõí áðåñéüñéó�åò ðïóü�ç�åò �ùí



1.6 ÊåöÜëáéï 1. ÅöáñìïãÝò �ñáììéêïý �ñïãñáììá�éóìïýáðáé�ïýìåíùí ãéá �çí ðáñáãùãÞ ðüñùí óå êÜèå ðåñßïäï, ïðü�å äåí õðÜñ÷åé ðåñéïñéóìüòó�çí ðïóü�ç�á ðáñáãùãÞò. Ôüóï ç ðáñáãùãÞ üóï êáé ç ðþëçóç �ïõ ðñïúüí�ïò ãßíïí�áéáêáñéáßá ó�çí áñ÷Þ êÜèå ðåñéüäïõ. Åðßóçò ç æÞ�çóç êÜèå ðåñéüäïõ ðñÝðåé íá éêáíïðïéç-èåß áêñéâþò, äçëáäÞ äåí åðé�ñÝðïí�áé åëëåßøåéò. ÔÝëïò õðïèÝ�ïõìå ü�é ó�çí áñ÷Þ �çòðåñéüäïõ 1 õðÜñ÷åé Þäç ó�çí áðïèÞêç ðïóü�ç�á ðñïúüí�ïò ßóç ìå I1.Ôï ðñüâëçìá åßíáé íá âñåèïýí ïé ðïóü�ç�åò ðáñáãùãÞò óå êÜèå ðåñßïäï Ý�óé þó�åíá åëá÷éó�ïðïéçèåß �ï óõíïëéêü êüó�ïò ðáñáãùãÞò êáé áðïèåìÜ�ùí ó�ç äéÜñêåéá �ïõïñßæïí�á ðñïãñáììá�éóìïý.�éá �çí áíÜð�õîç �ïõ ìïí�Ýëïõ ð.ã.ð. ãéá áõ�Þ �çí êá�çãïñßá ðñïâëçìÜ�ùí ïé êá-�Üëëçëåò ìå�áâëç�Ýò áðüöáóçò åßíáéxt = ðïóü�ç�á ðáñáãùãÞò êá�Ü �çí ðåñßïäï t; t = 1; : : : ; Nêáé It = ìÝãåèïò áðïèÝìá�ïò ó�çí áñ÷Þ �çò ðåñéüäïõ t; t = 2; : : : ; N + 1:�ñéí ðñï÷ùñÞóïõìå ó�çí áíÜð�õîç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò óçìåéþíïõìå ü�é ç ìå�áâëç�Þ IN+1ðáñéó�Üíåé �ï �åëéêü áðüèåìá ìå�Ü �ï �Ýëïò �ïõ ïñßæïí�á. Åðßóçò ç ðïóü�ç�á I1 äç-ëáäÞ �ï áñ÷éêü áðüèåìá åßíáé äïóìÝíç ðáñÜìå�ñïò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò êáé ü÷é ìå�áâëç�Þáðüöáóçò.�éá �ïí õðïëïãéóìü �çò áí�éêåéìåíéêÞò óõíÜñ�çóçò Ý÷ïõìå ü�é �ï óõíïëéêü êüó�ïòáðï�åëåß�áé áðü �ï êüó�ïò ðáñáãùãÞò êáé �ï êüó�ïò áðïèåìÜ�ùí. Ôï êüó�ïò ðáñáãùãÞòêá�Ü �çí ðåñßïäï t åßíáé ßóï ìå 
txt. �éá �ï êüó�ïò áðïèåìÜ�ùí, ðáñá�çñïýìå ü�é ó�çíðåñßïäï t ç ðáñáãùãÞ êáé ïé ðùëÞóåéò ãßíïí�áé ó�çí áñ÷Þ, åðïìÝíùò êá�Ü �ç äéÜñêåéá�çò ðåñéüäïõ ç ðïóü�ç�á ðïõ äéá�çñåß�áé óå áðüèåìá åßíáé ßóç ìå �çí ðïóü�ç�á It+1 ðïõèá åßíáé äéáèÝóéìç ó�çí áñ÷Þ �çò åðüìåíçò ðåñéüäïõ. Óõíåðþò, �ï êüó�ïò áðïèÝìá�ïòðïõ ðñïêýð�åé êá�Ü �çí ðåñßïäï t åßíáé ßóï ìå htIt+1. Éóïäýíáìá ìðïñïýìå íá äïýìå ü�é�ï áðüèåìá It ðïõ õðÜñ÷åé ó�çí áñ÷Þ �çò ðåñéüäïõ t äéá�çñÞèçêå ó�çí áðïèÞêç êá�Ü �çäéÜñêåéá �çò ðñïçãïýìåíçò ðåñéüäïõ t−1, êáé �ï êüó�ïò ðïõ ðñïÝêõøå êá�Ü �ç äéá�ÞñçóÞ�ïõ åßíáé ßóï ìå ht−1It. Ìå âÜóç �á ðáñáðÜíù �ï óõíïëéêü êüó�ïò åßíáé ßóï ìåf(x; I) =
N

∑t=1


txt +
N

∑t=1

htIt+1:Ïé ìüíïé ðåñéïñéóìïß ðïõ áíáöÝñïí�áé ñç�Ü åßíáé ü�é ðñÝðåé íá éêáíïðïéçèåß ç æÞ�çóçóå êÜèå ðåñßïäï. Áò äïýìå �é ãßíå�áé �çí ðåñßïäï t. Ó�çí áñ÷Þ �çò ðåñéüäïõ õðÜñ÷åéáðüèåìá It êáé ðáñÜãå�áé ìéá ðïóü�ç�á xt. ÅðïìÝíùò ç óõíïëéêÞ ðïóü�ç�á ðïõ åßíáéäéáèÝóéìç ãéá ðþëçóç åßíáé ßóç ìå It + xt. Áðü áõ�Þ ìéá ðïóü�ç�á dt èá ðùëçèåß êáé �ïõðüëïéðï èá ìå�áöåñèåß ùò áðüèåìá It+1 ó�çí áñ÷Þ �çò åðüìåíçò ðåñéüäïõ. ÅðïìÝíùòïé ðïóü�ç�åò áõ�Ýò óõíäÝïí�áé ìå�áîý �ïõò ìå �ç ó÷ÝóçIt + xt = dt + It+1; t = 1; : : : ; N: (1.3)Åßíáé óçìáí�éêü íá ðáñá�çñÞóïõìå ü�é ïé åîéóþóåéò (1.3) åðé�åëïýí äéðëü óêïðü. �ñþ�áåîáóöáëßæïõí ü�é ïé ìå�áâëç�Ýò It êáé xt óõíäÝïí�áé ìå�áîý �ïõò êáé äåí ìðïñïýí íáðÜñïõí áõèáßñå�åò �éìÝò. Åðéðñüóèå�á üìùò åîáóöáëßæïõí ü�é óå êÜèå ðåñßïäï õðÜñ-÷åé ç áðáñáß�ç�ç ðïóü�ç�á ãéá íá éêáíïðïéçèåß ç æÞ�çóç. �ñáãìá�éêÜ, áí áðáé�Þóïõìåïé ìå�áâëç�Ýò xt; It íá åßíáé üëåò ìç áñíç�éêÝò, �ü�å áðü �çí ðáñáðÜíù åîßóùóç, áöïý



1.3. �ñïâëÞìá�á ÑïÞò óå Äßê�õá 1.7It+1 ≥ 0, ðñïêýð�åé ü�é It+xt ≥ dt, äçëáäÞ ç æÞ�çóç �çò ðåñéüäïõ t ìðïñåß íá éêáíïðïéç-èåß åî ïëïêëÞñïõ. Äåí ÷ñåéÜæïí�áé åðïìÝíùò îå÷ùñéó�ïß ðåñéïñéóìïß ãéá íá åîáóöáëéó�åßü�é äå èá ðñïêýøïõí åëëåßøåéò.ÔåëéêÜ �ï ð.ã.ð. ãñÜöå�áé ùò åîÞò:
min

∑Nt=1 
txt +
∑Nt=1 htIt+1õ.ð. It + xt − It+1 = dt; t = 1; : : : ; N:xt ≥ 0; t = 1; : : : ; NIt ≥ 0; t = 2; : : : ; N + 1

(1.4)�ñÝðåé íá ðáñá�çñÞóïõìå ü�é ç åðéëïãÞ �ùí ðáñáðÜíù ìå�áâëç�þí áðüöáóçò äåíåßíáé ç ìüíç äõíá�Þ. �ñáãìá�éêÜ áðü �çí (1.3) âëÝðïõìå ü�é It+1 = It + xt = dt.ÅðïìÝíùò, I2 = I1 + x1 − d1I3 = I2 + x2 − d2 = I1 + x1 + x2 − (d1 + d2);: : :äçëáäÞ ïé It ìðïñïýí íá åêöñáó�ïýí óõíáñ�Þóåé �ùí xt, êáé íá ðáñáëåéöèïýí áðü �ïìïí�Ýëï. Ìå �ïí �ñüðï áõ�ü èá åß÷áìå Ýíá ð.ã.ð. ìå N ìå�áâëç�Ýò áðüöáóçò áí�ß
2N ðïõ Ý÷ïõìå �þñá. Áðü �çí Üëëç ðëåõñÜ üìùò ç äéáìüñöùóç �çò áí�éêåéìåíéêÞò óõ-íÜñ�çóçò êáé �ùí ðåñéïñéóìþí èá ãéíü�áí ðïëý ðéï ðïëýðëïêç. �é áõ�ü �ï ëüãï ó�çíðëåéïíü�ç�á �ùí åöáñìïãþí ðñïãñáììá�éóìïý ðáñáãùãÞò áêïëïõèåß�áé ç ðñïóÝããéóçíá ÷ñçóéìïðïéïýí�áé îå÷ùñéó�Ýò ìå�áâëç�Ýò ãéá �éò ðïóü�ç�åò áðïèÝìá�ïò. Ïé ìå�áâëç-�Ýò áõ�Ýò óõ÷íÜ áíáöÝñïí�áé ùò âïçèç�éêÝò ìå�áâëç�Ýò, åðåéäÞ ç ÷ñÞóç �ïõò äåí åßíáéáðáñáß�ç�ç, êáé ìðïñïýí íá åêöñáó�ïýí óõíáñ�Þóåé �ùí õðüëïéðùí. Ç ÷ñÞóç Þ ü÷é âïç-èç�éêþí ìå�áâëç�þí ãåíéêÜ äéåõêïëýíåé �çí Ýêöñáóç �çò áí�éêåéìåíéêÞò óõíÜñ�çóçò êáé�ùí ðåñéïñéóìþí åíüò ð.ã.ð., äå èá ðñÝðåé üìùò íá ãßíå�áé áëüãéó�á êáèþò ç åéóáãùãÞ�ïõò áõîÜíåé �ç äéÜó�áóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò.Ôï äõíáìéêü ðñüâëçìá ðáñáãùãÞò ðïõ ðáñïõóéÜóáìå ó' áõ�Þ �çí ðáñÜãñáöï âáóß-æå�áé óå áñêå�Ýò áðëïõó�åõ�éêÝò ðáñáäï÷Ýò, ï óêïðüò �ùí ïðïßùí Þ�áí íá åêöñáó�ïýíìå óáöÞíåéá êáé áðëü�ç�á ïé âáóéêÝò éäÝåò �çò ìïí�åëïðïßçóçò �Ý�ïéïõ åßäïõò åöáñìï-ãþí. Åßíáé ó÷å�éêÜ åýêïëï íá �ñïðïðïéçèåß áõ�ü �ï áñ÷éêü ìïí�Ýëï ãéá íá ëçöèïýí õð'üøç ó�ïé÷åßá üðùò ðåñéóóü�åñá áðü Ýíá ðñïúüí�á, ðåñéïñéóìÝíç äéáèåóéìü�ç�á ðñþ�ùíõëþí óå êÜèå ðåñßïäï, ðåñéïñéóìÝíç ÷ùñç�éêü�ç�á áðïèçêåõ�éêïý ÷þñïõ êëð.. ÔÝ�ïéåòåðåê�Üóåéò áíáöÝñïí�áé ó�éò áóêÞóåéò ó�ï �Ýëïò �ïõ êåöáëáßïõ.1.3 �ñïâëÞìá�á ÑïÞò óå Äßê�õáÏé åöáñìïãÝò áõ�Þò �çò êá�çãïñßáò Ý÷ïõí �á ðáñáêÜ�ù êïéíÜ ÷áñáê�çñéó�éêÜ. ÕðÜñ÷åéÝíá ðñïúüí ðïõ äéáíÝìå�áé ðÜíù óå Ýíá äßê�õï åãêá�áó�Üóåùí. Ôï äßê�õï áðï�åëåß�áéáðü êüìâïõò ïé ïðïßïé áí�éó�ïé÷ïýí óå áñ÷éêïýò, åíäéÜìåóïõò Þ �åñìá�éêïýò ó�áèìïýòãéá �çí êõêëïöïñßá �ïõ ðñïúüí�ïò, êáé áðü áêìÝò ðïõ óõíäÝïõí �ïõò êüìâïõò ìå�áîý�ïõò êáé áí�éó�ïé÷ïýí óå äõíá�Ýò äéáäñïìÝò ãéá �ç ìå�áöïñÜ �ïõ ðñïúüí�ïò. Ôï ðñïúüíìðïñåß íá åßíáé êÜðïéï õëéêü áãáèü ðïõ ìå�áöÝñå�áé áðü �éò åãêá�áó�Üóåéò ðáñáãùãÞòó�ïõò ó�áèìïýò ðþëçóçò ìÝóù åíüò äéê�ýïõ äéáíïìÞò. Ìðïñåß üìùò íá åßíáé êáé ìéá ìç



1.8 ÊåöÜëáéï 1. ÅöáñìïãÝò �ñáììéêïý �ñïãñáììá�éóìïý

Ó÷Þìá 1.1: Äßê�õï ÄéáíïìÞòõëéêÞ ïí�ü�ç�á, üðùò ð.÷. ìéá ñáäéïöùíéêÞ åêðïìðÞ Þ Ýíá ðáêÝ�ï �çëåðéêïéíùíßáò ðïõáíáìå�áäßäå�áé ìÝóù åíüò äéê�ýïõ êåñáéþí Þ/êáé äïñõöüñùí áðü �ï óçìåßï åêðïìðÞò óåÝíá Þ ðåñéóóü�åñá óçìåßá �åëéêÞò ëÞøçò.Ôï äßê�õï áí�éó�ïé÷åß ìáèçìá�éêÜ óå Ýíá ãñÜöçìá êüìâùí êáé áêìþí üðùò áõ�ü ðïõöáßíå�áé ó�ï Ó÷Þìá 1.1. Ó�ï ãñÜöçìá ïé êüìâïé áí�éó�ïé÷ïýí óå åãêá�áó�Üóåéò (ð.÷.åñãïó�Üóéá ðáñáãùãÞò, äéáìå�áêïìéó�éêïýò ó�áèìïýò, áðïèÞêåò, óçìåßá ðþëçóçò êëð)êáé ïé áêìÝò óå äéüäïõò áðåõèåßáò ìå�áöïñÜò ìå�áîý �ùí áí�ßó�ïé÷ùí êüìâùí. Ïé áêìÝòåßíáé êá�åõèõíüìåíåò êáé åðé�ñÝðïõí �ç ìå�áöïñÜ áðü �ïí áñ÷éêü ðñïò �ïí �åëéêü êüìâï�çò áêìÞò. �éá ðáñÜäåéãìá ó�ï äßê�õï �ïõ Ó÷Þìá�ïò 1.1 åßíáé äõíá�ü íá ãßíåé áðåõèåßáòìå�áöïñÜ ðñïúüí�ïò áðü �ïí êüìâï 1 ó�ïí êüìâï 2 áëëÜ ü÷é áðü �ïí 2 ó�ïí 1. Åðßóçòåßíáé äõíá�ü íá ãßíåé ìå�áöïñÜ áðü �ïí 1 ó�ïí 5 áëëÜ ü÷é Üìåóá. Áõ�Þ ìðïñåß íá ãßíåéìå ìéá áðü �éò óýíèå�åò äéáäñïìÝò 1 → 2 → 5 êáé 1 → 2 → 4 → 5.�åíéêÜ Ýíá äßê�õï ìå�áöïñÜò ïñßæå�áé ùò Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï êüìâùí V , ðïõ÷ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò ìðïñåß íá �áõ�éó�åß ìå �ï óýíïëï {1; : : : ; N} ãéá êÜðïéïN < ∞, êáé Ýíá óýíïëï áêìþí E. Ìéá áêìÞ ðñïóäéïñßæå�áé ìïíïóÞìáí�á áðü Ýíáäéá�å�áãìÝíï æåýãïò (i; j) ìå i; j ∈ V; i 6= j. ÅðïìÝíùò �ï óýíïëï �ùí áêìþí åßíáéE ⊂ V × V .Óå êÜèå áêìÞ (i; j) áí�éó�ïé÷åß Ýíá êüó�ïò 
ij êáé ìéá ÷ùñç�éêü�ç�á (
apa
ity) vij.Ôï 
ij áí�éðñïóùðåýåé �ï êüó�ïò áíÜ ìïíÜäá ìå�áöåñüìåíçò ðïóü�ç�áò êá�Ü ìÞêïò �çòáêìÞò (i; j) êáé �ï vij �ç ìÝãéó�ç ðïóü�ç�á ðïõ ìðïñåß íá ìå�áöåñèåß êá�Ü ìÞêïò �çòáêìÞò.ÔÝëïò óå êÜèå êüìâï i áí�éó�ïé÷ïýí ç äéáèÝóéìç (åéóåñ÷üìåíç) êáé áðáé�ïýìåíç(åîåñ÷üìåíç) ðïóü�ç�á ai êáé bi áí�ßó�ïé÷á. Ç ai óõìâïëßæåé ìéá ðïóü�ç�á ðñïúüí�ïò ðïõåßíáé äéáèÝóéìç ó�ïí êüìâï i áðü åîù�åñéêÝò ðçãÝò. Ç bi óõìâïëßæåé ðïóü�ç�á ðñïúüí�ïòðïõ áðáé�åß�áé íá äéá�åèåß áðü �ïí êüìâï i óå åîù�åñéêïýò ðñïïñéóìïýò. Ç åéóåñ÷üìåíçðïóü�ç�á ai ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß åß�å ãéá íá êáëýøåé ìÝñïò Þ üëç �çí áðáß�çóç ãéá�çí åîåñ÷üìåíç ðïóü�ç�á ó�ïí ßäéï êüìâï i, åß�å ãéá íá ìå�áöåñèåß ìÝóù �ïõ äéê�ýïõ



1.3. �ñïâëÞìá�á ÑïÞò óå Äßê�õá 1.9óå Üëëïõò êüìâïõò. Áí�ßó�ïé÷á, ç áðáé�ïýìåíç ðïóü�ç�á bi ìðïñåß íá êáëõöèåß åß�å áðü�õ÷üí äéáèÝóéìç ðïóü�ç�á �ïõ ßäéïõ êüìâïõ åß�å áðü ðïóü�ç�åò ðïõ Ý÷ïõí ìå�áöåñèåßó�ïí êüìâï i áðü Üëëïõò êüìâïõò.1.3.1 Ôï ðñüâëçìá äéáìå�áêïìéäÞòÔá ðñïâëÞìá�á âåë�éó�ïðïßçóçò ðïõ áíáêýð�ïõí áíáöÝñïí�áé ó�ïí ðñïóäéïñéóìü ðïóï-�Þ�ùí ðïõ ìå�áöÝñïí�áé êá�Ü ìÞêïò �ùí áêìþí Ý�óé þó�å íá âåë�éó�ïðïéåß�áé êÜðïéïêñé�Þñéï. Ôï ðéï ãåíéêü ðñüâëçìá ðïõ èá åîå�Üóïõìå åßíáé �ï ðñüâëçìá äéáìå�áêïìé-äÞò (
apa
itated transshipment problem) ðïõ ïñßæå�áé ùò åîÞò: Íá ðñïóäéïñéó�ïýí ïéìå�áöåñüìåíåò ðïóü�ç�åò ðïõ éêáíïðïéïýí �éò äéáèÝóéìåò êáé áðáé�ïýìåíåò ðïóü�ç�åòóå êÜèå êüìâï, äåí õðåñâáßíïõí �éò ÷ùñç�éêü�ç�åò �ùí áêìþí êáé åëá÷éó�ïðïéïýí �ïóõíïëéêü êüó�ïò ìå�áöïñÜò.�éá �ç ìïí�åëïðïßçóç ðñïâëçìÜ�ùí ñïÞò óå äßê�õá üðùò áõ�ü, ç �õðéêÞ ðñïóÝããéóçåßíáé íá ïñßæïí�áé ùò ìå�áâëç�Ýò áðüöáóçò ïé ðïóü�ç�åò ðïõ ìå�áöÝñïí�áé êá�Ü ìÞêïò�ùí áêìþí, äçëáäÞxij = ðïóü�ç�á ðïõ ìå�áöÝñå�áé êá�Ü ìÞêïò �çò áêìÞò (i; j); (i; j) ∈ E;åðïìÝíùò ç äéÜó�áóç �ïõ äéáíýóìá�ïò �ùí ìå�áâëç�þí áðüöáóçò åßíáé ßóç ìå n = |E|,äçëáäÞ �ïí áñéèìü �ùí áêìþí.�éá x ∈ IRn ç áí�éêåéìåíéêÞ óõíÜñ�çóç, ðïõ åßíáé �ï óõíïëéêü êüó�ïò ìå�áöïñÜò,åêöñÜæå�áé ùò åîÞò: f(x) =
∑

(i;j)∈E 
ijxij :Ïé ðåñéïñéóìïß åßíáé äýï åéäþí. Êá�Ü ðñþ�ïí ðñÝðåé íá åîáóöáëßæå�áé ü�é ç óõíïëéêÞðïóü�ç�á ðïõ åîÝñ÷å�áé áðü êÜèå êüìâï, åß�å ãéá íá ìå�áöåñèåß óå Üëëïõò êüìâïõò Þãéá íá éêáíïðïéÞóåé �éò åîù�åñéêÝò áðáé�Þóåéò �ïõ êüìâïõ, äåí ìðïñåß íá õðåñâáßíåé �çóõíïëéêÞ åéóåñ÷üìåíç ðïóü�ç�á ó�ïí êüìâï, ðïõ ðñïÝñ÷å�áé áðü �ç äéáèÝóéìç åîù�åñéêÞðïóü�ç�á êáé ðïóü�ç�åò ðïõ ìå�áöÝñïí�áé áðü Üëëïõò êüìâïõò. ×ñçóéìïðïéþí�áò �ïõòðáñáðÜíù ïñéóìïýò ïé ðåñéïñéóìïß áõ�ïß ãñÜöïí�áé ùò åîÞò:
∑j:(i;j)∈E xij + bi ≤ ∑k:(k;i)∈E xki + ai;Þ éóïäýíáìá

∑k:(k;i)∈E xki − ∑j:(i;j)∈E xij ≥ bi − ai; i = 1; : : : ; N:Ïé ðåñéïñéóìïß áõ�ïß áíáöÝñïí�áé ãåíéêÜ ùò ðåñéïñéóìïß ñïÞò (
ow 
onstraints).Ç äåý�åñç êá�çãïñßá ðåñéïñéóìþí åîáóöáëßæåé ü�é äåí ðáñáâéÜæïí�áé ïé ÷ùñç�éêü�ç-�åò �ùí áêìþí, äçëáäÞ xij ≤ vij; (i; j) ∈ E:Ïé ðåñéïñéóìïß áõ�ïß áíáöÝñïí�áé ãåíéêÜ ùò ðåñéïñéóìïß ÷ùñç�éêü�ç�áò (
apa
ity 
on-straints).



1.10 ÊåöÜëáéï 1. ÅöáñìïãÝò �ñáììéêïý �ñïãñáììá�éóìïýÅðïìÝíùò �ï ðñüâëçìá ãñáììéêïý ðñïãñáììá�éóìïý åßíáé óõíïð�éêÜ �ï ðáñáêÜ�ù:
min

∑

(i;j)∈E 
ijxijõ.ð. ∑k:(k;i)∈E xki − ∑j:(i;j)∈E xij ≥ bi − ai; i = 1; : : : ; N:xij ≤ vij; (i; j) ∈ Exij ≥ 0; (i; j) ∈ E (1.5)Ó�ï ìïí�Ýëï (1.5) ðáñá�çñïýìå ü�é ç åîÜñ�çóç áðü �éò ðáñáìÝ�ñïõò ai; bi; i = 1; : : : ; Nåßíáé ìüíï ìÝóù �ùí äéáöïñþí ai − bi. Ç ðïóü�ç�á ai − bi ìðïñåß íá åñìçíåõèåß ùò çêáèáñÞ äéáèÝóéìç ðïóü�ç�á ó�ïí êüìâï i, äçëáäÞ �ï õðüëïéðï áðü �ç äéáèÝóéìç ðïóü-�ç�á ðïõ áðïìÝíåé ü�áí áöáéñåèïýí ïé åîù�åñéêÝò áðáé�Þóåéò. Ç ðïóü�ç�á áõ�Þ ìðïñåßíá åßíáé åß�å èå�éêÞ åß�å áñíç�éêÞ áí ìå�Ü �çí áöáßñåóç ðáñáìÝíåé ó�ïí êüìâï õðüëïéðïäéáèÝóéìçò ðïóü�ç�áò Þ õðüëïéðï áðáß�çóçò áí�ßó�ïé÷á. ÅðïìÝíùò, ÷ùñßò âëÜâç �çòãåíéêü�ç�áò ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå ü�é óå êÜèå êüìâï i Ý÷ïõìå ai = 0 Þ bi = 0 Þ êáé�á äýï, äçëáäÞ óå êÜèå êüìâï õðÜñ÷åé åß�å äéáèÝóéìç ðïóü�ç�á Þ åîù�åñéêÞ áðáß�çóçáëëÜ ü÷é êáé �á äýï �áõ�ü÷ñïíá. Óõíåðþò �ï óýíïëï �ùí êüìâùí ìðïñåß íá äéáìåñéó�åßóå �ñßá õðïóýíïëáVs = {i ∈ V | ai > 0; bi = 0}; Vd = {i ∈ V | ai = 0; bi > 0}; Vt = {i ∈ V | ai = bi = 0}Ôá óýíïëá Vs; Vd; Vt ïíïìÜæïí�áé óýíïëá ðçãþí (sour
e), ðñïïñéóìþí (destination) êáéäéáìå�áêïìéäÞò (transshipment) áí�ßó�ïé÷á.ÌåñéêÝò åíäéáöÝñïõóåò åéäéêÝò ðåñéð�þóåéò �ïõ ãåíéêïý ðñïâëÞìá�ïò äéáìå�áêïìéäÞò(1.5) ðáñïõóéÜæïí�áé ðáñáêÜ�ù.1.3.2 Ôï ðñüâëçìá ñïÞò åëÜ÷éó�ïõ êüó�ïõòÔï ðñüâëçìá ñïÞò åëÜ÷éó�ïõ êüó�ïõò (min-
ost 
ow problem) ïñßæå�áé ùò Ýíá ðñüâëçìáäéáìå�áêïìéäÞò ó�ï ïðïßï äåí õðÜñ÷ïõí ðåñéïñéóìïß ÷ùñç�éêü�ç�áò ó�éò áêìÝò, Þ éóï-äýíáìá êÜèå áêìÞ ìðïñåß íá äå÷èåß ïðïéáäÞðï�å ìå�áöåñüìåíç ðïóü�ç�á. ÅðïìÝíùòðñïêýð�åé áðü �ï ðñüâëçìá (1.5) èÝ�ïí�áò vij = ∞. Óõíïð�éêÜ �ï ðñüâëçìá ãñÜöå�áéùò åîÞò.
min

∑

(i;j)∈E 
ijxijõ.ð. ∑k:(k;i)∈E xki − ∑j:(i;j)∈E xij ≥ bi − ai; i = 1; : : : ; N:xij ≥ 0; (i; j) ∈ E (1.6)1.3.3 Ôï ðñüâëçìá ìå�áöïñÜòÔï ðñüâëçìá ìå�áöïñÜò (transportation problem) ïñßæå�áé ùò Ýíá ðñüâëçìá ñïÞò åëÜ÷é-ó�ïõ êüó�ïõò ó�ï ïðïßï äåí õðÜñ÷ïõí äéáìå�áêïìéó�éêïß êüìâïé åíþ õðÜñ÷åé ìéá áêìÞáðü êÜèå ðçãÞ ðñïò êÜèå ðñïïñéóìü. ÅðïìÝíùò ó�ï ðñüâëçìá áõ�ü ðñÝðåé íá ìå�áöåñ-èïýí ðïóü�ç�åò áðü �ïõò êüìâïõò-ðçãÝò ó�ïõò êüìâïõò- ðñïïñéóìïýò. Ôï ðñüâëçìáðñïêýð�åé áðü �ï ðñüâëçìá ñïÞò åëÜ÷éó�ïõ êüó�ïõò (1.6) èÝ�ïí�áò Vt = ∅; E = Vs×Vd.Ìå áõ�Ýò �éò õðïèÝóåéò �ï ð.ã.ð. ðáßñíåé áñêå�Ü áðëïýó�åñç ìïñöÞ. ÓõãêåêñéìÝíá, ãéáêÜèå êüìâï-ðçãÞ i ∈ Vs Ý÷ïõìå ai > 0; bi = 0. Åðßóçò �ï óýíïëï �ùí åéóåñ÷üìåíùí



1.3. �ñïâëÞìá�á ÑïÞò óå Äßê�õá 1.11áêìþí ó�ïí êüìâï åßíáé êåíü åíþ �ï óýíïëï �ùí åîåñ÷üìåíùí áêìþí åßíái �ï óýíïëïVd �ùí ðñïïñéóìþí. ÅðïìÝíùò ï ðåñéïñéóìüò ñïÞò ãéá �ïí êüìâï i
∑k:(k;i)∈E xki − ∑j:(i;j)∈E xij ≥ bi − aiáðëïðïéåß�áé ó�ïí ðáñáêÜ�ù

∑j∈Vd xij ≤ ai:¼ìïéá ðñïêýð�åé ü�é ãéá êÜèå êüìâï-ðñïïñéóìü j ∈ Vd ï ðåñéïñéóìüò ãñÜöå�áé éóïäý-íáìá
∑i∈Vs xij ≥ bj:ÅðïìÝíùò �ï ðñüâëçìá ìå�áöïñÜò áí�éó�ïé÷åß ó�ï ðáñáêÜ�ù ð.ã.ð.

min
∑i∈Vs ∑j∈Vd 
ijxijõ.ð. ∑j∈Vd xij ≤ ai; i ∈ Vs

∑i∈Vs xij ≥ bj; j ∈ Vdxij ≥ 0; i ∈ Vs; j ∈ Vd (1.7)¸íá ðñüâëçìá ìå�áöïñÜò ïíïìÜæå�áé éóïññïðçìÝíï (balan
ed) áí éó÷ýåé ∑i∈Vs ai =
∑j∈Vd bj, äçëáäÞ ç óõíïëéêÞ äéáèÝóéìç ðïóü�ç�á ó�éò ðçãÝò åßíáé ßóç ìå �ç óõíïëéêÜáðáé�ïýìåíç ðïóü�ç�á ó�ïõò ðåñéïñéóìïýò. �éá Ýíá éóïññïðçìÝíï ðñüâëçìá ìå�áöïñÜòðåñéìÝíïõìå äéáéóèç�éêÜ ü�é ãéá íá éêáíïðïéçèïýí ïé ðåñéïñéóìïß, üëåò ïé äéáèÝóéìåòðïóü�ç�åò ðñÝðåé íá ìå�áöåñèïýí áðü �éò ðçãÝò êá�Ü �Ý�ïéï �ñüðï þó�å êÜèå ðñïïñéóìüòíá ëÜâåé áêñéâþò �çí áðáé�ïýìåíç ðïóü�ç�á. Ìå Üëëá ëüãéá ïé ðåñéïñéóìïß ó�ï ðñüâëçìá(1.7) èá éêáíïðïéïýí�áé ìå éóü�ç�á. Áõ�ü áðïäåéêíýå�áé åýêïëá ó�ï ðáñáêÜ�ù ëÞììá.ËÞììá 1.1 Óå Ýíá éóïññïðçìÝíï ðñüâëçìá ìå�áöïñÜò Ýíá äéÜíõóìá x = (xij ; i ∈Vs; j ∈ Vd) ≥ 0 åßíáé åöéê�Þ ëýóç áí êáé ìüíï áí

∑j∈Vd xij = ai; i ∈ Vs
∑i∈Vs xij = bj; j ∈ VdÁðüäåéîç. ¸ó�ù Ýíá äéÜíõóìá x ≥ 0. Åßíáé ðñïöáíÝò ü�é áí �ï x éêáíïðïéåß �ïõòðåñéïñéóìïýò ìå éóü�ç�á åßíáé åöéê�Þ ëýóç. �éá íá äåßîïõìå �ï áí�ßó�ñïöï, áðü �ïõòðåñéïñéóìïýò �ïõ ãåíéêïý ðñïâëÞìá�ïò ìå�áöïñÜò (1.7) ðñïêýð�åé (áèñïßæïí�áò �éò áíé-óü�ç�åò �ùí ðçãþí) ü�é áíáãêáßá óõíèÞêç ãéá íá åßíáé �ï x åöéê�Þ ëýóç åßíáé

∑i∈Vs ∑j∈Vd xij ≤ ∑i∈Vs aiüðùò åðßóçò (áèñïßæïí�áò �éò áíéóü�ç�åò �ùí ðñïïñéóìþí)
∑j∈Vd ∑i∈Vs xij ≥ ∑j∈Vd bj:



1.12 ÊåöÜëáéï 1. ÅöáñìïãÝò �ñáììéêïý �ñïãñáììá�éóìïý�éá Ýíá éóïññïðçìÝíï ðñüâëçìá ïé ðáñáðÜíù óõíèÞêåò êá�áëÞãïõí ó�çí
∑i∈Vs ∑j∈Vd xij =

∑i∈Vs ai =
∑j∈Vd bj:ÅðïìÝíùò, áí �ï x éêáíïðïéåß üëïõò �ïõò ðåñéïñéóìïýò �ïõ (1.7) êáé Ýíáí Þ ðåñéóóü-�åñïõò ìå áõó�çñÞ áíéóü�ç�á, �ü�å ç ðáñáðÜíù óõíèÞêç ðáñáâéÜæå�áé, ðïõ åßíáé Ü�ïðï.Óõíåðþò üëïé ïé ðåñéïñéóìïß èá ðñÝðåé íá éó÷ýïõí ùò éóü�ç�åò. �Áðü �ï ËÞììá 1.1 ðñïêýð�åé ç åîÞò éóïäýíáìç ìïñöÞ �ïõ ð.ã.ð. ãéá Ýíá éóïññïðçìÝíïðñüâëçìá ìå�áöïñÜò

min
∑i∈Vs ∑j∈Vd 
ijxijõ.ð. ∑j∈Vd xij = ai; i ∈ Vs

∑i∈Vs xij = bj; j ∈ Vdxij ≥ 0; i ∈ Vs; j ∈ Vd (1.8)Ç õðüèåóç ü�é Ýíá ðñüâëçìá ìå�áöïñÜò åßíáé éóïññïðçìÝíï ìðïñåß íá ãßíåé ÷ùñßòâëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò, üðùò ðñïêýð�åé áðü �çí ¢óêçóç 1.5.1.3.4 Ôï ðñüâëçìá ìÝãéó�çò ñïÞòÔï ðñüâëçìá ìÝãéó�çò ñïÞò (maximum 
ow problem) ïñßæå�áé ùò �ï ðñüâëçìá ìåãéó�ï-ðïßçóçò �çò óõíïëéêÞò ðïóü�ç�áò ðïõ ìðïñåß íá ìå�áöåñèåß áðü Ýíá áñ÷éêü êüìâï óåÝíá �åëéêü êüìâï �ïõ äéê�ýïõ, êÜ�ù áðü �ïõò ðåñéïñéóìïýò ÷ùñç�éêü�ç�áò �ùí áêìþí.ÄåäïìÝíïõ ü�é ç áñßèìçóç �ùí êüìâùí åßíáé áõèáßñå�ç, ìðïñïýìå ÷ùñßò âëÜâç �çò ãå-íéêü�ç�áò íá õðïèÝóïõìå ü�é ìåãéó�ïðïéïýìå �ç ñïÞ áðü �ïí êüìâï 1 ó�ïí êüìâï N .Èá äïýìå ü�é êáé �ï ðñüâëçìá áõ�ü ðñïêýð�åé ùò åéäéêÞ ðåñßð�ùóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïòäéáìå�áêïìéäÞò.Ó�ï ðñüâëçìá ìÝãéó�çò ñïÞò ç ìïíáäéêÞ ðçãÞ åßíáé ï êüìâïò 1 êáé ï ìïíáäéêüòðñïïñéóìüò ï êüìâïò N . Ìðïñïýìå íá �ï èåùñÞóïõìå ùò Ýíá ðñüâëçìá üðïõ õðÜñ÷åéáðåñéüñéó�ç äéáèÝóéìç ðïóü�ç�á ó�ïí êüìâï 1 êáé ìçäåíéêÝò äéáèåóéìü�ç�åò ó�ïõò õðü-ëïéðïõò êüìâïõò åíþ ðñÝðåé íá ìåãéó�ïðïéçèåß ç ðïóü�ç�á ðïõ êá�áëÞãåé ó�ïí êüìâï N .ÅðïìÝíùò èá ìðïñïýóáìå íá ðÜñïõìå ùò áí�éêåéìåíéêÞ óõíÜñ�çóç �ç óõíïëéêÞ ðïóü�ç�áðïõ åéóÝñ÷å�áé ó�ïí êüìâï N , äçëáäÞ ∑i:(i;N)∈E xiN êáé íá áðáé�Þóïõìå ìåãéó�ïðïßçóç.Ç ðñïóÝããéóç áõ�Þ üìùò äåí åßíáé óùó�Þ. �éá íá äïýìå ðïý ðÜó÷åé, áò èåùñÞóïõìå �ïäßê�õï �ïõ Ó÷Þìá�ïò 1.2, üðïõ æç�åß�áé íá ìåãéó�ïðïéçèåß ç ñïÞ áðü �ïí êüìâï 1 ó�ïíêüìâï 4 êáé ïé ðïóü�ç�åò ìÝóá ó�éò áãêýëåò äçëþíïõí �éò ÷ùñç�éêü�ç�åò �ùí áêìþí.Åßíáé ðñïöáíÝò ü�é ç ìÝãéó�ç ñïÞ éóïý�áé ìå 10 êáé åðé�õã÷Üíå�áé èÝ�ïí�áòx14 = 10; x42 = x23 = x34 = y;ãéá ïðïéïäÞðï�å y ∈ [0; 3]. Áí üìùò èåùñÞóïõìå ùò áí�éêåéìåíéêÞ óõíÜñ�çóç �ç óõíïëéêÞåéóåñ÷üìåíç ðïóü�ç�á ó�ïí êüìâï 4, ðïõ åßíáé ßóç ìå x14 + x34, áõ�Þ ìåãéó�ïðïéåß�áéãéá x14 = 10; x42 = x23 = x34 = 3;êáé ç ìÝãéó�ç �éìÞ �çò åßíáé ßóç ìå 13, ðïõ äåí áí�éó�ïé÷åß ó�çí ðñáãìá�éêÞ âÝë�éó�ç�éìÞ �ïõ ðñïâëÞìá�ïò ìÝãéó�çò ñïÞò.
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Ó÷Þìá 1.2: �áñÜäåéãìá ÌÝãéó�çò ÑïÞòÂëÝðïõìå åðïìÝíùò ü�é ç óùó�Þ áí�éêåéìåíéêÞ óõíÜñ�çóç ðïõ ìåãéó�ïðïéåß�áé åßíáé çêáèáñÞ ðïóü�ç�á ðïõ ìÝíåé ó�ïí êüìâï N êáé åßíáé äéáèÝóéìç íá éêáíïðïéÞóåé åîù�åñéêÝòáðáé�Þóåéò, äçëáäÞ
∑i:(i;N)∈E xiN −

∑j:(N;j)∈E xNj :ÅðåéäÞ ó�ï ðñüâëçìá äéáìå�áêïìéäÞò Ý÷ïõìå åëá÷éó�ïðïßçóç, ãéá íá ðñïêýøåé �ïðáñüí ðñüâëçìá ùò åéäéêÞ ðåñßð�ùóç �ïõ ðñïçãïýìåíïõ ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå�ç ó÷Ýóç
maxx∈F f(x) = −minx∈F f(−x)êáé íá èÝóïõìå ùò óõíÜñ�çóç êüó�ïõò áêìþí �çí
ij =







−1; áí j = N; (i; N) ∈ E
1; áí i = N; (N; j) ∈ E
0; äéáöïñå�éêÜ :¼óïí áöïñÜ �ïõò ðåñéïñéóìïýò, üðùò áíáöÝñáìå ðñïçãïõìÝíùò, õðïèÝ�ïõìå ü�éõðÜñ÷åé áðåñéüñéó�ç äéáèÝóéìç ðïóü�ç�á ó�çí ðçãÞ, åíþ ó�ïí ðñïïñéóìü äåí õðÜñ÷åéðåñéïñéóìüò ùò ðñïò �çí áðáé�ïýìåíç ðïóü�ç�á. Áõ�ü ðñáê�éêÜ óçìáßíåé ü�é ç ðïóü�ç�áðïõ ìå�áöÝñå�áé áðü �çí ðçãÞ ó�ïí ðñïïñéóìü ðåñéïñßæå�áé ìüíï áðü �éò ÷ùñç�éêü�ç�åò�ùí áêìþí, üðùò áðáé�åß �ï ðñüâëçìá, êáé ü÷é áðü óõãêåêñéìÝíåò äéáèåóéìü�ç�åò Þáðáé�Þóåéò. ÅðïìÝíùò ïé ðåñéïñéóìïß �ïõ ðñïâëÞìá�ïò äéáìå�áêïìéäÞò éó÷ýïõí êáé ó�ïðáñüí ðñüâëçìá ìå a1 = ∞; ai = 0 ∀i 6= 1; bj = 0 ∀j ∈ V:Äåßîáìå ü�é �ï ðñüâëçìá ìÝãéó�çò ñïÞò ìðïñåß íá åêöñáó�åß ùò åéäéêÞ ðåñßð�ùóç �ïõðñïâëÞìá�ïò (1.5) ìå �éò ðáñáðÜíù åðéëïãÝò óõíáñ�Þóåùí êüó�ïõò, äéáèåóéìü�ç�áò êáé



1.14 ÊåöÜëáéï 1. ÅöáñìïãÝò �ñáììéêïý �ñïãñáììá�éóìïýáðáé�Þóåùí. Åíáëëáê�éêÜ ìðïñåß íá ãñáöåß óå êÜðùò áðëïýó�åñç éóïäýíáìç ìïñöÞ ùòåîÞò. Áðü �ïí ïñéóìü �ùí a; b ðñïêýð�åé ü�é ï ðåñéïñéóìüò ñïÞò ãéá �ïí êüìâï 1 ãßíå�áé
∑k:(k;1)∈E xk1 − ∑j:(1;j)∈E x1j ≥ −∞;ðïõ åßíáé ðëåïíáó�éêüò êáé ìðïñåß íá ðáñáëçöèåß, åíþ ïé õðüëïéðïé ðåñéïñéóìïß ñïÞòãßíïí�áé

∑k:(k;i)∈E xki − ∑j:(i;j)∈E xij ≥ 0; i = 2; : : : ; N:ÅðïìÝíùò �ï ð.ã.ð. ìðïñåß éóïäýíáìá íá åêöñáó�åß ùò
max

∑i:(i;N)∈E xiN −
∑j:(N;j)∈E xNjõ.ð. ∑k:(k;i)∈E xki − ∑j:(i;j)∈E xij ≥ 0; i = 2; : : : ; N:xij ≤ vij; (i; j) ∈ Exij ≥ 0; (i; j) ∈ E (1.9)1.4 �ñïâëÞìá�á �ñïãñáììá�éóìïý ÅñãáóßáòÔá ðñïâëÞìá�á áõ�Þò �çò êá�çãïñßáò áó÷ïëïýí�áé ìå �ïí ðñïãñáììá�éó�ìü ðñïóùðéêïýêáé ùñáñßùí óå ìéá å�áéñåßá Þ ïñãáíéóìü ðïõ áðáó÷ïëåß ðïëëïýò åñãáæüìåíïõò êáé Ý÷åéäéáöïñå�éêÝò áíÜãêåò óå ðñïóùðéêü óå äéÜöïñåò ÷ñïíéêÝò ðåñéüäïõò. Ôá ðáñáêÜ�ù äýïðáñáäåßãìá�á åßíáé ÷ñÞóéìá ãéá �çí êá�' áñ÷Þí êá�áíüçóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò.Ùò ðñþ�ï ðáñÜäåéãìá èåùñïýìå Ýíá íïóïêïìåßï ðïõ ðñÝðåé íá ðñïãñáììá�ßóåé �ïíáñéèìü �ïõ íïóçëåõ�éêïý ðñïóùðéêïý óå åâäïìáäéáßá âÜóç. ÅðåéäÞ �ï íïóïêïìåßï êÜ-ðïéåò ìÝñåò åßíáé óå åöçìåñßá êáé êÜðïéåò ü÷é, ïé áíÜãêåò óå ðñïóùðéêü åßíáé ãåíéêÜäéáöïñå�éêÝò êÜèå ìÝñá �çò åâäïìÜäáò. Áðü �çí Üëëç ðëåõñÜ êÜèå åñãáæüìåíïò ó�ï íï-óïêïìåßï Ý÷åé óõíå÷üìåíï ðåíèÞìåñï ùñÜñéï, äçëáäÞ åñãÜæå�áé ðÝí�å óõíå÷üìåíåò ìÝñåòêÜèå åâäïìÜäá êáé �éò Üëëåò äýï ðáßñíåé ñåðü. ÅðåéäÞ �ï íïóïêïìåßï åßíáé óõíÝ÷åéá áíïé-÷�ü, äåí ìðïñïýí üëïé ïé åñãáæüìåíïé íá ðáßñíïõí ñåðü �éò ßäéåò ìÝñåò üðùò ãßíå�áé ð.÷.óå ìéá åìðïñéêÞ å�áéñåßá ðïõ åßíáé êëåéó�Þ �ï óáââá�ïêýñéáêï. ÅðïìÝíùò êÜèå åñãáæü-ìåíïò áíÞêåé óå ìéÜ áðü åð�Ü êá�çãïñßåò ùñáñßïõ (âÜñäéåò), áíÜëïãá ìå �éò ìÝñåò �çòåâäïìÜäáò ðïõ åñãÜæå�áé (ó�çí êá�çãïñßá 1 áíÞêïõí ïé åñãáæüìåíïé áðü Äåõ�Ýñá ìÝ÷ñé�áñáóêåõÞ, ó�çí êá�çãïñßá 2 áõ�ïß áðü Ôñß�ç ìÝ÷ñé ÓÜââá�ï, ê.ï.ê.). ÅðåéäÞ óå êÜðïéåòâÜñäéåò ïé åñãáæüìåíïé áðáó÷ïëïýí�áé ÓÜââá�ï Þ êáé ÊõñéáêÞ, �ï åâäïìáäéáßï êüó�ïò�ïõ íïóïêïìåßïõ ãéá êÜèå åñãáæüìåíï äéáöÝñåé áíÜëïãá ìå �ç âÜñäéá. Ôï ðñüâëçìá �ïõíïóïêïìåßïõ åßíáé íá âñåèåß ðüóïé åñãáæüìåíïé ðñÝðåé íá ðñïóëçöèïýí óå êÜèå âÜñäéáþó�å áöåíüò íá éêáíïðïéïýí�áé ïé áðáé�Þóåéò óå ðñïóùðéêü êÜèå ìÝñá �çò åâäïìÜäáò êáéáö' å�Ýñïõ íá åëá÷éó�ïéðïéçèåß �ï óõíïëéêü êüó�ïò �ùí åñãáæïìÝíùí.�éá Ýíá äåý�åñï ðáñÜäåéãìá, áò èåùñÞóïõìå �ï õðïêá�Üó�çìá ìéáò �ñÜðåæáò ðïõëåé�ïõñãåß ãéá �ï êïéíü áðü 8 ð.ì. Ýùò 8 ì.ì. êÜèå åñãÜóéìç ìÝñá. Áðü ðñïçãïýìåíåòó�á�éó�éêÝò áíáëýóåéò åßíáé ãíùó�ü ü�é ïé áíÜãêåò óå ðñïóùðéêü äéáöÝñïõí áíÜëïãá ìå�çí þñá �çò ìÝñáò (ð.÷. êá�Ü �ï äßùñï 8-10 ì.ì. ÷ñåéÜæå�áé íá ëåé�ïõñãïýí 3 �áìåßá,êá�Ü �ï äßùñï 10-12 6 �áìåßá ê.ï.ê.). Ôï ðñïóùðéêü �çò �ñÜðåæáò åñãÜæå�áé 8 þñåò�ç ìÝñá, áëëÜ óå äéÜöïñåò âÜñäéåò. �éá ðáñÜäåéãìá êÜðïéïé åñãáæüìåíïé áðáó÷ïëïýí�áéóõíå÷üìåíá ó�ï äéÜó�çìá 8 ð.ì.-4 ì.ì., êÜðïéïé áðü �éò 12 Ýùò �éò 8 ì.ì. êáé êÜðïéïé



1.4. �ñïâëÞìá�á �ñïãñáììá�éóìïý Åñãáóßáò 1.15Üëëïé 8 ð.ì. ìå 12 êáé 4 ì.ì. ìå 8 ì.ì. . ÁíÜëïãá ìå �ï ùñÜñéï �ï êüó�ïò ãéá êÜèååñãáæüìåíï ìðïñåß íá äéáöÝñåé. Áí�ßó�ïé÷á ìå �ï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá, �ï ðñüâëçìá�çò �ñÜðåæáò åßíáé íá âñåèåß ðüóïé åñãáæüìåíïé ðñÝðåé íá áðáó÷ïëïýí�áé óå êÜèå âÜñäéáþó�å íá éêáíïðïéïýí�áé ïé áðáé�Þóåéò óå ðñïóùðéêü óå üëç �ç äéÜñêåéá �çò ìÝñáò êáéåðßóçò �ï óõíïëéêü êüó�ïò íá åëá÷éó�ïðïéåß�áé.�éá �ç ìáèçìá�éêÞ äéá�ýðùóç �ïõ ãåíéêïý ðñïâëÞìá�ïò ïñßæïõìå �á ðáñáêÜ�ù. ¸ó�ùü�é ðñÝðåé íá ïñãáíùèïýí �á ùñÜñéá �ïõ ðñïóùðéêïý ìå âÜóç Ýíá ïñßæïí�á ðñïãñáììá-�éóìïý (åâäïìÜäá, çìÝñá, ê.ë.ð.). Ï ïñßæïí�áò äéáéñåß�áé óå m ðåñéüäïõò áíÜëïãá ìå �éòáíÜãêåò óå ðñïóùðéêü (ïé ðåñßïäïé äåí åßíáé áðáñáß�ç�ï íá Ý÷ïõí �ï ßäéï ìÞêïò). ÓåêÜèå ðåñßïäï i = 1; : : : ;m áðáé�åß�áé íá õðÜñ÷ïõí �ïõëÜ÷éó�ïí di Ü�ïìá ðïõ áðáó÷ïëïý-í�áé êá�Ü �ç äéÜñêåéá �çò ðåñéüäïõ. Ïé åñãáæüìåíïé ó�ïí ïñãáíéóìü êá�á�Üóóïí�áé óå nêá�çãïñßåò (âÜñäéåò) áíÜëïãá ìå �ï ùñÜñéï åñãáóßáò �ïõò. Ôï êüó�ïò áíÜ åñãáæüìåíï�çò êá�çãïñßáò j åßíáé ßóï ìå 
j ãéá üëç �ç äéÜñêåéá �ïõ ïñßæïí�á ðñïãñáììá�éóìïý, ãéáj = 1; : : : ; n. ÔÝëïò �ï äéÜó�çìá ó�ï ïðïßï åñãÜæïí�áé ïé åñãáæüìåíïé êÜèå êá�çãïñßáòêáèïñßæå�áé áðü Ýíá ðßíáêá óõí�åëåó�þí aij; i = 1; : : : ;m; j = 1; : : : ; n ðïõ ïñßæïí�áé ùòåîÞòaij =

{

1; áí ï åñãáæüìåíïò ó�ç âÜñäéá i åßíáé äéáèÝóéìïò êá�Ü �çí ðåñßïäï j
0; äéáöïñå�éêÜ :Ó�ïí ïñéóìü �ïõ aij Ý÷ïõìå õðïèÝóåé ü�é áí Ýíáò åñãáæüìåíïò áðáó÷ïëåß�áé óå êÜðïéáðåñßïäï i, �ü�å åßíáé äéáèÝóéìïò ãéá üëç �ç äéÜñêåéá êáé ü÷é ãéá ìÝñïò �çò ðåñéüäïõ. Áõ�üóçìáßíåé ü�é ï ÷ùñéóìüò �ïõ ïñßæïí�á óå ðåñéüäïõò êáé ï êáèïñéóìüò �ùí äéáöüñùí êá-�çãïñéþí ùñáñßïõ Ý÷åé ãßíåé ìå �Ý�ïéï �ñüðï þó�å êÜèå âÜñäéá íá êáëýð�åé Ýíá áêÝñáéïáñéèìü ðåñéüäùí. (�éá ðáñÜäåéãìá ó�çí ðåñßð�ùóç �çò �ñÜðåæáò ðáñáðÜíù, áí ï ïñßæï-í�áò ðñïãñáììá�éóìïý 8 ð.ì. - 8 ì.ì. äéáéñåèåß óå 6 äßùñá, �ü�å ìéá âÜñäéá åðé�ñÝðå�áéíá äéáñêåß áðü �éò 8 ð.ì. Ýùò �éò 4 ì.ì., áëëÜ ü÷é áðü �éò 9 ì.ì. Ýùò �éò 5 ì.ì. ãéá�ß �ü�åèá êÜëõð�å ìÝñïò ìüíï �ïõ äéþñïõ 8 ð.ì. - 10 ì.ì.)Ìå âÜóç �á ðáñáðÜíù, ç ìïí�åëïðïßçóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò ìå ãñáììéêü ðñïãñáììá-�éóìü åßíáé ìÜëëïí ðñïöáíÞò. Ïñßæïõìå ùò ìå�áâëç�Ýò áðüöáóçò �éò ðïóü�ç�åò xj =áñéèìüò åñãáæïìÝíùí ðïõ áðáó÷ïëïýí�áé óýìöùíá ìå �ï ùñÜñéï j, j = 1; : : : ; n. Ôü�å çáí�éêåéìåíéêÞ óõíÜñ�çóç, ðïõ åßíáé �ï óõíïëéêü êüó�ïò åñãáóßáò êá�Ü �ç äéÜñêåéá �ïõïñßæïí�á ðñïãñáììá�éóìïý åßíáé ßóç ìåf(x) =

n
∑j=1


jxj :Ïé ðåñéïñéóìïß áí�áíáêëïýí �éò åëÜ÷éó�åò áðáé�Þóåéò óå ðñïóùðéêü ãéá êÜèå ðåñßïäï�ïõ ïñßæïí�á ðñïãñáììá�éóìïý. Áðü �ïõò ðñïçãïýìåíïõò ïñéóìïýò ðñïêýð�åé ü�é ïáñéèìüò �ùí åñãáæïìÝíùí ðïõ åßíáé äéáèÝóéìïé êá�Ü �ç äéÜñêåéá �çò ðåñéüäïõ i åßíáé ßóïòìå ∑nj=1 aijxj . ÄåäïìÝíçò �çò åëÜ÷éó�çò áðáß�çóçò di, ï ðåñéïñéóìüò ãéá �çí ðåñßäï iãñÜöå�áé n
∑j=1

aijxj ≥ di:



1.16 ÊåöÜëáéï 1. ÅöáñìïãÝò �ñáììéêïý �ñïãñáììá�éóìïýÔåëéêÜ �ï ð.ã.ð. ãñÜöå�áé ùò åîÞò
min

∑nj=1 
jxjõ.ð. ∑nj=1 aijxj ≥ di; i = 1; : : : ;mxj ≥ 0; j = 1; : : : ; n (1.10)1.5 Ôìçìá�éêÜ �ñáììéêÝò Áí�éêåéìåíéêÝò Óõíáñ�ÞóåéòÓ�á ðáñáäåßãìá�á ð.ã.ð. ðïõ åßäáìå ðáñáðÜíù �üóï ç áí�éêåéìåíéêÞ óõíÜñ�çóç üóï êáéïé ðåñéïñéóìïß ðñïÝêõøáí íá Ý÷ïõí ãñáììéêÞ ìïñöÞ áðü �ç öýóç êáé �çí ðåñéãñáöÞ �ïõáí�ßó�ïé÷ïõ ðñïâëÞìá�ïò. ÕðÜñ÷ïõí üìùò ðåñéð�þóåéò ðïõ ìéá Þ ðåñéóóü�åñåò óõíéó�þ-óåò åíüò ðñïâëÞìá�ïò âåë�éó�ïðïßçóçò åßíáé �ìçìá�éêÜ ãñáììéêÝò óõíáñ�Þóåéò, áëëÜðáñ' üë' áõ�Ü �ï ðñüâëçìá ìðïñåß íá åêöñáó�åß ùò ð.ã.ð. ìå �ç âïÞèåéá êá�Üëëçëùíìå�áó÷çìá�éóìþí. Ó' áõ�ü �ï õðïêåöÜëáéï èá äïýìå ðåñéð�þóåéò �ìçìá�éêÜ ãñáììéêþíóõíáñ�Þóåùí ðïõ åðé�ñÝðïõí ìïí�åëïðïßçóç ìå ãñáììéêü ðñïãñáììá�éóìü.Ìéá óõíÜñ�çóç f : IRn → IR �çò ìïñöÞòf(x) = min{d′ix+ ei; i = 1; : : : ; k};üðïõ di ∈ IRn; ei ∈ IR; i = 1; : : : ; k, åßíáé �ìçìá�éêÜ ãñáììéêÞ. Åßíáé åðßóçò êïßëç,üðùò ðñïêýð�åé åýêïëá áðü �ï ËÞììá ** ó�ï �áñÜñ�çìá. ÅðåéäÞ �ï åëÜ÷éó�ï åíüòðåðåñáóìÝíïõ óõíüëïõ éóïý�áé ìå �ï ìåãáëý�åñï áñéèìü ðïõ åßíáé ìéêñü�åñïò Þ ßóïò áðüüëá �á ó�ïé÷åßá �ïõ óõíüëïõ, ãéá äïóìÝíï x ∈ IRn ç f(x) ìðïñåß íá ãñáö�åß ùò ëýóç�ïõ ðáñáêÜ�ù ð.ã.ð. ìå ìüíç ìå�áâëç�Þ áðüöáóçò �ç z:f(x) = max zõ.ð. z ≤ d′ix+ ei; i = 1; : : : ; k:ÅðïìÝíùò Ýíá ðñüâëçìá âåë�éó�ïðïßçóçò �çò ìïñöÞòzPW = max f(x)õ.ð. Ax = bx ≥ 0; (1.11)üðïõ ç f åßíáé �ìçìá�éêÜ ãñáììéêÞ êïßëç óõíÜñ�çóç, ìðïñåß íá åêöñáó�åß ùò ð.ã.ð. ìån + 1 ìå�áâëç�Ýò áðüöáóçò (z;x);x ∈ IRn:zLP = max zõ.ð. Ax = bz ≤ d′ix+ ei; i = 1; : : : ; kx ≥ 0: (1.12)
Ç éóïäõíáìßá ìå�áîý �ùí äýï ðñïâëçìÜ�ùí ðñïêýð�åé áðü �ï ËÞììá 1.2 êáé �çí�ñü�áóç 1.1 ðáñáêÜ�ù.ËÞììá 1.2 ¸ó�ù ü�é �ï ðñüâëçìá (1.12) Ý÷åé âÝë�éó�ç ëýóç (x1; z1). Ôü�å éó÷ýåéz1 = f(x1).



1.5. Ôìçìá�éêÜ �ñáììéêÝò Áí�éêåéìåíéêÝò Óõíáñ�Þóåéò 1.17Áðüäåéîç. ÅðåéäÞ ç ëýóç (x1; z1) ùò âÝë�éó�ç åßíáé åöéê�Þ, éó÷ýåé z1 ≤ d′ix1 + ei; i =
1; : : : ; k, åðïìÝíùò z1 ≤ f(x1). Áò õðïèÝóïõìå ü�é z1 < f(x1). Ôü�å ç ëýóç (x1; f(x1))åßíáé åðßóçò åöéê�Þ êáé ç �éìÞ �çò áí�éêåéìåíéêÞò óõíÜñ�çóçò åßíáé ìåãáëý�åñç áðü z1,åðïìÝíùò ç (x1; z1) äåí åßíáé âÝë�éó�ç, Ü�ïðï. Óõíåðþò, z1 = f(x1). ��ñü�áóç 1.1 Áí Ýíá áðü �á ðñïâëÞìá�á (1.11) êáé (1.12) Ý÷åé âÝë�éó�ç ëýóç �ü�å Ý÷åéêáé �ï Üëëï êáé ïé âÝë�éó�åò ëýóåéò �áõ�ßæïí�áé ó�ï äéÜíõóìá x êáé ó�çí áí�éêåéìåíéêÞóõíÜñ�çóç.Áðüäåéîç. ¸ó�ù ü�é �ï ðñüâëçìá (1.11) Ý÷åé âÝë�éó�ç ëýóç x0 ìå âÝë�éó�ç �éìÞzPW = f(x0). ÅðåéäÞ f(x0) ≤ d′ix0 + ei; i = 1; : : : ; k, ç (x0; zPW ) åßíáé åöéê�Þ ëýóç�ïõ ðñïâëÞìá�ïò (1.12), êáé åðïìÝíùò zLP ≥ zPW . Áò õðïèÝóïõìå ü�é zLP > zPW ,äçëáäÞ õðÜñ÷åé âÝë�éó�ç ëýóç (x1; z1) �ïõ ðñïâëÞìá�ïò (1.12) ìå zLP = z1 > zPW .Áðü �ï ËÞììá 1.2 ðñïêýð�åé ü�é z1 = f(x1). ÅðïìÝíùò ç ëýóç x1 åßíáé åöéê�Þ ëýóçãéá �ï ðñüâëçìá (1.11) êáé f(x1) > zPW , ðïõ åßíáé Ü�ïðï. Óõíåðþò zLP = zPW êáé ç
(x0; zPW ) åßíáé âÝë�éó�ç ëýóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò (1.12).¸ó�ù �þñá ü�é �ï ðñüâëçìá (1.12) Ý÷åé âÝë�éó�ç ëýóç (x1; z1), ìå zLP = z1. Áðü�ï ËÞììá 1.2 ðñïêýð�åé ü�é z1 = f(x1). Ç x1 åßíáé åöéê�Þ ëýóç ó�ï ðñüâëçìá (1.11)åðïìÝíùò zPW ≥ f(x1) = zLP . Áò õðïèÝóïõìå ü�é õðÜñ÷åé êÜðïéá Üëëç åöéê�Þ ëýóç x0�ïõ ðñïâëÞìá�ïò (1.11) ìå f(x0) > zLP . Ôü�å ç ëýóç (x0; f(x0)) åßíáé åöéê�Þ ãéá �ïðñüâëçìá (1.12), ðñÜãìá Ü�ïðï áöïý Ý÷ïõìå õðïèÝóåé ü�é ç âÝë�éó�ç �éìÞ �ïõ (1.12) åßíáéßóç ìå zLP . Óõíåðþò zLP = zPW êáé ç x1 åßíáé âÝë�éó�ç ëýóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò (1.11). �Åí�åëþò áí�ßó�ïé÷ç åßíáé ç ðåñßð�ùóç åëá÷éó�ïðïßçóçò ìéáò �ìçìá�éêÜ ãñáììéêÞòêõñ�Þò óõíÜñ�çóçò g(x);x ∈ IRn, ç ïðïßá ìðïñåß íá åêöñáó�åß ùò �ï ìÝãéó�ï åíüòðåðåñáóìÝíïõ áñéèìïý áööéíéêþí óõíáñ�Þóåùíg(x) = max{d′ix+ ei; i = 1; : : : ; k}: (1.13)¸íá ðñüâëçìá âåë�éó�ïðïßçóçò �çò ìïñöÞòzPW = min g(x)õ.ð. Ax = bx ≥ 0; (1.14)üðïõ ç g åßíáé �ìçìá�éêÜ ãñáììéêÞ êõñ�Þ óõíÜñ�çóç, ìðïñåß íá åêöñáó�åß ùò ð.ã.ð. ìån + 1 ìå�áâëç�Ýò áðüöáóçò (z;x);x ∈ IRn:zLP = min zõ.ð. Ax = bz ≥ d′ix+ ei; i = 1; : : : ; kx ≥ 0: (1.15)

�áñá�çñÞóåéò. 1. Ôï ðñüâëçìá ìåãéó�ïðïßçóçò ìéáò êïßëçò �ìçìá�éêÜ ãñáììé-êÞò óõíÜñ�çóçò (1.11), üðùò êáé �ï óõììå�ñéêü �ïõ (1.11) Ý÷ïõí åíäéáöÝñïõóá åñìçíåßáùò ðñïâëÞìá�á âåë�éó�ïðïßçóçò �ïõ ÷åéñü�åñïõ åíäå÷ïìÝíïõ. ÓõãêåêñéìÝíá áò õðïèÝ-óïõìå ü�é óå Ýíá ðñüâëçìá ìåãéó�ïðïßçóçò êÝñäïõò ìå ìå�áâëç�Ýò áðüöáóçò ðïõ åêöñÜ-æïí�áé áðü �ï äéÜíõóìá x ∈ IRn, ãéá êÜèå åöéê�Þ áðüöáóç x õðÜñ÷ïõí k äéáöïñå�éêÜ



1.18 ÊåöÜëáéï 1. ÅöáñìïãÝò �ñáììéêïý �ñïãñáììá�éóìïýåíäå÷üìåíá ðïõ ìðïñåß íá óõìâïýí ãéá êáèÝíá áðü �á ïðïßá �ï êÝñäïò åßíáé ßóï ìåd′ix + ei; i = 1; : : : ; k. Ï áðïöáóßæùí äåí Ý÷åé �ç äõíá�ü�ç�á íá ðñïóäéïñßóåé ðïéü áðü�á åíäå÷üìåíá èá õëïðïéçèåß. �éá �ï ìïí�Ýëï áõ�ü �ï ðñüâëçìá âåë�éó�ïðïßçóçò (1.11)ìðïñåß íá åñìçíåõèåß ùò ìåãéó�ïðïßçóç �ïõ ìéêñü�åñïõ äõíá�ïý êÝñäïõò áðü êÜèå áðü-öáóç. Ï áðïöáóßæùí äçëáäÞ áêïëïõèåß åí�åëþò óõí�çñç�éêÞ ðïëé�éêÞ, õðïèÝ�ïí�áò ü�é�ï ÷åéñü�åñï äõíá�ü åíäå÷üìåíï èá óõìâåß êáé ðñïóðáèåß íá ìåãéó�ïðïéÞóåé �ï êÝñäïòêÜ�ù áðü áõ�Þ �çí õðüèåóç. Áí�ßó�ïé÷á ãéá �ï ðñüâëçìá (1.14), ìðïñïýìå íá èåùñÞ-óïõìå �çí áí�éêåéìåíéêÞ óõíÜñ�çóç ùò �ï ÷åéñü�åñï äõíá�ü åíäå÷üìåíï êüó�ïõò ðïõ ïáðïöáóßæùí ðñïóðáèåß íá åëá÷éó�ïðïéÞóåé.Ëüãù �çò ðáñáðÜíù åñìçíåßáò �á ðñïâëÞìá�á (1.11) êáé (1.14) áíáöÝñïí�áé ó�çâéâëéïãñáößá �ïõ ãñáììéêïý ðñïãñáììá�éóìïý ùò ðñïâëÞìá�á maximin êáé minimax,áí�ßó�ïé÷á.2. Ó�ç ãåíéêÞ ðåñßð�ùóç ç âåë�éó�ïðïßçóç ìéáò �ìçìá�éêÜ ãñáììéêÞò áí�éêåéìåíéêÞòóõíÜñ�çóçò äåí áíÜãå�áé óå ðñüâëçìá ãñáììéêïý ðñïãñáììá�éóìïý. �éá ðáñÜäåéãìá áòèåùñÞóïõìå �ç óõíÜñ�çóç f : IR → IRf(x) = min{x; 2 − x} =

{ x; x ≤ 1
2 − x; x > 1ðïõ åßíáé �ìçìá�éêÜ ãñáììéêÞ êáé êïßëç. Ôï ðñüâëçìá z1 = max{f(x); 1=2 ≤ x ≤ 2}Ý÷åé âÝë�éó�ç ëýóç x1 = 2 êáé z1 = 1. ¼ðùò Ý÷ïõìå äåé �ï éóïäýíáìï ð.ã.ð. åßíáé

max{z : z ≤ x; z ≤ 2 − x; 1=2 ≤ x ≤ 2} ðïõ Ý÷åé �çí ßäéá âÝë�éó�ç ëýóç. ¼ìùò �ïðñüâëçìá z2 = min{f(x); 1=2 ≤ x ≤ 2} �ï ïðïßï Ý÷åé âÝë�éó�ç ëýóç x2 = 2; z2 = 0,äåí ìðïñåß íá åêöñáó�åß ùò ð.ã.ð.. Áí êá�'áíáëïãßá èåùñÞóïõìå �ï ð.ã.ð. min{z : z ≤x; z ≤ 2 − x; 1=2 ≤ x ≤ 2}, áõ�ü äåí åßíáé éóïäýíáìï �ïõ áñ÷éêïý, êáèþò åßíáé ìÞöñáãìÝíï åíþ �ï áñ÷éêü Ý÷åé âÝë�éó�ç ëýóç.1.5.1 �ñïâëÞìá�á �ñïóÝããéóçò Ó�ü÷ùíÔá ðñïâëÞìá�á áõ�Þò �çò õðïåíü�ç�áò áðï�åëïýí ìéá åéäéêÞ êá�çãïñßá ðñïâëçìÜ�ùíminimax, äçëáäÞ åëá÷éó�ïðïßçóçò ìéáò �ìçìá�éêÜ ãñáììéêÞò êõñ�Þò óõíÜñ�çóçò. ¸ó�ùü�é óå Ýíá ðñüâëçìá áðüöáóçò ìå ìå�áâëç�Ýò x ∈ IRn êáé åöéê�Þ ðåñéï÷Þ ãéá �ï x�ï óýíïëï F , õðÜñ÷ïõí k ðñüóèå�ïé ó�ü÷ïé ðïõ åêöñÜæïí�áé ùò ãñáììéêÝò åîéóþóåéò.ÓõãêåêñéìÝíá æç�åß�áé íá âñåèåß Ýíá äéÜíõóìá áðüöáóçò x ∈ F �Ý�ïéï þó�å�′ix = �i; i = i; : : : ; k;üðïõ �i ∈ IRn; �i ∈ IR; i = 1; : : : ; k.Ïé ðáñáðÜíù åîéóþóåéò áí�éó�ïé÷ïýí óå ãñáììéêïýò ðåñéïñéóìïýò êáé èá ìðïñïý-óáí íá åíóùìá�ùèïýí ó�ïõò ðåñéïñéóìïýò ðïõ ïñßæïõí �çí åöéê�Þ ðåñéï÷Þ F . Ï ëüãïòðïõ åîå�Üæïí�áé ÷ùñéó�Ü åßíáé ü�é �á ðñïâëÞìá�á áõ�Þò �çò êá�çãïñßáò åßíáé óõíÞèùòáíÝöéê�á, äçëáäÞ äåí õðÜñ÷åé ëýóç x ∈ F ðïõ íá éêáíïðïéåß �áõ�ü÷ñïíá êáé üëåò �éòåîéóþóåéò �ùí ó�ü÷ùí. Ó' áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç �ï óýíïëï F áðï�åëåß�áé áðü �ïõò áíå-ëáó�éêïýò ðåñéïñéóìïýò, äçëáäÞ áõ�ïýò ðïõ ðñÝðåé ïðùóäÞðï�å íá éêáíïðïéçèïýí, åíþïé ó�ü÷ïé áí�éðñïóùðåýïõí �ïõò åëáó�éêïýò ðåñéïñéóìïýò, ðïõ åðé�ñÝðå�áé íá ðáñáâéá-ó�ïýí ìå êÜðïéá ðïéíÞ ðïõ ðñïóäéïñßæå�áé ùò åîÞò. Áí ãéá �çí åîßóùóç ó�ü÷ïõ i �ïáñéó�åñü ìÝñïò �′ix õðåñâáßíåé �çí �éìÞ-ó�ü÷ï �i, �ü�å õðÜñ÷åé ìéá ðïéíÞ pi áíÜ ìïíÜäá



1.5. Ôìçìá�éêÜ �ñáììéêÝò Áí�éêåéìåíéêÝò Óõíáñ�Þóåéò 1.19õðÝñâáóçò. Áí�ßó�ïé÷á, áí �ï áñéó�åñü ìÝñïò õðïëåßðå�áé �ïõ �i, ç ðïéíÞ áíÜ ìïíÜäáÝëëåéøçò åßíáé qi. ÅðïìÝíùò ç óõíïëéêÞ ðïéíÞ ãéá �çí áðüêëéóç �ïõ ó�ü÷ïõ i åßíáé ßóçìå �i(x) = pi(�′ix− �i)+ + qi(�′ix− �i)−;üðïõ ãéá w ∈ IR �á w+; w− óõìâïëßæïõí �ï èå�éêü êáé áñíç�éêü ìÝñïò �ïõ w, áí�ßó�ïé÷áw+ = max(w; 0); w− = −min(w; 0) = max(−w; 0):Åßíáé åýêïëï íá åðáëçèåõèïýí ïé �áõ�ü�ç�åòw+; w− ≥ 0; w+w− = 0; w+ − w− = w; w+ + w− = |w|; ∀w ∈ IR:Ìå âÜóç �á ðáñáðÜíù Ýíá ëïãéêü åñþ�çìá ãéá �ï ðáñáðÜíù ðñüâëçìá áðüöáóçò åßíáéíá âñåèåß �ï äéÜíõóìá x ðïõ éêáíïðïéåß �ïõò áíåëáó�éêïýò ðåñéïñéóìïýò êáé åëá÷éó�ïðïéåß�ç óõíïëéêÞ ðïéíÞ ãéá �éò áðïêëßóåéò �ùí åëáó�éêþí ðåñéïñéóìþí. Ïñßæïõìå åðïìÝíùò�ï ðáñáêÜ�ù ðñüâëçìá ðñïóÝããéóçò ó�ü÷ùí (goal programming problem)zGP = min
∑ki=1 �i(x)õ.ð. x ∈ F (1.16)Ó�ï åîÞò èá õðïèÝóïõìå ü�é ïé áíåëáó�éêïß ðåñéïñéóìïß ðïõ ðñïóäéïñßæïõí �ï óýíïëïF åßíáé ãñáììéêïß, åíþ ïé óõí�åëåó�Ýò ðïéíÞò pi; qi ≥ 0; i = 1; : : : ; k. Ó' áõ�Þ �çí ðåñß-ð�ùóç �ï ðñüâëçìá (1.16) ìðïñåß íá åêöñáó�åß ùò ð.ã.ð.. Ôï éóïäýíáìï ð.ã.ð. ìðïñåß íááíáð�õ÷èåß åß�å ùò åéäéêÞ ðåñßð�ùóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò minimax, Þ ìå ìéá íÝá éóïäýíáìçìïí�åëïðïßçóç.�éá íá äåßîïõìå ü�é �ï ðñüâëçìá ðñïóÝããéóçò ó�ü÷ùí áðï�åëåß åéäéêÞ ðåñßð�ùóç�ïõ ðñïâëÞìá�ïò minimax, áñêåß íá áðïäåßîïõìå ü�é ç óõíÜñ�çóç ðïéíÞò �i(x) åßíáé�ìçìá�éêÜ ãñáììéêÞ êáé êõñ�Þ. �áñá�çñïýìå ü�é �üóï ç (�′ix−�i)+ = max(�′ix−�i; 0)üóï êáé ç (�′ix − �i)− = max(−�′ix + �i; 0) åêöñÜæïí�áé ùò �ï ìÝãéó�ï áööéíéêþíóõíáñ�Þóåùí åðïìÝíùò åßíáé �ìçìá�éêÜ ãñáììéêÝò êáé êõñ�Ýò. ÅðåéäÞ pi; qi ≥ 0, �ï ßäéïéó÷ýåé ãéá �çí �i(x), êáé åðïìÝíùò êáé ãéá �çí áí�éêåéìåíéêÞ óõíÜñ�çóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò(1.16).Ç áí�éêåéìåíéêÞ óõíÜñ�çóç ∑ki=1 �i(x) ìðïñåß íá ãñáö�åß ó�ç ìïñöÞ (1.13), äçëáäÞùò ìÝãéó�ï åíüò ðåðåñáóìÝíïõ áñéèìïý áööéíéêþí óõíáñ�Þóåùí, êáé åðïìÝíùò �ï ðñü-âëçìá (1.16) íá åêöñáó�åß ùò ð.ã.ð. �çò ìïñöÞò (1.15). ¼ìùò ç Ýêöñáóç áõ�Þ åßíáéáñêå�Ü ðïëýðëïêç êáèþò ï áñéèìüò �ùí áööéíéêþí óõíáñ�Þóåùí ðïõ åìðëÝêïí�áé ó�çíáí�éêåéìåíéêÞ óõíÜñ�çóç åßíáé ßóïò ìå 2k. �áñáêÜ�ù ðáñïõóéÜæïõìå Ýíá åíáëëáê�éêüìïí�Ýëï ãñáììéêïý ðñïãñáììá�éóìïý ãéá �ï ðñüâëçìá ðñïóÝããéóçò ó�ü÷ùí ðïõ ïäçãåßóå áðëïýó�åñá ðñïâëÞìá�á êáé Ý÷åé áõ�ï�åëÝò åíäéáöÝñïí.Áöïý åðé�ñÝðïõìå ó�ïõò åëáó�éêïýò ðåñéïñéóìïýò ó�ü÷ùí íá ìçí éêáíïðïéïýí�áéáêñéâþò, �ïõò ãñÜöïõìå ó�ç ìïñöÞ�′ix− ui + vi = �i; i = i; : : : ; k (1.17)üðïõ ïé íÝåò ìå�áâëç�Ýò ui; vi ≥ 0. Ïé ui; vi èõìßæïõí �éò ðåñéèþñéåò ìå�áâëç�Ýò ðïõ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ãéá �ç ìå�á�ñïðÞ åíüò ð.ã.ð. óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ, ìå �ç äéáöïñÜ ü�éåäþ åîõðçñå�ïýí äéáöïñå�éêü óêïðü êáé õðÜñ÷ïõí äýï ðåñéèþñéåò ìå�áâëç�Ýò ãéá êÜèå



1.20 ÊåöÜëáéï 1. ÅöáñìïãÝò �ñáììéêïý �ñïãñáììá�éóìïýðåñéïñéóìü. �éá êÜèå x ç åîßóùóç (1.17) Ý÷åé Üðåéñåò ëýóåéò ùò ðñïò ui; vi, êáé óõãêå-êñéìÝíá ui = (�′ix− �i)+ + �i; vi = (�′ix− �i)− + �i; (1.18)ãéá ïðïéïäÞðï�å �i ≥ 0.Èåùñïýìå �þñá �ï ðáñáêÜ�ù ð.ã.ð.zGLP = min
∑ki=1(piui + qivi)õ.ð. �′ix− ui + vi = �i; i = 1; : : : ; kx ∈ Fui; vi ≥ 0; i = 1; : : : ; k (1.19)

Ìå âÜóç �á ðáñáðÜíù, áí F 6= ∅, �ü�å �ï ðñüâëçìá (1.19) åßíáé ðÜí�á åöéê�ü. Åðß-óçò, åðåéäÞ ç áí�éêåéìåíéêÞ óõíÜñ�çóç åßíáé ìç áñíç�éêÞ, åßíáé êáé öñáãìÝíï, åðïìÝíùòÝ÷åé ðÜí�á âÝë�éó�ç ëýóç. �éá íá äåßîïõìå ü�é åßíáé éóïäýíáìï ìå �ï ðñüâëçìá ðñïóÝããé-óçò ó�ü÷ùí (1.16), áñêåß íá ðáñá�çñÞóïõìå ü�é, åðåéäÞ ïé óõí�åëåó�Ýò pi; qi; i = 1; : : : ; kåßíáé ìÞ áñíç�éêïß, áðü �éò ëýóåéò �çò ìïñöÞò (1.18), ç áí�éêåéìåíéêÞ óõíÜñ�çóç åëá÷é-ó�ïðïéåß�áé ãéá �i = 0. ÅðïìÝíùò ó�ç âÝë�éó�ç ëýóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò (1.19) èá éó÷ýåéui = (�′ix− �i)+ êáé vi = (�′ix− �i)−, i = 1; : : : ; k.1.6 ÁóêÞóåéò¢óêçóç 1.1 Èåùñïýìå Ýíá ðñüâëçìá ðáñáãùãÞò n ðñïúüí�ùí óå ìéá ðåñßïäï. ÔïêÝñäïò áíÜ ìïíÜäá �ïõ ðñïúüí�ïò j åßíáé ßóï ìå 
j ; j = 1; : : : ; n. �éá �çí ðáñáãùãÞ÷ñçóéìïðïéïýí�áé m äéáöïñå�éêÜ ìç÷áíÞìá�á êáé üëá �á ðñïúüí�á ðñÝðåé íá ðåñÜóïõíáðü üëá �á ìç÷áíÞìá�á. ÓõãêåêñéìÝíá êÜèå ðñïúüí j áðáé�åß ÷ñüíï aij óå êÜèå ìç-÷Üíçìá i áíÜ ìïíÜäá ðáñáãüìåíçò ðïóü�ç�áò. Ôï ìç÷Üíçìá i åßíáé äéáèÝóéìï ãéá bi÷ñïíéêÝò ìïíÜäåò ìÝóá ó�çí ðåñßïäï ðñïãñáììá�éóìïý. Íá áíáð�õ÷èåß Ýíá ð.ã.ð. ãéá�çí åýñåóç �ïõ ó÷åäßïõ ðáñáãùãÞò ðïõ ìåãéó�ïðïéåß �ï óõíïëéêü êÝñäïò.¢óêçóç 1.2 Èåùñïýìå Ýíá ðñüâëçìá ðáñáãùãÞò n ðñïúüí�ùí óå ìéá ðåñßïäï. ÔïêÝñäïò áíÜ ìïíÜäá �ïõ ðñïúüí�ïò j åßíáé ßóï ìå 
j ; j = 1; : : : ; n. �éá �çí ðáñáãùãÞ÷ñçóéìïðïéïýí�áé m äéáöïñå�éêÜ ìç÷áíÞìá�á. ÊÜèå ðñïúüí ðñÝðåé íá ðáñá÷èåß óå Ýíá(ïðïéïäÞðï�å) áðü �á ìç÷áíÞìá�á. ÓõãêåêñéìÝíá ìéá ðïóü�ç�á �ïõ ðñïúüí�ïò j ðïõ ðá-ñÜãå�áé ó�ï ìç÷Üíçìá i áðáé�åß ÷ñüíï åðåîåñãáóßáò ßóï ìå aij áíÜ ìïíÜäá. Ç ðáñáãùãÞìéáò ðïóü�ç�áò ðñïúüí�ïò ìðïñåß íá ãßíåé �ìçìá�éêÜ óå äéáöïñå�éêÜ ìç÷áíÞìá�á. Ôïìç÷Üíçìá i åßíáé äéáèÝóéìï ãéá bi ÷ñïíéêÝò ìïíÜäåò ìÝóá ó�çí ðåñßïäï ðñïãñáììá�éóìïý.Íá áíáð�õ÷èåß Ýíá ð.ã.ð. ãéá �çí åýñåóç �ïõ ó÷åäßïõ ðáñáãùãÞò ðïõ ìåãéó�ïðïéåß �ïóõíïëéêü êÝñäïò.¢óêçóç 1.3 Ôï ðáñáêÜ�ù ðñüâëçìá äéá÷åßñéóçò êåöáëáßïõ (
apital budgeting prob-lem) åßíáé áí�éðñïóùðåõ�éêü ìéáò åõñý�åñçò êá�çãïñßáò ðñïâëçìÜ�ùí âåë�éó�ïðïßóçòåðåíäýóåùí ðïõ áðï�åëïýí ìÝñïò �çò ÷ñçìá�ïïéêïíïìéêÞò áíÜëõóçò. ÕðïèÝ�ïõìå ü�éìéá å�áéñßá Ý÷åé �ç äõíá�ü�ç�á íá åðåíäýóåé óå n äéáèÝóéìá åðåíäõ�éêÜ ðñïãñÜììá�á.ÊÜèå ðñüãñáììá åßíáé ìéá áõ�ï�åëÞò ïí�ü�ç�á ðïõ áðáé�åß äÝóìåõóç T ÷ñïíéêþí ðå-ñéüäùí. Ç å�áéñßá ìðïñåß íá åðåíäýóåé óå ïðïéïäÞðï�å êëÜóìá �ïõ êÜèå ðñïãñÜììá�ïò



1.6. ÁóêÞóåéò 1.21åðéèõìåß (ð.÷. áí áíáëÜâåé 30% �ïõ ðñþ�ïõ ðñïãñÜììá�ïò, èá Ý÷åé õðï÷ñÝùóç íá êá-�áâÜëëåé �ï 30% �ùí áðáé�ïýìåíùí ÷ñçìá�ïäï�Þóåùí ãéá �éò åðüìåíåò T ðåñéüäïõò êáéèá åéóðñÜ��åé �ï 30% üëùí �ùí åéóñïþí áðü áõ�ü �ï ðñüãñáììá ìÝóá ó�ï ßäéï ÷ñïíéêüäéÜó�çìá). ÊÜèå ðñüãñáììá j êá�Ü �ç äéÜñêåéá �çò ðåñéüäïõ i äçìéïõñãåß ìéá ÷ñçìá-�ïññïÞ ßóç ìå aji (èå�éêÞ áí ç å�áéñåßá åéóðñÜ��åé áðü �ï ðñüãñáììá êáé áñíç�éêÞ áí �ï÷ñçìá�ïäï�åß), i = 1; : : : ; T; j = 1; : : : ; n. Ó�ï �Ýëïò �ïõ ïñßæïí�á T êÜèå ðñüãñáììáj áðïöÝñåé ìéá �åëéêÞ áðüäïóç ßóç ìå 
j (áõ�Þ èá ìðïñïýóå íá ðåñéëáìâÜíåé êáé �çíðáñïýóá áîßá åíäå÷üìåíùí ìåëëïí�éêþí åóüäùí áðü �ç ëåé�ïõñãßá �ïõ ðñïãñÜììá�ïòêáé ìå�Ü �ï �Ýëïò �ïõ ïñßæïí�á åðÝíäõóçò).Åê�üò áðü �çí åðÝíäõóç ó�á äéÜöïñá åðåíäõ�éêÜ ðñïãñÜììá�á, ç å�áéñßá Ý÷åé �çäõíá�ü�ç�á íá äáíåßæå�áé áðü Þ íá áðï�áìéåýåé ó�çí �ñÜðåæá ïðïéïäÞðï�å ÷ñçìá�éêüðïóü ãéá ìéá ðåñßïäï. Ôï åðé�üêéï äáíåéóìïý êáé êá�áèÝóåùí åßíáé ßóï ìå r áíÜ ðåñßïäï.(Áõ�ü óçìáßíåé ü�é áí Ýíá ðïóü y áðï�áìéåõèåß ó�çí áñ÷Þ ìéáò ðåñéüäïõ, �ü�å ó�çí áñ÷Þ�çò åðüìåíçò ðåñéüäïõ ç å�áéñåßá èá åéóðñÜîåé ðïóü ßóï ìå y(1 + r), êáé áí�ßó�ïé÷á ãéáäáíåéóìü). ÔÝëïò ãéá êÜèå ðåñßïäï i = 1; : : : ; T ç å�áéñßá ðñïâëÝðå�áé íá Ý÷åé Ýóïäási áðü åîùãåíåßò ðçãÝò, �á ïðïßá ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéÞóåé ãéá �ç ÷ñçìá�ïäü�çóç �ùíåðåíäõ�éêþí ðñïãñáììÜ�ùí Þ/êáé ãéá áðï�áìßåõóç �çí ßäéá ðåñßïäï.Íá áíáð�õ÷èåß Ýíá ð.ã.ð. ãéá �ç ìåãéó�ïðïßçóç �ïõ �åëéêïý êÝñäïõò �çò å�áéñßáò(�ï �åëéêü êÝñäïò ðñïÝñ÷å�áé áðü �çí áðüäïóç �ùí ðñïãñáììÜ�ùí êáé áðü �ï ðïóü ðïõâñßóêå�áé áðï�áìéåõìÝíï ó�çí �ñÜðåæá ó�ï �Ýëïò �ïõ ïñßæïí�á).¢óêçóç 1.4 Èåùñïýìå Ýíá äßê�õï ìå óýíïëï êüìâùí N êáé óýíïëï áêìþí E. Ôïäßê�õï ÷ñçóéìïðïéåß�áé ãéá �çí �áõ�ü÷ñïíç ìå�áöïñÜ K äéáöïñå�éêþí ðñïúüí�ùí. Ôïðñïúüí k Ý÷åé âÜñïò dk áíÜ ìïíÜäá, k = 1; : : : ; n. Óå êÜèå êüìâï i õðÜñ÷åé äéáèÝóéìçðïóü�ç�á aik ìïíÜäùí êáé åîù�åñéêÝò áðáé�Þóåéò ãéá bik ìïíÜäåò áðü êÜèå ðñïúüí k.Ç óõíïëéêÞ äõíáìéêü�ç�á êÜèå áêìÞò (i; j) ∈ E åßíáé vij ìïíÜäåò âÜñïõò. Ôï êüó�ïòáíÜ ìïíÜäá ðñïúüí�ïò k ðïõ ìå�áöÝñå�áé êá�Ü ìÞêïò �çò áêìÞò (i; j) åßíáé ßóï ìå 
ijk.Íá ìïí�åëïðïéçèåß Ýíá ðñüâëçìá äéáìå�áêïìéäÞò ãéá �çí åëá÷éó�ïðïßçóç �ïõ óõíïëéêïýêüó�ïõò ìå�áöïñÜò, áí�ßó�ïé÷ï áõ�ïý �çò åíü�ç�áò 1.3.1.¢óêçóç 1.5 Íá äåé÷èåß ü�é êÜèå ìç éóïññïðçìÝíï ðñüâëçìá ìå�áöïñÜò ìðïñåß ìå êá-�Üëëçëï ìå�áó÷çìá�éóìü íá ìå�á�ñáðåß óå Ýíá éóïäýíáìï éóïññïðçìÝíï ðñüâëçìá ìå�á-öïñÜò.¢óêçóç 1.6 Óå Ýíá ðñüâëçìá ðáñáãùãÞò T ðåñéüäùí üðùò ðåñéãñÜöå�áé ó�çí åíü�ç�á1.2.2 õðïèÝ�ïõìå ü�é õðÜñ÷åé Ýíá åðéèõìç�ü åðßðåäï ðáñáãùãÞò óå êÜèå ðåñßïäï ßóï ìå�ï ìÝóï üñï �çò æÞ�çóçò êá�Ü �ç äéÜñêåéá �ïõ ïñßæïí�á (áõ�ü óçìáßíåé ðñáê�éêÜ ü�éãéá ëüãïõò ïéêïíïìßáò ç å�áéñßá èá Þèåëå íá åîïìáëýíåé �ç äéáäéêáóßá ðáñÜãïí�áò �çíßäéá ðïóü�ç�á óå êÜèå ðåñßïäï). Áðïêëßóåéò áðü áõ�Þ �ç ó�áèåñÞ ðïóü�ç�á ðáñáãùãÞòóõíåðÜãïí�áé åðéðëÝïí êüó�ïò. Íá óõæç�çèåß ðþò ìðïñåß áõ�ü �ï íÝï ó�ïé÷åßï íá óõ-ìðåñéëçöèåß ó�ï ìïí�Ýëï ð.ã.ð. ðïõ Ý÷åé Þäç áíáð�õ÷èåß. Íá ïñéó�ïýí üóåò åðéðëÝïíðáñÜìå�ñïé åßíáé áðáñáß�ç�åò.¢óêçóç 1.7 Èåùñïýìå ìéá áðëïðïéçìÝíç ìïñöÞ åíüò áðü �á ðéï ÷áñáê�çñéó�éêÜ ðñï-âëÞìá�á ðáñáãùãÞò óå ðåñéâÜëëïí áâåâáéü�ç�áò, ðïõ áíáöÝñå�áé ó�ç âéâëéïãñáößá ùòðñüâëçìá �ïõ åöçìåñéäïðþëç (newsvendor problem). �ñüêåé�áé ãéá ðñüâëçìá ðáñáãù-ãÞò åíüò ðñïúüí�ïò êáé ìéáò ðåñéüäïõ. Ôï ìïíáäéáßï êüó�ïò ðáñáãùãÞò åßíáé ßóï ìå 
 êáé



1.22 ÊåöÜëáéï 1. ÅöáñìïãÝò �ñáììéêïý �ñïãñáììá�éóìïýç ìïíáäéáßá �éìÞ ðþëçóçò ßóç ìå r. Ç æÞ�çóç D åßíáé �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ ðïõ áêïëïõèåßäéáêñé�Þ êá�áíïìÞ ìå ðåðåñáóìÝíï ðåäßï �éìþí êáé óõíÜñ�çóç ðéèáíü�ç�áòp(k) = P(D = k); k = 0; : : : ;M:Ç ðïóü�ç�á ðáñáãùãÞò x êáèïñßæå�áé ðñéí ãßíåé ãíùó�Þ ç æÞ�çóç. Áí ðñïêýøåé D < k,�ü�å ç ðïóü�ç�á ðïõ èá ðùëçèåß åßíáé ßóç ìå D, åíþ ç áäéÜèå�ç ðïóü�ç�á äåí Ý÷åé áîßáãéá �çí å�áéñåßá. Áí ðñïêýøåé D > x, �ü�å ïé ðùëÞóåéò åßíáé ßóåò ìå x åíþ ç æÞ�çóç ðïõäåí éêáíïðïéåß�áé äåí åðéöÝñåé ðñïöáíþò Ýóïäá, áëëÜ ïý�å åðéðëÝïí ðïéíÝò.(á) Íá åêöñáó�åß �ï áíáìåíüìåíï êÝñäïò ùò óõíÜñ�çóç �çò ðïóü�ç�áò ðáñáãùãÞò xêáé íá äåé÷èåß ü�é åßíáé �ìçìá�éêÜ ãñáììéêÞ êïßëç óõíÜñ�çóç �ïõ x.(â) Íá ìïí�åëïðïéçèåß Ýíá ð.ã.ð. ãéá �çí åýñåóç �çò ðïóü�ç�áò ðáñáãùãÞò ðïõ ìåãé-ó�ïðïéåß �ï áíáìåíüìåíï êáèáñü êÝñäïò.¢óêçóç 1.8 Èåùñïýìå �ï ðáñáêÜ�ù ðñüâëçìá âåë�éó�ïðïßçóçò
min

∑ni=1 
i|xi|õ.ð. Ax = büðïõ õðïèÝ�ïõìå 
i ≥ 0; i = 1; : : : ; n. Íá åêöñáó�åß ùò ð.ã.ð.¢óêçóç 1.9 Íá ðåñéãñáöåß ðþò áëëÜæåé ç ìïí�åëïðïßçóç åíüò ðñïâëÞìá�ïò ðñïóÝããé-óçò ó�ü÷ùí ü�áí êÜðïéïé åëáó�éêïß ðåñéïñéóìïß åßíáé �çò ìïñöÞò �′ix ≤ �i Þ �′ix ≥ �i.¢óêçóç 1.10 �éá �ï ðñüâëçìá �çò åíü�ç�áò 1.5.1 íá äåé÷èåß ü�é, áí �ï óýó�çìá �ùíåëáó�éêþí êáé áíåëáó�éêþí ðåñéïñéóìþí Ý÷åé åöéê�Ýò ëýóåéò, �ü�å êÜèå åöéê�Þ ëýóç åßíáéâÝë�éó�ç ãéá �ï ðñüâëçìá (1.19).¢óêçóç 1.11 Èåùñïýìå �ï óýó�çìá ãñáììéêþí åîéóþóåùíAx = bðïõ ó�ç ãåíéêÞ ðåñßð�ùóç ìðïñåß íá ìçí Ý÷åé êáìéÜ ëýóç. Íá ãñáöåß ùò ð.ã.ð. �ïðñüâëçìá åëá÷éó�ïðïßçóçò1. �çò íüñìáò ||Ax− b||12. �çò íüñìáò ||Ax− b||∞.
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