
Μεταπτυχιακό Πρόγραµµα Ειδίκευσης 

 στη Στατιστική και την Επιχειρησιακή Έρευνα  

Μάθηµα: Στοχαστικές Ανελίξεις 

 

Ασκήσεις στην Ανανεωτική Θεωρία  

 

1. Έστω απλή απαριθµήτρια ανανεωτική διαδικασία )}({ tN  µε συνεχή 

κατανοµή ενδιάµεσων χρόνων )(tF  µε πεπερασµένες µέση τιµή τ και 

διασπορά 2σ . 

(α) Έστω )]1)()...(2)()(1)()(([)( +−−−= ktNtNtNtNEtmk , 1≥k , η k-οστή 

παραγοντική ροπή της )(tN , ενώ για 0=k   ορίζουµε 1)(0 =tm . Να 

αποδείξετε ότι  
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Ακολούθως να εκφράσετε το µετασχηµατισµό Laplace-Stieltjes 
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k  της )(tmk  συναρτήσει του µετασχηµατισµού )(*
sF  

της )(tF . 

(β) Έστω )(1)()( tNtN SStX −= +  ο t-εξαρτωµένος ενδιάµεσος χρόνος τη στιγµή 

t. ∆ιατυπώστε µια ανανεωτική εξίσωση για τη )]([ tXE . Βρείτε το 

)]([lim tXEt ∞→ . 

(γ) Θεωρούµε µια νέα διαδικασία )}({ tM  που δηµιουργείται ως εξής: Κάθε 

γεγονός της αρχικής διαδικασίας )}({ tN  καταγράφεται µε πιθανότητα p ή 

αγνοείται µε πιθανότητα p−1 , ανεξάρτητα από οτιδήποτε άλλο και )(tM  

είναι ο αριθµός των καταγεγραµµένων γεγονότων µέχρι τη στιγµή t.  Είναι 

η )}({ tM  ανανεωτική διαδικασία; Να υπολογιστεί ο µετασχηµατισµός 

Laplace-Stieltjes της )]([ tME  συναρτήσει του µετασχηµατισµού )(*
sF  

της )(tF  και του p. 

 

2. Έστω )}({ 1 tN  απλή ανανεωτική διαδικασία µε κατανοµή ενδιάµεσων χρόνων 

)(1 xF  και )}({ 2 tN  διαδικασία Poisson µε ρυθµό λ (δηλαδή η )}({ 2 tN  είναι 

απλή ανανεωτική διαδικασία µε εκθετική κατανοµή ενδιάµεσων χρόνων µε  

ρυθµό λ), ανεξάρτητη της )}({ 1 tN . Έστω )(1
)( tNSttZ −=  ο αναδροµικός 

χρόνος (παρελθών χρόνος ή ηλικία) ανανέωσης τη στιγµή t και 

tStY tN −= +1)(1
)(  ο προδροµικός χρόνος (υπολειπόµενος χρόνος) ανανέωσης 

τη στιγµή t, για την )}({ 1 tN .  

(α) Να υπολογίσετε τα όρια 
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συναρτήσει της µέσης τιµής τ και της διασποράς 2σ  της )(1 xF . 



(β) Στην περίπτωση που η κατανοµή )(1 xF είναι η κατανοµή Γάµµα (Erlang) 

µε παραµέτρους µ,k , δηλ. συνάρτηση πυκνότητας 
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να βρεθεί η κατανοµή του αριθµού των γεγονότων που συµβαίνουν στη 

)}({ 2 tN  µέχρι να συµβεί το πρώτο γεγονός της )}({ 1 tN . Επίσης, να 

βρεθεί η ))(( 1 ntNP = .  

 

3. Έστω η απαριθµήτρια ανανεωτική διαδικασία )}({ tN  µε κατανοµή 

ενδιάµεσων χρόνων µεταξύ των γεγονότων την οµοιόµορφη κατανοµή στο 

(0,1). Να αποδειχτεί ότι η αντίστοιχη ανανεωτική συνάρτηση )]([)( tNEtm =  

δίνεται από τον τύπο .10 για,1)( <<−= tetm
t  

 

4. Έστω απαριθµήτρια ανανεωτική διαδικασία )}({ tN  µε κατανοµή ενδιάµεσων 

χρόνων µεταξύ των γεγονότων )(xF  και ανανεωτική συνάρτηση 

)].([)( tNEtm =  Θεωρούµε τη συνάρτηση .0],))([()( 2 ≥= ttNEtg   

(α) Να διατυπωθεί µια ανανεωτική εξίσωση για την ).(tg  

(β) Να αποδειχθεί ότι ∫ −+=
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