
Μεταπτυχιακό Πρόγραµµα Ειδίκευσης 

 στη Στατιστική και την Επιχειρησιακή Έρευνα  

Μάθηµα: Στοχαστικές Ανελίξεις 

 

Ασκήσεις στις Μαρκοβιανές Αλυσίδες ∆ιακριτού Χρόνου  

 

1. Έστω }{ nX  µια Μαρκοβιανή αλυσίδα διακριτού χρόνου µε πιθανότητες 

µετάβασης 1
1,
=−rrp  για 1≥r  και rr fp =

0  για 0≥r , όπου 

),1,0:( K=rfr  είναι συνάρτηση πιθανότητας (δηλαδή 0≥rf  για 0≥r  

και 1
0

=∑
∞

=r rf ) µε 0
0
=f .  Να βρείτε µια ικανή και αναγκαία συνθήκη 

για την ),1,0:( K=rfr  ώστε η }{ nX  να είναι θετικά επαναληπτική και 

στην περίπτωση αυτή να βρεθεί η στάσιµη κατανοµή της. 

 

2. Μια αράχνη κινείται τυχαία µεταξύ των κορυφών του ιστού της που είναι 

πλεγµένος µε r ακτίνες και s κύκλους. Π.χ. σχηµατικά η περίπτωση 

2,6 == sr  είναι ως εξής: 

                                                               

Αν η αράχνη είναι στο κέντρο, τότε είναι εξίσου πιθανό να κινηθεί κατά 

µήκος οποιαδήποτε ακτίνας σε γειτονική κορυφή. Αν είναι σε κάποια από 

τις εσωτερικές κορυφές, τότε είναι εξίσου πιθανό να µετακινηθεί σε 

κάποια από τις τέσσερις γειτονικές κορυφές και αν είναι στην περίµετρο, 

τότε είναι εξίσου πιθανό να µετακινηθεί σε κάποια από τις τρεις γειτονικές 

κορυφές. Βρείτε: 

(α) Το µέσο αριθµό κινήσεων για να φτάσει η αράχνη στην περίµετρο 

ξεκινώντας από το κέντρο του ιστού. 

(β) Το µέσο αριθµό κινήσεων για να φτάσει η αράχνη στο κέντρο του 

ιστού ξεκινώντας από κάποιο σηµείο της περιµέτρου.               

 

3. ∆υο γειτονικά δοχεία 1C  και 2C  περιέχουν το καθένα m σφαιρίδια. Από 

τα συνολικά m2  σφαιρίδια, m είναι λευκά και m είναι µαύρα. Στις 

διαδοχικές χρονικές στιγµές K,2,1=t  ένα σφαιρίδιο επιλέγεται τυχαία 

από κάθε δοχείο. Κατόπιν τα σφαιρίδια ανταλλάσσονται µεταξύ των 

δοχείων. Έστω nX  ο αριθµός των λευκών σφαιριδίων στο δοχείο 1C  µετά 

από τη στιγµή t (δηλαδή µετά την t-οστή ανταλλαγή). ∆είξτε ότι η }{ nX  



είναι Μαρκοβιανή αλυσίδα, βρείτε τις πιθανότητες µετάβασής της και τη 

στάσιµη κατανοµή της. 

 

4. Μια µαϊµού πληκτρολογεί γράµµατα σε µια γραφοµηχανή που έχει µόνο 

τα 24 γράµµατα του Ελληνικού αλφάβητου, πατώντας πλήκτρα εντελώς 

τυχαία (δηλαδή σύµφωνα µε την οµοιόµορφη κατανοµή στο σύνολο {Α, 

Β, ..., Ω}). Να βρείτε τον αριθµό γραµµάτων που απαιτούνται κατά µέσο 

όρο µέχρι να εµφανιστεί για πρώτη φορά η λέξη (ακολουθία γραµµάτων) 

(α) ΑΠΛΕΣ 

(β) ΑΠΑΛΑ 

(γ) ΑΝΑΝΑ 

 

5. ∆ίνεται η Μαρκοβιανή αλυσίδα διακριτού χρόνου }{ nX  µε πίνακα 

πιθανοτήτων µετάβασης 
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όπου 0, >jj ab  για K,1,0=j  και .1
00

==∑∑
∞

=

∞

= j jj j ab  Να βρεθεί ικανή 

και αναγκαία συνθήκη για τις συναρτήσεις πιθανότητας ),1,0:( K=jb j  

και ),1,0:( K=ja j  ώστε η }{ nX  να είναι θετικά επαναληπτική. Στην 

περίπτωση αυτή να βρεθεί η πιθανογεννήτρια της στάσιµης κατανοµής 

της. 

 

6. Ένα ράφι έχει µια βιβλιοθήκη µε b βιβλία, αριθµηµένα από το 1 ως το b. Σε 

κάθε περίπτωση που παίρνουµε ένα βιβλίο από το ράφι, η πιθανότητα να 

επιλέξουµε το βιβλίο n είναι ,0)( >ns  ,1 bn ≤≤  ανεξάρτητα από τις 

προηγούµενες επιλογές µας ( 1)(
1

=∑ =

b

n
ns ). Πριν πάρουµε ένα νέο βιβλίο από 

το ράφι, επιστρέφουµε το προηγούµενο το οποίο τοποθετείται πάντα στην 

πρώτη θέση αριστερά από όλα τα άλλα βιβλία του ραφιού.  Έστω 

),,,(
21 br jjjX K=  η διάταξη των βιβλίων µετά την  r-οστή επιλογή και 

επιστροφή βιβλίου. ∆είξτε ότι η )( rX  είναι αδιαχώριστη απεριοδική 

Μαρκοβιανή αλυσίδα µε στάσιµη κατανοµή 
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