
Μεταπτυχιακό Πρόγραµµα Ειδίκευσης 

 στη Στατιστική και την Επιχειρησιακή Έρευνα  

Μάθηµα: Στοχαστικές Ανελίξεις 

 

Ασκήσεις στα Martingales  

 

 

1. Θεωρούµε την ακόλουθη Μαρκοβιανή διαδικασία διακριτού χρόνου µε χώρο 

καταστάσεων το (0,1): Αν η διαδικασία βρίσκεται στο )1,0(∈p  σε κάποιο 

βήµα, τότε στο επόµενο βήµα θα πηδήσει στην κατάσταση p)1( αα −+  µε 

πιθανότητα p ή στην κατάσταση p)1( α−  µε πιθανότητα p−1 , όπου 

)1,0(∈α  είναι κάποια δοσµένη σταθερά. Αποδείξτε ότι η διαδικασία αυτή 

είναι martingale. 

 

2. Θεωρούµε µια κλαδωτή διαδικασία µε µετανάστευση },2,1,0:{ K=nWn , 

δηλαδή nW  είναι το µέγεθος στην αρχή της γενιάς n σε ένα µοντέλο 

ανάπτυξης πληθυσµού που εξελίσσεται ως 
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όπου η nY  αντιστοιχεί στη µετανάστευση κατά τη γενιά n και inX ,  είναι ο 

αριθµός των απογόνων του i ατόµου της γενιάς n, nWi K,2,1= . Οι τυχαίες 

µεταβλητές nY  και inX , , nWi K,2,1=  θεωρούνται ανεξάρτητες και 

υποθέτουµε ότι λ=][ nYE  και mXE in =][ , . Να αποδείξετε ότι  

(i) Αν 1≠m  τότε 








−

−
−= −

m

m
WmZ

n

n

n

n
1

1
λ  είναι martingale. 

(ii) Αν 1=m  τότε nWZ nn λ−=  είναι martingale. 

 

3. Έστω }{ nX  µια Μαρκοβιανή αλυσίδα µε πιθανότητες µετάβασης 

)!/(1 ijepij −= −
 για K,2,1,0=i  και K,1, += iij . Αποδείξτε ότι οι 

ακόλουθες διαδικασίες είναι martingales: 

(i) η }{ nY  µε K,2,1, =−= nnXY nn  

(ii) η }{ nU  µε K,2,1,2 =−= nnYU nn  

(iii) η }{ nV  µε K,2,1)},1(exp{ =−−= nenXV nn  

  

4. Έστω K,3,2,1, =iYi  ανεξάρτητες και ισόνοµες τυχαίες µεταβλητές µε 

)1,0(]1Pr[ ∈== pYi  και pqYi −==−= 1]1Pr[ ,  µε qp ≠ . Έστω a,b θετικοί 

ακέραιοι. Ορίζουµε τον µη συµµετρικό απλό τυχαίο περίπατο }{ nS  µε 00 =S  

και nn YYYS +++= K21 , 1≥n  και έστω Τ  η στιγµή που για πρώτη φορά η 

}{ nS  µπαίνει στο a−  ή στο b, δηλαδή, 

} ή :min{ baSnT n −== . 



Αποδείξτε ότι  διαδικασία  }{ nX  µε nS

n pqX )/(=  είναι martingale. Κατόπιν 

να βρεθούν οι πιθανότητες ]Pr[],Pr[ bXaX TT ==  καθώς και η µέση τιµή 

][TE . 

 

5. Έστω }{ nX  µια Μαρκοβιανή αλυσίδα µε πιθανότητες µετάβασης 

!/ jiep ji
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−=  για K,2,1=i  και K,2,1,0=j  ενώ 100 =p  και 00 =jp  για 

K,2,1=j .  

(α) Να αποδείξετε ότι η }{ nX  είναι martingale. 

(β) Να αποδείξετε την ανισότητα  

aiiXaX n
n

/]|maxPr[ 0
0

≤=≥
∞<≤

 

 για K,2,1, =ai  

(γ) Να αποδείξετε ότι 0lim =∞→ nn X  µε πιθανότητα 1. 

 

6. Ένα κελί περιέχει αρχικά ένα λευκό και ένα µαύρο σφαιρίδιο. Σε κάθε βήµα, 

ένα σφαιρίδιο επιλέγεται τυχαία από το κελί και µετά επανατοποθετείται σε 

αυτό µαζί µε ένα σφαιρίδιο του ίδιου χρώµατος. Έστω nZ  το ποσοστό των 

λευκών σφαιριδίων µετά το n-οστό βήµα. Να αποδείξετε ότι η στοχαστική 

διαδικασία }{ nZ  είναι martingale και ακολούθως ότι η πιθανότητα το 

ποσοστό των λευκών σφαιρών να ξεπεράσει κάποτε το 3/4 είναι το πολύ 2/3. 

 

7.  Έστω K,3,2,1, =iYi  ανεξάρτητες και ισόνοµες τυχαίες µεταβλητές µε 

)1,0(]1Pr[ ∈== pYi  και pqYi −==−= 1]1Pr[ ,  µε qp >>
2
1 . Έστω b 

θετικός ακέραιος. Ορίζουµε 00 =S  και nn YYYS +++= K21 , 1≥n  και έστω 

}:min{ bSnT n ≥= . Να βρεθεί η πιθανογεννήτρια συνάρτηση 
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