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1. Eisagwgh

Ta martingales apoteloÔn mia polÔ shmantik  kathgorÐa stoqastik¸n diadikasi¸n, afenìc

diìti èqoun jewrhtikì endiafèron kai afetèrou epeid  emfanÐzontai se poll� pedÐa efarmog¸n

(majhmatik  qrhmatooikonomÐa, majhmatik  epidhmiologÐa klp.). Skopìc aut¸n twn shmei¸sewn

eÐnai na parèqoun mia eisagwg  sta martingales, anaptÔssontac th jewrÐa touc kai tautìqro-

na parousi�zontac mia epilog  apì tic efarmogèc touc. H austhr  an�ptuxh thc jewrÐac twn

martingales apaiteÐ th qrhsimopoÐhsh ennoi¸n apì th jemelÐwsh thc JewrÐac Pijanot twn mèsw

thc JewrÐac Mètrou. Epomènwc, gia thn kalÔterh katanìhsh twn shmei¸sewn eÐnai epijumhtì

o anagn¸sthc na èqei gn¸sh aut c thc jemelÐwshc. Parìla aut�, sta pr¸ta kef�laia gÐnetai

mia sÔntomh episkìphsh twn apotelesm�twn apì th jewrhtik  jemelÐwsh thc JewrÐac Pijano-

t twn pou qreiazìmaste gia thn an�ptuxh thc jewrÐac twn martingales. Me ton trìpo autì,

oi shmei¸seic pijan� na gÐnoun prositèc kai gia ìsouc èqoun tic gn¸seic pou did�skontai se

èna proptuqiakì m�jhma JewrÐac Pijanot twn, qwrÐc thn austhr  jemelÐwsh mèsw thc JewrÐac

Mètrou. Asfal¸c, sthn perÐptwsh aut , h katanìhsh twn di�forwn ennoi¸n kai oi apodeÐxeic

apaitoÔn prìsjeth prosp�jeia.

Oi shmei¸seic anaptÔqjhkan gia thn k�luyh twn didaktik¸n anagk¸n mèrouc tou maj matoc

�Stoqastikèc AnelÐxeic � pou did�sketai sto Metaptuqiakì Prìgramma Spoud¸n sth Statistik 

kai sthn Epiqeirhsiak  'Ereuna tou MajhmatikoÔ Tm matoc tou PanepisthmÐou Ajhn¸n. Den

diekdikoÔn prwtotupÐa, all� apl� apoteloÔn mia eisagwg  pou prokÔptei apì th sÔnjesh twn

diafìrwn phg¸n pou anafèrontai sth bibliografÐa. EÐnai sÐgoura gem�tec l�jh kai paraleÐyeic

mia kai apoteloÔn mia pr¸th prìqeirh èkdosh pou dhmosieÔthke sthn hlektronik  t�xh tou

maj matoc k�tw apì asfuktik� qronik� perij¸ria. Ja  moun eugn¸mwn ston opoiond pote mou

upodeÐxei tètoia l�jh kai paraleÐyeic. Opoiod pote sqìlio   prìtash gia beltÐwsh eÐnai idiaÐtera

euprìsdekto.

2. Episkophsh thc Jewriac Pijanothtwn

2.1. Q¸roi pijanìthtac - TuqaÐec metablhtèc - Mèsh tim . H JewrÐa Pijanot -

twn asqoleÐtai me thn posotik  melèth diadikasi¸n me abèbaio apotèlesma. Tètoiec diadikasÐec

anafèrontai wc �peir�mata tÔqhc � kai skopìc thc JewrÐac Pijanot twn eÐnai na metr sei tic

pijanìthtec pragmatopoÐhshc twn di�forwn apotelesm�twn - endeqomènwn pou mporeÐ na sum-

boÔn (ì,ti ki an shmaÐnei diaisjhtik� autì). Oi jemeli¸deic ènnoiec gia mia austhr  jemelÐwsh



thc JewrÐac Pijanot twn eÐnai o deigmatikìc q¸roc, h oikogèneia twn endeqomènwn, to mètro

pijanìthtac kai h tuqaÐa metablht .

Orismìc 1. 'Estw Ω èna sunolo kai F mia oikogèneia uposunìlwn tou Ω me tic idiìthtec

(1) ∅ ∈ F (h oikogèneia perilamb�nei to kenì sÔnolo),

(2) An A ∈ F tìte kai Ac ∈ F (h oikogèneia eÐnai kleist  wc proc ta sumplhr¸mata),

(3) An A1, A2, . . . ∈ F , tìte ∪∞i=1Ai ∈ F (h oikogèneia eÐnai kleist  wc proc tic arijm simec

en¸seic).

To sÔnolo Ω anafèretai wc deigmatikìc q¸roc kai h F lègetai σ-�lgebra   σ-pedÐo endeqomènwn

tou Ω.

MporoÔme na skeftìmaste ìti o q¸roc Ω eÐnai to sÔnolo twn dunat¸n apotelesm�twn enìc

peir�matoc tÔqhc, en¸ h oikogèneia F perilamb�nei ta �endeqìmena� tou peir�matoc tÔqhc. 'Ena

endeqìmeno eÐnai sthn ousÐa mia idiìthta pou mporoÔme na apofanjoÔme an isqÔei   ìqi met� thn

pragmatopoÐhsh tou peir�matoc. Se poll� peir�mata tÔqhc xekin�me apì k�poia oikogèneia su-

nìlwn C pou epijumoÔme na perilamb�nei k�poia sugkekrimèna sÔnola-endeqìmena. H oikogèneia

aut , ìmwc, mporeÐ ìmwc na mhn eÐnai σ-�lgebra. Sthn perÐptwsh aut , gia na mporèsoume na

proqwr soume, ergazìmaste me thn el�qisth σ-�lgebra pou perièqei ta sÔnola thc C (h tom  σ-

algebr¸n einai epÐshc σ-�lgebra kai epomènwc èqei nìhma na mil�me gia thn el�qisth σ-�lgebra

pou perièqei ìla ta stoiqeÐa thc C). Aut  h σ-�lgebra sumbolÐzetai me σ(C). Se peir�mata

tÔqhc pou o o Ω eÐnai o Rn (  k�poio uposÔnolì tou) qrei�zetai na jewr soume thn el�qisth

σ-�lgebra pou perièqei ìla ta anoikt� uposÔnola tou Rn. Aut  h σ-�lgebra gr�fetai wc B(Rn)

kai anafèretai wc h Borel σ-�lgebra tou Rn. Gia n = 1 gr�foume apl� B(R). 'Ena qr simo

apotèlesma eÐnai to ìti

B(R) = σ({(−∞, x]}x∈Q).

Orismìc 2. 'Estw Ω èna sunolo, F mia σ-�lgebra epÐ tou Ω kai P : F → [0, 1] mia sunolosu-

n�rthsh pou ikanopoieÐ tic idiìthtec

(1) P (Ω) = 1 (kanonikopoihmènh),

(2) Gia k�je arijm simh akoloujÐaA1, A2, . . . xènwn an� dÔo sunìlwn thc F isqÔei P (∪∞i=1Ai) =∑∞
i=1 P (Ai) (σ-prosjetikìthta).

H sunolosun�rthsh P lègetai mètro pijanìthtac epÐ tou Ω kai h tri�da (Ω,F , P ) lègetai q¸roc

pijanìthtac.

MporoÔme na skeftìmaste ìti h sunolosun�rthsh P apodÐdei pijanìthta sta di�fora endeqì-

mena tou peir�matoc tÔqhc, dhlad  metr� thn pijanìthta na èqoun sumbeÐ met� thn ektèlesh tou



peir�matoc. Sto bèbaio endeqìmeno Ω apodÐdetai pijanìthta 1. EpÐshc apaiteÐtai ìti an èqoume

mia akoloujÐa apì amoibaÐa apokleiìmenec idiìthtec tou peir�matoc tÔqhc, tìte h pijanìthta to

apotèlesma tou peir�matoc na èqei mia apì autèc isoÔtai me to �jroisma twn pijanot twn touc.

Orismènec qr simec kai eurèwc qrhsimopoioÔmenec idiìthtec thc sunolosun�rthshc thc pija-

nìthtac sunoyÐzontai sthn akìloujh prìtash.

Prìtash 1. 'Estw (Ω,F , P ) ènac q¸roc pijanìthtac. Tìte isqÔoun ta akìlouja:

(1) An A kai B endeqìmena thc F me A ⊆ B, tìte P (A) ≤ P (B) kai P (B\A) = P (B) −

P (A).

(2) Gia k�je akoloujÐa endeqomènwn (An)n≥1 thc F , isqÔei ìti

P (∪∞n=1An) ≤
∞∑
n=1

P (An).

(3) Gia k�je aÔxousa akoloujÐa endeqomènwn (An)n≥1 thc F (dhlad  An ⊆ An+1, n ≥ 1),

isqÔei ìti

P (∪∞n=1An) = lim
n→∞

P (An).

(4) Gia k�je fjÐnousa akoloujÐa endeqomènwn (An)n≥1 thc F (dhlad  An ⊇ An+1, n ≥ 1),

isqÔei ìti

P (∩∞n=1An) = lim
n→∞

P (An).

Orismìc 3. 'Estw (Ω,F , P ) ènac q¸roc pijanìthtac kaiX : Ω→ R∪{−∞,∞} mia sun�rthsh

epÐ tou Ω me thn idiìthta X−1(B) ∈ F , gia k�je sÔnolo B ∈ B(R). H X lègetai tuqaÐa

metablht  epÐ tou (Ω,F , P )   F -metr simh (sth gl¸ssa thc JewrÐac Mètrou).

H sun�rthsh PX : B(Rn)→ [0, 1] me

PX(B) = P (X−1(B)), B ∈ B(Rn)

anafèretai wc katanom  thc X   epagìmeno mètro thc X.

H sun�rthsh FX : R→ [0, 1] me FX(x) = P ({ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x}) anafèretai wc sun�rthsh

katanom c thc X.

Lìgw tou ìti B(R) = σ({(−∞, x]}x∈Q), arkeÐ h gn¸sh thc sun�rthshc katanom c stouc

rhtoÔc gia na prosdioristeÐ h katanom  thc X.

MporoÔme na skeftìmaste ìti mia tuqaÐa metablht  eÐnai èna posotikì qarakthristikì tou

peir�matoc. 'Etsi gia k�je dunatì apotèlesma ω to qarakthristikì paÐrnei mia tim , thn X(ω).

H apaÐthsh X−1(B) ∈ F , gia k�je sÔnolo B ∈ B(R) shmaÐnei ìti gia k�je �kalì� uposÔno-

lo B tou R (�kalì�=Borel), mporoÔme na apodìsoume pijanìthta sto endeqìmeno h tim  tou

qarakthristikoÔ tou peir�matoc na an kei sto B.



DojeÐshc miac sun�rthshc X : Ω→ R ∪ {−∞,∞}, to sÔnolo

σ(X) = {X−1(B) : B ∈ B(R)}

apodeiknÔetai ìti eÐnai mia σ-�lgebra epÐ tou Ω, pou anafèretai wc paragìmenh σ-�lgebra apì

th X. Mia sun�rthsh X : Ω → R ∪ {−∞,∞} eÐnai tuqaÐa metablht  ston q¸ro pijanìthtac

(Ω,F , P ) an σ(X) ⊆ F . Me �lla lìgia, h σ(X) eÐnai h mikrìterh σ-�lgebra pou mporeÐ na

oristeÐ ston Ω ¸ste h X na eÐnai tuqaÐa metablht .

Genikìtera, dojeÐshc miac oikogèneiac sunart sewn {Xi}i∈I epÐ tou Ω me timèc sto R ∪

{−∞,∞}, wc paragìmenh σ-�lgebra thc {Xi}i∈I orÐzetai h

σ({Xi}i∈I) = σ(∪i∈Iσ(Xi)),

pou eÐnai h el�qisth σ-�lgebra pou k�nei ìlec tic sunart seic thc {Xi}i∈I tuqaÐec metablhtèc.

'Ena qr simo apotèlesma eÐnai to akìloujo:

Prìtash 2. 'Estw (Ω,F , P ) ènac q¸roc pijanìthtac kai X,X1, X2, . . . , Xn tuqaÐec meta-

blhtèc epÐ tou (Ω,F , P ). H X eÐnai σ(X1, X2, . . . , Xn)-metr simh, an kai mìno an up�rqei

f : Rn → R B(Rn)-metr simh ¸ste X = f(X1, X2, . . . , Xn).

H oikogèneia twn tuqaÐwn metablht¸n pou eÐnai orismènec se èna q¸ro pijanìthtac eÐnai klei-

st  wc proc ìlec tic sun jeic algebrikèc pr�xeic. Dhlad , an èqoume X, Y tuqaÐec metablhtèc

kai a ∈ R, tìte ìlec oi sun jeic sunart seic twn X, Y (�jroisma, diafor�, ginìmeno, phlÐko,

maximum   minimum) kaj¸c kai to bajmwtì ginìmeno aX eÐnai epÐshc tuqaÐec metablhtèc. E-

piplèon, dojeÐshc miac akoloujÐac tuqaÐwn metablht¸n (Xn)n≥0, ta inf, sup, lim inf kai lim sup

eÐnai epÐshc tuqaÐec metablhtèc (kai sunep¸c kai to kat� shmeÐo ìrio thc akoloujÐac ìtan up�r-

qei).

Sta stoiqei¸dh maj mata JewrÐac Pijanot twn h prosoq  esti�zetai se duo eÐdh tuqaÐwn

metablht¸n, tic diakritèc kai tic apìluta suneqeÐc tuqaÐec metablhtèc. Mia tuqaÐa metablht  X

eÐnai diakrit  an me pijanìthta 1 paÐrnei timèc se èna arijm simo sÔnolo A. Sthn perÐptwsh aut 

h sun�rthsh katanom c thc prosdiorÐzetai pl rwc apì th sun�rthsh fX(x), x ∈ A me fX(x) =

P (X = x), x ∈ A. H fX(x) anafèretai wc sun�rthsh pijanìthtac thc X. Mia tuqaÐa metablht 

X lègetai apìluta suneq c an h sun�rthsh katanom c thc dÐnetai wc FX(x) =
∫ x
0
fX(x)dx,

x ∈ R. H fX(x) anafèretai wc sun�rthsh puknìthtac pijanìthtac thc X.

H tuqaÐa metablht  eÐnai èna polÔploko antikeÐmeno upì thn ènnoia ìti gia na th gnwrÐzoume

eÐnai anagkaÐo na gnwrÐzoume tic timèc thc se ìlo to sÔnolo Ω. Stic efarmogèc eÐnai shmantikì

na èqoume mia plhroforÐa ìso to dunatì pio sunoptik  gia to qarakthristikì enìc peir�matoc



tÔqhc, qrhsimopoi¸ntac ènan mìno arijmì. Thn an�gkh aut  exuphreteÐ h mèsh   anamenìmenh

tim  miac tuqaÐac metablht c.

H mèsh tim  miac tuqaÐac metablht c X eÐnai diaisjhtik� o katallhlìteroc arijmìc gia pe-

rigr�youme th �jèsh� gÔrw apì thn opoÐa kinoÔntai oi timèc thc X se ìlo ton Ω, an autope-

rioristoÔme sto na qrhsimopoi soume ènan mìno arijmì. Majhmatik�, h mèsh tim  miac tuqaÐac

metablht c eÐnai to olokl rwma Lebesgue thc tuqaÐac metablht c wc proc to mètro pijanìth-

tac. Oi upologismoÐ pou qrhsimopoioÔme stic pijanìthtec den apaitoÔn na anatrèqoume ston

orismì tou oloklhr¸matoc Lebesgue. Sqedìn p�nta, arkeÐ na qrhsimopoioÔme tic idiìthtec thc

mh-arnhtikìthtac kai thc grammikìthtac thc mèshc tim c.

O orismìc thc mèshc tim c, qtÐzetai stadiak� xekin¸ntac apì 0-1 tuqaÐec metablhtèc (deÐktriec

tuqaÐec metablhtèc), suneqÐzontac se aplèc, pern¸ntac se mh arnhtikèc kai katal gontac se

aujaÐretec tuqaÐec metablhtèc. Pio sugkekrimèna èqoume ton akìloujo orismì.

Orismìc 4. 'Estw (Ω,F , P ) ènac q¸roc pijanìthtac kai X : Ω → R ∪ {−∞,∞} mia tuqaÐa

metablht . H X lègetai deÐktria tou endeqomènou A ∈ F , sumbolik� X = 1A, an X(ω) = 1,

gia ω ∈ A kai X(ω) = 0, gia ω /∈ A. Sthn perÐptwsh aut  orÐzoume th mèsh tim  thc X wc

E[1A] = P (A).

HX lègetai apl  an gr�fetai wc peperasmènoc grammikìc sunduasmìc apì deÐktriec sunart seic

endeqomènwn, dhlad  an

X =
n∑
i=1

ci1Ai
.

Sthn perÐptwsh aut  orÐzoume th mèsh tim  thc X wc

E[X] =
n∑
i=1

ciP (Ai).

H X lègetai mh-arnhtik  an X(ω) ≥ 0 gia k�je ω ∈ Ω. Sthn perÐptwsh aut  orÐzoume th mèsh

tim  thc X wc

E[X] = sup{E[Y ] : Y ≤ X, Y eÐnai apl }.

An X eÐnai mia opoiad pote tuqaÐa metablht  orÐzoume tic mh-arnhtikèc tuqaÐec metablhtèc

X+ = X1{X≥0}, X
− = −X1{X≤0},

gia tic opoÐec èqoun oristeÐ oi antÐstoiqec mèsec timèc E[X+] kai E[X−]. Sthn perÐptwsh aut 

orÐzoume th mèsh tim  thc X wc

E[X] = E[X+]− E[X−],

me thn proôpìjesh ìti den isqÔei E[X+] = E[X−] =∞.



Gia thn apìdeixh twn idiot twn thc mèshc tim c kaj¸c kai �llwn apotelesm�twn sta opoÐa

emplèketai h ènnoia thc mèshc tim c, apodeiknÔoume pr¸ta ìti to apotèlesma isqÔei gia deÐ-

ktriec tuqaÐec metablhtèc, met� gia aplèc, met� gia mh-arnhtikèc kai tèloc gia genikèc tuqaÐec

metablhtèc. Gia to trÐto b ma tètoiwn apodeÐxewn (gia na per�soume dhlad  apì tic aplèc stic

mh-arnhtikèc) eÐnai qr simo to akìloujo apotèlesma.

Prìtash 3. 'Estw X : Ω → [0,∞] tuqaÐa metablht . Tìte up�rqei mia aÔxousa akoloujÐa

mh arnhtik¸n, apl¸n tuqaÐwn metablht¸n (Xn)n≥0 ¸ste X = limn→∞Xn.

Oi duo basikèc idiìthtec thc mèshc tim c pou qrhsimopoioÔme stouc upologismoÔc pijanot twn

eÐnai oi idiìthtec thc mh-arnhtikìthtac kai thc grammikìthtac pou parousi�zontai sthn parak�tw

prìtash.

Prìtash 4. 'Estw (Ω,F , P ) ènac q¸roc pijanìthtac, X, Y tuqaÐec metablhtèc kai a, b ∈ R.

Tìte

(1) An P (X ≥ 0) = 1, tìte E[X] ≥ 0.

(2) An P (X ≥ 0) = 1 kai E[X] = 0, tìte P (X = 0) = 1.

(3) E[aX + bY ] = aE[X] + b[Y ].

H apìdeixh thc prìtashc aut c den eÐnai dÔskolh, all� den eÐnai kai profan c. 'Opwc kai o

orismìc thc mèshc tim c, prèpei na gÐnei stadiak� proqwr¸ntac apì deÐktriec se aplèc, met� se

mh-arnhtikèc kai telik� se aujaÐretec tuqaÐec metablhtèc.

Gia tic diakritèc kai tic apìluta suneqeÐc tuqaÐec metablhtèc pou emfanÐzontai sta stoiqei¸dh

maj mata JewrÐac Pijanot twn, o genikìc orismìc pou dìjhke parap�nw epekteÐnei ton orismì

thc mèshc tim c pou èqei dojeÐ gia autèc. Sugkekrimèna mporoÔme me to genikìtero orismì na

apodeÐxoume ìti an X eÐnai diakrit  tuqaÐa metablht  me sun�rthsh pijanìthtac fX(x), tìte h

mèsh thc tim  dÐnetai apì th sqèsh E[X] =
∑

x xfX(x). An�loga, an X eÐnai apìluta suneq c

tuqaÐa metablht  me sun�rthsh puknìthtac pijanìthtac fX(x), tìte h mèsh thc tim  dÐnetai apì

th sqèsh E[X] =
∫∞
−∞ xfX(x)dx.

H mèsh tim  eÐnai èna �mètro jèshc � me thn ènnoia ìti dÐnei �ènan arijmì gÔrw apì ton opoÐo

paÐrnei timèc � h tuqaÐa metablht . Gia to �pìso pukn�   arai� eÐnai katanemhmènec oi timèc � miac

tuqaÐac metablht c qreiazìmaste èna �mètro diakÔmanshc �. To rìlo autì paÐzei h diaspor� miac

tuqaÐac metablht c pou orÐzoume amèswc.

Orismìc 5. 'Estw (Ω,F , P ) ènac q¸roc pijanìthtac kai X : Ω → R ∪ {−∞,∞} mia tuqaÐa

metablht  me E[|X|] <∞. H diaspor� thc X orÐzetai na eÐnai o arijmìc

V ar[X] = E[(X − E[X])2].



EÔkola apodeiknÔetai o enallaktikìc tÔpoc upologismoÔ thc diaspor�c

V ar[X] = E[X2]− E[X]2.

2.2. AnexarthsÐa. H jemeli¸dhc ènnoia pou diaforopoieÐ th JewrÐa Pijanot twn apì th

JewrÐa Mètrou kai dÐnei �llh dunamik  sthn an�ptux  thc eÐnai h ènnoia thc anexarthsÐac.

'Eqoume touc akìloujouc orismoÔc pou jemeli¸noun thn ènnoia thc anexarthsÐac gia endeqìmena,

σ-�lgebrec kai tuqaÐec metablhtèc.

Orismìc 6. 'Estw q¸roc pijanìthtac (Ω,F , P ) kai {Ai}i∈I ⊆ F mia oikogèneia endeqomènwn.

(1) Ta {Ai}i∈I lègontai anex�rthta, an gia k�je k ≥ 2 kai i1, i2, . . . , ik diaforetik� an� dÔo

stoiqeÐa tou I èqoume

P (Ai1 ∩ Ai2 ∩ · · · ∩ Aik) = P (Ai1)P (Ai2) · · ·P (Aik).

(2) Ta {Ai}i∈I lègontai anex�rthta an� dÔo, an gia k�je i1, i2 diaforetik� stoiqeÐa tou I

èqoume

P (Ai1 ∩ Ai2) = P (Ai1)P (Ai2).

Orismìc 7. 'Estw q¸roc pijanìthtac (Ω,F , P ) kai {Gi}i∈I mia oikogèneia σ-algebr¸n me

Gi ⊆ F , i ∈ I. Oi {Gi}i∈I lègontai anex�rthtec an gia k�je epilog  {Ai}i∈I sunìlwn me

Ai ∈ Gi, i ∈ I, ta {Ai}i∈I eÐnai anex�rthta.

Orismìc 8. 'Estw q¸roc pijanìthtac (Ω,F , P ) kai {Xi}i∈I mia oikogèneia tuqaÐwn meta-

blht¸n. Oi tuqaÐec metablhtèc {Xi}i∈I lègontai anex�rthtec an oi paragìmenec σ-�lgebrec

{σ(Xi)}i∈I eÐnai anex�rthtec.

Sto plaÐsio twn endeqomènwn kai twn pijanot twn, h anexarthsÐa lèei �pollaplasÐase� gia na

breic thn pijanìthta. Sto plaÐsio twn tuqaÐwn metablht¸n kai twn mèswn tim¸n, h anexarthsÐa

lèei �pollaplasÐase� gia na breic th mèsh tim . Pio sugkekrimèna, èqoume thn akìloujh prìtash.

Prìtash 5. 'Estw X, Y tuqaÐec metablhtèc me X, Y ≥ 0   E[|X|], E[|Y |] <∞. Tìte

E[XY ] = E[X]E[Y ].

H parap�nw prìtash apodeiknÔetai eÔkola, akolouj¸ntac th sun jh diadikasÐa, dhlad  xe-

kin¸ntac apì deÐktriec tuqaÐec metablhtèc kai pern¸ntac se aplèc, mh-arnhtikèc kai telik� se

genikèc tuqaÐec metablhtèc.



2.3. Basikèc anisìthtec sth JewrÐa Pijanot twn. Sth JewrÐa Pijanot twn èna

shmantikì ergaleÐo eÐnai di�forec anisìthtec pou qrhsimopoioÔntai suqn� tìso gia thn apìdeixh

jewrhtik¸n apotelesm�twn ìso kai stic efarmogèc. Stic parak�tw prot�seic parousi�zoume

tic basikìterec apì autèc.

Prìtash 6. Anisìthta Markov: An c > 0 kai X tuqaÐa metablht  me X ≥ 0 kai E[X] <∞,

tìte

P (X ≥ c) ≤ E[X]

c
.

Prìtash 7. Anisìthta Chebyshev: An c > 0 kai X tuqaÐa metablht  me E[X2] <∞, tìte

P (|X − E[X]| ≥ c) ≤ V ar[X]

c2
.

Prìtash 8. Anisìthta Jensen: 'Estw X tuqaÐa metablhth, I ⊆ R di�sthma kai φ : I → R

kurt  sun�rthsh me P (X ∈ I) = 1, E[|X|] <∞ kai E[|φ(X)|] <∞. Tìte

φ(E[X]) ≤ E[φ(X)].

Prìtash 9. Anisìthta Hölder: 'Estw X, Y tuqaÐec metablhtèc me E[|X|p] <∞ kai E[|Y |q] <

∞, ìpou p > 1 kai 1
p

+ 1
q

= 1. Tìte

|E[XY ]| ≤ E[|XY |] ≤ E[|X|p]1/pE[|Y |q]1/q.

Prìtash 10. Anisìthta Lyapounov: 'Estw X tuqaÐa metablht  kai r > s ≥ 1. Tìte

E[|X|r]1/r ≥ E[|X|s]1/s.

Prìtash 11. Anisìthta Minkowski: 'EstwX, Y tuqaÐec metablhtèc kai p ≥ 1 ¸ste E[|X|p] <

∞ kai E[|Y |p] <∞. Tìte

E[|X + Y |p]1/p ≤ E[|X|p]1/p + E[|Y |p]1/p.

2.4. SÔgklish me pijanìthta 1 kai mèsh tim . 'Opwc eÐdame oi tuqaÐec metablhtèc

eÐnai sunart seic me pedÐo orismoÔ to deigmatikì q¸ro. Epomènwc mporoÔme na metafèroume

ènnoiec sÔgklishc apì thn majhmatik  an�lush sthn opoÐa orÐzontai poikÐlec morfèc sÔgklishc

akolouji¸n sunart sewn. To an�logo thc kat� shmeÐo sÔgklishc sunart sewn gia tuqaÐec

metablhtèc eÐnai h sÔgklish me pijanìthta 1. 'Eqoume ton akìloujo orismì.

Orismìc 9. Mia akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n (Xn)n≥0 sugklÐnei me pijanìthta 1   sqedìn

bèbaia   sqedìn pantoÔ (almost surely - a.s) sthn tuqaÐa metablht  X an

P ({ω ∈ Ω : lim
n→∞

Xn(ω) = X(ω)}) = 1.



Gr�foume tìte

lim
n→∞

Xn = Xa.s.   lim
n→∞

Xn = Xme pijanìthta 1   Xn
a.s.→ X.

H sÔgklish me pijanìthta 1 apodeiknÔetai suqn� me epiqeir mata pou basÐzontai sth je¸rhsh

miac tupik c pragmatopoÐhshc thc akoloujÐac twn tuqaÐwn metablht¸n pou melet¸ntai. Katìpin,

èqontac th sÔgklish thc akoloujÐac twn tuqaÐwn metablht¸n me pijanìthta 1, tÐjetai to z thma

kat� pìson h sÔgklish �pern�ei� kai stic antÐstoiqec mèsec timèc. Dhlad , pìte mporoÔme na

sun�goume th sqèsh limn→∞E[Xn] = E[X] apì th sqèsh limn→∞Xn = X a.s.?

Up�rqoun trÐa basik� apotelèsmata ta opoÐa apant�ne sto z thma autì kai ta opoÐa qrhsimo-

poioÔntai polÔ suqn� tìso gia thn apìdeixh jewrhtik¸n apotelesm�twn ìso kai stic efarmogèc.

Kajèna apì aut� epitrèpei na enall�xoume touc telestèc thc mèshc tim c kai tou orÐou akolou-

jÐac k�tw apì sugkekrimènec sunj kec.

Prìtash 12. Je¸rhma Monìtonhc SÔgklishc: An h (Xn)n≥0 eÐnai aÔxousa akoloujÐa mh-

arnhtik¸n tuqaÐwn metablht¸n (  genikìtera fragmènwn k�tw apì stajer�), tìte aut  sugklÐnei

me pijanìthta 1 kai

lim
n→∞

E[Xn] = E[ lim
n→∞

Xn].

Ta ìria mporeÐ na paÐrnoun kai to ∞ wc dunat  tim .

Prìtash 13. L mma Fatou: An h (Xn)n≥0 eÐnai akoloujÐa mh-arnhtik¸n tuqaÐwn metablht¸n

(  genikìtera fragmènwn k�tw apì stajer�), tìte

E[lim inf
n→∞

Xn] ≤ lim inf
n→∞

E[Xn].

Ta ìria mporeÐ na paÐrnoun kai to ∞ wc dunat  tim .

Prìtash 14. Je¸rhma Kuriarqhmènhc SÔgklishc: An Xn
a.s.→ X kai up�rqei tuqaÐa meta-

blht  Y me E[Y ] <∞ kai |Xn| ≤ Y gia k�je n = 0, 1, 2, . . ., tìte E[|X|] <∞ kai

lim
n→∞

E[Xn] = E[ lim
n→∞

Xn] = E[X].

H seir� me thn opoÐa dÐnontai ta parap�nw apotelèsmata antistoiqeÐ sth seir� me thn opoÐa

parousi�zontai sun jwc sthn an�ptuxh thc JewrÐac Mètrou sta perissìtera sqetik� suggr�m-

mata. Apì pleur�c suqnìthtac qr shc to pio shmantikì apotèlesma faÐnetai na eÐnai to je¸rhma

kuriarqhmènhc sÔgklishc. Pr�gmati, oi sunj kec gia thn efarmog  tou parousi�zontai suqnì-

tera sthn pr�xh apì th monotonÐa thc akoloujÐac pou apaiteÐ to je¸rhma monìtonhc sÔgklishc.

Epiplèon, to je¸rhma kuriarqhmènhc sÔgklishc dÐnei isìthta antÐ gia thn anisìthta pou dÐnei to

l mma Fatou. Apì thn �llh meri�, to l mma Fatou eÐnai polÔ qr simo ìtan jèloume na deÐxoume



ìti to ìrio miac akoloujÐac tuqaÐwn metablht¸n èqei peperasmènh mèsh tim  kai èqoume plh-

roforÐec gia tic (perij¸riec) katanomèc twn ìrwn thc akoloujÐac, all� ìqi gia tic apì koinoÔ

katanomèc touc. P.q. an gnwrÐzoume ìti Xn ≥ 0 gia k�je n, Xn
a.s.→ X kai E[Xn] ≤ 1 gia k�je

n, to l mma Fatou mac dÐnei ìti h E[X] up�rqei kai epiplèon E[X] ≤ 1. Gia na aitiolog soume to

Ðdio apotèlesma, qrhsimopoi¸ntac to je¸rhma kuriarqhmènhc sÔgklishc, ja qreiazìtan na je-

wr soume thn tuqaÐa metablht  supnXn kai na deÐxoume ìti èqei peperasmènh mèsh tim . All�

gia to skopì autì ja qreiazìmaste tic apì koinoÔ katanomèc twn ìrwn thc {Xn} pou mporeÐ na

mhn eÐnai diajèsimec.

'Amesh sunèpeia twn jewrhm�twn monìtonhc kai kuriarqhmènhc sÔgklishc eÐnai to je¸rhma

Beppo Levi to opoÐo mac dÐnei sunj kec ¸ste na enall�soume ton telest  thc mèshc tim c kai

tou �peirou ajroÐsmatoc.

Prìtash 15. Je¸rhma Beppo Levi:

(1) An h (Xn)n≥0 eÐnai akoloujÐa mh-arnhtik¸n tuqaÐwn metablht¸n, tìte

E[
∞∑
n=0

Xn] =
∞∑
n=0

E[Xn].

(2) An h (Xn)n≥0 eÐnai akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n me
∑∞

n=0E[|Xn|] < ∞ tìte h seir�∑∞
n=0Xn sugklÐnei se tuqaÐa metablht  me timèc sto R me pijanìthta 1 kai epiplèon

E[
∞∑
n=0

Xn] =
∞∑
n=0

E[Xn].

2.5. 'Alla eÐdh sÔgklishc tuqaÐwn metablht¸n kai metaxÔ touc sqèseic. 'Opwc

eÐdame, to an�logo thc sÔgklishc kat� shmeÐo akolouji¸n sunart sewn sth JewrÐa Pijanot -

twn eÐnai h sÔgklish me pijanìthta 1 akoloujÐac tuqaÐwn metablht¸n. Duì �lla eÐdh sÔgklishc

akolouji¸n sunart sewn eÐnai h sÔgklish kat� nìrma kai h sÔgklish kat� mètro. Ta antÐstoiq�

touc sth JewrÐa Pijanot twn eÐnai h sÔgklish kat� p-rop  kai h sÔgklish kat� pijanìthta.

ArqÐzoume upenjumÐzontac thn ènnoia thc nìrmac kai thc sÔgklishc kat� nìrma.

Orismìc 10. 'Estw V ènac dianusmatikìc q¸roc sunart sewn me timèc sto R. JewroÔme mia

sun�rthsh ‖ · ‖: V → R me

(1) ‖ f ‖≥ 0, gia k�je f ∈ V ,

(2) ‖ f ‖= 0, an kai mìno an f = 0,

(3) ‖ af ‖= |a| ‖ f ‖, gia k�je f ∈ V kai a ∈ R,

(4) ‖ f + g ‖≤‖ f ‖ + ‖ g ‖, gia k�je f, g ∈ V .

Tìte h ‖ · ‖ lègetai nìrma ston V .



'Estw (fn)n≥0 akoloujÐa sunart sewn ston V kai f sun�rthsh tou V . H (fn)n≥0 sugklÐnei

sthn f wc proc th nìrma ‖ · ‖ (sumbolik� fn
‖·‖→ f) an limn→∞ ‖ fn − f ‖= 0.

Sth JewrÐa Pijanot twn, dojèntoc enìc q¸rou pijanìthtac (Ω,F , P ), mporoÔme gia k�je

p ≥ 1 na orÐsoume to shmantikì (ìpwc ja doÔme parak�tw) dianusmatikì q¸ro

Lp(Ω,F , P ) = {X tuqaÐa metablht  me E[|X|p] <∞},

pou perilamb�nei ìlec tic tuqaÐec metablhtèc epÐ tou Ω me peperasmènh rop  p-t�xhc (o ìroc

rop  p-t�xhc anafèretai sthn E[Xp]).

Ston Lp(Ω,F , P ) orÐzoume th sun�rthsh ‖ · ‖p apì th sqèsh

‖ X ‖p= E[|X|p]1/p.

EÐnai eÔkolo na doÔme ìti h sun�rthsh ‖ · ‖p ikanopoieÐ tic idiìthtec (1), (3) kai (4) tou

orismoÔ thc nìrmac all� ìqi kai th (2), afoÔ ‖ X ‖p= 0 den sunep�getai ìti X = 0, all� mìno

ìti P (X = 0) = 1. Gia to lìgo autì orÐzoume ston Lp(Ω,F , P ) th sqèsh isodunamÐac sÔmfwna

me thn opoÐa duo tuqaÐec metablhtèc jewroÔntai isodÔnamec an eÐnai Ðsec me pijanìthta 1. Sto

q¸ro phlÐko pou prokÔptei kai ton opoÐo sumbolÐzoume me Lp(Ω,F , P ), h ‖ · ‖p eÐnai nìrma.

Epiplèon apodeiknÔetai ìti o normarismènoc q¸roc (Lp(Ω,F , P ), ‖ · ‖p) eÐnai pl rhc (dhlad 

eÐnai q¸roc Banach).

Mia �llh sÔgklish pou orÐzetai gia akoloujÐec pragmatik¸n sunart sewn eÐnai h sÔgklish

kat� mètro. Sth JewrÐa Pijanot twn to antÐstoiqì thc eÐnai h sÔgklish kat� pijanìthta.

Epiplèon sth JewrÐa Pijanot twn up�rqei kai h sÔgklish kat� katanom    nìmo pou ìpwc ja

doÔme anafèretai se mia akìma pio asjen  sÔgklish pou diatup¸netai me b�sh tic katanomèc twn

antÐstoiqwn tuqaÐwn metablht¸n, qwrÐc na qrei�zetai autèc na eÐnai orismènec ston Ðdio q¸ro

pijanìthtac. Gia na diasafhnistoÔn oi ènnoiec twn diaforetik¸n sugklÐsewn, parousi�zoume

kai ta tèssera eÐdh sugklÐsewn tuqaÐwn metablht¸n (ta trÐa kainoÔrgia kai th sÔgklish me

pijanìthta 1 pou èqoume  dh dei) ston Ðdio orismì.

Orismìc 11. 'Estw X,X0, X1, X2, . . . tuqaÐec metablhtèc sto q¸ro pijanìthtac (Ω,F , P ).

Tìte:

(1) H (Xn)n≥0 sugklÐnei sth X me pijanìthta 1   sqedìn bèbaia   sqedìn pantoÔ (almost

surely - a.s.), an

P ({ω ∈ Ω : lim
n→∞

Xn(ω) = X(ω)}) = 1.

Sumbolik� gr�foume Xn
a.s.→ X.



(2) H (Xn)n≥0 sugklÐnei sth X ston Lp   kat� p-rop , an

E[|Xp
n|] <∞, n = 0, 1, 2, . . . kai lim

n→∞
E[|Xn −X|p] = 0.

Sumbolik� gr�foume Xn
Lp

→ X.

(3) H (Xn)n≥0 sugklÐnei sth X kat� pijanìthta, an gia k�je ε > 0 isqÔei ìti

lim
n→∞

P ({ω ∈ Ω : |Xn(ω)−X(ω)| > ε}) = 0.

Sumbolik� gr�foume Xn
p→ X.

(4) H (Xn)n≥0 sugklÐnei sth X kat� katanom    nìmo, an gia k�je shmeÐo sunèqeiac thc

sun�rthshc katanom c FX thc X isqÔei

lim
n→∞

FXn(x) = FX(x).

Sumbolik� gr�foume Xn
d→ X.

Gia p = 1, 2 h sÔgklish ston Lp anafèretai antÐstoiqa wc sÔgklish kat� mèso (in mean) kai

wc sÔgklish kat� mèso tetragwnikì sf�lma (in mean square). Sumbolik� gr�foume Xn
i.m.→ X

kai Xn
m.s→ X. EÐnai shmantikì na suneidhtopoi sei kaneÐc ìti mìno oi treic pr¸tec sugklÐseic

anafèrontai pragmatik� stic tuqaÐec metablhtèc wc pragmatikèc sunart seic epÐ tou deigmatikoÔ

q¸rou. H kat� katanom  sÔgklish anafèretai sthn pragmatikìthta stic sunart seic katanom¸n

kai ìqi stic Ðdiec tic tuqaÐec metablhtèc. Me thn ènnoia aut  den lamb�nei upìyh to deigmatikì

q¸ro Ω kai sunep¸c oÔte thn ex�rthsh twn tuqaÐwn metablht¸n. Gia na gÐnei autì safèc,

dÐnoume to parak�tw par�deigma.

Par�deigma 1. 'Estw X tuqaÐa metablht  Bernoulli me P (X = 0) = P (X = 1) = 1
2
. 'Estw

Xn = X, n = 0, 1, . . .. Tìte eÐnai profanèc ìti Xn
d→ X. Apì thn �llh meri� an jèsoume

Y = 1 − X tìte èqoume Xn
d→ Y , afoÔ h Y èqei akrib¸c thn Ðdia katanom  me thn X, all�

isqÔei to par�doxo na èqoume |Xn − Y | = 1 gia k�je n = 0, 1, . . . pou apokleÐei opoiad pote apì

tic �llec sugklÐseic (me pijanìthta 1, se k�poion Lp   kat� pijanìthta).

Sto upìloipo thc paragr�fou aut c ja diereun soume th sqèsh twn diafìrwn tÔpwn sugklÐ-

sewn pou mìlic orÐsthkan. Ja doÔme dhlad  poièc sugklÐseic sunep�gontai �llec sugklÐseic.

PolÔ prìqeira, ja mporoÔsame na poÔme ìti oi pio isqurèc ènnoiec sÔgklishc eÐnai h sÔgklish

me pijanìthta 1 kai h sÔgklish se k�poion Lp kai akoloujeÐ h sÔgklish kat� pijanìthta kai

katìpin h sÔgklish kat� katanom . EpÐshc h sÔgklish se k�poion Lp eÐnai pio isqur  kaj¸c to

p aux�nei. Ta antÐstoiqa apotelèsmata ja diatupwjoÔn kajar� parak�tw. Prin ìmwc apì th

diatÔpws  touc eÐnai shmantikì na doÔme duo basik� ergaleÐa gia thn apìdeix  touc. To pr¸to



ergaleÐo eÐnai h ènnoia thc Cauchy akoloujÐac tuqaÐwn metablht¸n kai to deÔtero ta l mmata

Borel-Cantelli.

UpenjumÐzoume apì th majhmatik  an�lush, ìti mia akoloujÐa pragmatik¸n arijm¸n (xn)n≥0

lègetai Cauchy   basik  an gia k�je ε > 0 up�rqei n0 ∈ N tètoio ¸ste gia k�je n,m ≥ n0

na isqÔei |xn − xm| < ε. H ènnoia aut  metafèretai kai stic akoloujÐec tuqaÐwn metablht¸n,

dhlad  mia akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n (Xn)n≥0 lègetai Cauchy   basik  sqedìn pantoÔ,

an P ({ω ∈ Ω : (Xn(ω))n≥0 eÐnai Cauchy}) = 1. Mia akoloujÐa pragmatik¸n arijm¸n eÐnai

sugklÐnousa an kai mìno an eÐnai Cauchy. To apotèlesma autì èqei to stoqastikì tou antÐstoiqo

sÔmfwna me to opoÐo, mia akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n sugklÐnei me pijanìthta 1 an kai mìno

an eÐnai Cauchy sqedìn pantoÔ. Aut  h isodunamÐa eÐnai arket� qr simh se di�forec apodeÐxeic.

Ta l mmata Borel-Cantelli sunistoÔn èna isqurì ergaleÐo gia na apodeÐxei kaneÐc ìti k�poio

endeqìmeno èqei pijanìthta 1. Gia to lìgo autì qrhsimopoioÔntai suqn� ga na apodeiqjeÐ ìti

mia akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n sugklÐnei me pijanìthta 1.

Prìtash 16. 1o L mma Borel-Cantelli: An (An)n≥0 eÐnai mia akoloujÐa endeqomènwn me∑∞
n=0 P (An) <∞, tìte P (

∑∞
n=0 1An <∞) = 1.

2o L mma Borel-Cantelli: An (An)n≥0 eÐnai mia akoloujÐa endeqomènwn me
∑∞

n=0 P (An) =∞

kai epiplèon ta (An)n≥0 eÐnai anex�rthta, tìte P (
∑∞

n=0 1An =∞) = 1.

Diaisjhtik�, to 1o l mma Borel-Cantelli lèei ìti an oi pijanìthtec na sumboÔn mia seir�

apì endeqìmena eÐnai arket� mikrèc (tìso mikrèc ¸ste h antÐstoiqh seir� na sugklÐnei), tìte

sqedìn ìla ta shmeÐa tou deigmatikoÔ q¸rou an koun se peperasmèna to pl joc apì aut� ta

endeqìmena. AntÐstoiqa, to 2o l mma Borel-Cantelli lèei ìti an oi pijanìthtec na sumboÔn mia

seir� apì endeqìmena eÐnai arket� meg�lec (tìso meg�lec ¸ste h antÐstoiqh seir� na apoklÐnei),

tìte sqedìn ìla ta shmeÐa tou deigmatikoÔ q¸rou an koun se �peira to pl joc apì aut� ta

endeqìmena. 'Omwc, to 2o l mma Borel-Cantelli qrei�zetai epiplèon thn upìjesh thc anexarthsÐac

twn endeqomènwn gia na doulèyei.

Me b�sh aut� mporeÐ na apodeiqjeÐ o epìmenoc qarakthrismìc thc sÔgklishc me pijanìthta 1.

Prìtash 17. 'Estw (Xn)n≥0 akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n kai X tuqaÐa metablht . Ta

akìlouja eÐnai isodÔnama:

(1) Xn
a.s.→ X.

(2) Gia k�je ε > 0 isqÔei limm→∞ P (|Xn −X| > ε, gia k�poio n ≥ m) = 0.

Epiplèon, h epìmenh prìtash dÐnei mia ikan  sunj kh gia th sÔgklish me pijanìthta 1.



Prìtash 18. 'Estw (Xn)n≥0 akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n kai X tuqaÐa metablht  ¸ste

gia k�je ε > 0 na isqÔei
∑∞

n=0 P (|Xn −X| > ε) <∞. Tìte Xn
a.s.→ X.

EÐmaste t¸ra se jèsh na diatup¸soume thn parak�tw prìtash pou deÐqnei th sqèsh isqÔoc

metaxÔ twn diafìrwn tÔpwn sugklÐsewn tuqaÐwn metablht¸n.

Prìtash 19. 'Estw (Xn)n≥0 akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n kai X tuqaÐa metablht . Tìte

(1) Xn
p→ X ⇒ Xn

d→ X.

(2) Xn
a.s.→ X ⇒ Xn

p→ X.

(3) Gia k�je p ≥ 1, Xn
Lp

→ X ⇒ Xn
p→ X.

(4) Gia k�je p > q ≥ 1, Xn
Lp

→ X ⇒ Xn
Lq

→ X.

Genik� den isqÔoun oi antÐstrofec sunepagwgèc. To gegonìc autì pistopoieÐtai apì mia seir�

antiparadeigm�twn.

Par�deigma 2. 'Estw X tuqaÐa metablht  Bernoulli me P (X = 0) = P (X = 1) = 1
2
. 'Estw

Xn = X, n = 0, 1, . . . kai Y = 1 −X. Tìte èqoume FXn(x) = FY (x), opìte kai Xn
d→ Y , afoÔ

h Y èqei akrib¸c thn Ðdia katanom  me thn X, all� isqÔei |Xn − Y | = 1 gia k�je n = 0, 1, . . ..

Epomènwc Xn
d→ Y all� Xn

p9 Y .

Par�deigma 3. 'Estw Xn anex�rthtec me

Xn =

 1 me pijanìthta 1
n

0 me pijanìthta 1− 1
n
.

Tìte èqoume Xn
p→ 0 all� Xn

a.s.9 0.

Par�deigma 4. 'Estw Xn anex�rthtec me

Xn =

 n3 me pijanìthta 1
n2

0 me pijanìthta 1− 1
n2 .

Tìte èqoume Xn
p→ 0 all� Xn

Lp

9 0, gia k�je p ≥ 1.

Par�deigma 5. 'Estw p > q ≥ 1. OrÐzoume Xn anex�rthtec me

Xn =

 n me pijanìthta n−
1
2
(p+q)

0 me pijanìthta 1− n− 1
2
(p+q).

Tìte èqoume Xn
Lq

→ 0 all� Xn
Lp

9 0.

K�tw apì k�poiec epiplèon sunj kec mporoÔn na apodeiqjoÔn k�poia merik� antÐstrofa twn

sqèsewn pou eÐdame gia tic di�forec sugklÐseic. Sugkekrimèna, èqoume thn akìloujh prìtash.



Prìtash 20. 'Estw (Xn)n≥0 akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n kai X tuqaÐa metablht . Tìte

(1) An Xn
d→ c, ìpou c stajera, tìte Xn

p→ c.

(2) An Xn
p→ X kai up�rqei stajer� k tètoia ¸ste P (|Xn| ≤ k) = 1 gia k�je n = 0, 1, 2, . . .,

tìte Xn
Lp

→ X, gia k�je p ≥ 1.

Epiplèon, ja prèpei na dieukrin soume ìti h sÔgklish me pijanìthta 1 kai h sÔgklish ston L1

den sugkrÐnontai. Dhlad , mporeÐ na èqoume ìlec tic dunatèc peript¸seic. Autì gÐnetai fanerì

me ta parak�tw duo paradeÐgmata.

Par�deigma 6. 'Estw Xn anex�rthtec me

Xn =

 n3 me pijanìthta 1
n2

0 me pijanìthta 1− 1
n2 .

Tìte èqoume Xn
a.s.→ 0 all� Xn

Lp

9 0, gia k�je p ≥ 1. Prìkeitai gia thn Ðdia akoloujÐa pou deÐqnei

ìti Xn
p→ 0 ; Xn

Lp

→ 0.

Par�deigma 7. 'Estw Xn anex�rthtec me

Xn =

 1 me pijanìthta 1
n

0 me pijanìthta 1− 1
n
.

Tìte èqoume Xn
L1

→ 0 all� Xn
a.s.9 0. Prìkeitai gia thn Ðdia akoloujÐa pou deÐqnei ìti Xn

p→ 0 ;

Xn
a.s.→ 0.

Tèloc, eÐnai pollèc forèc bolikì na douleÔoume me th sÔgklish me pijanìthta 1 parìlo pou

oi upojèseic pou èqoume mac exasfalÐzoun k�poia asjen  sÔgklish, ìpwc th sÔgklish kat�

pijanìthta   kat� katanom . Oi parak�tw duo prot�seic apoteloÔn qr sima ergaleÐa pou mac

epitrèpoun na �metafr�zoume� tic asjeneÐc sugklÐseic se k�poiac morf c sÔgklish me pijanìthta

1.

Prìtash 21. 'Estw (Xn)n≥0 akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n me Xn
p→ X. Tìte up�rqei

upakoloujÐa (Xni
)i≥0 tètoia ¸ste Xni

a.s.→ X.

Prìtash 22. Je¸rhma anapar�stashc Skorokhod: 'Estw (Xn)n≥0 akoloujÐa tuqaÐwn meta-

blht¸n me Xn
d→ X. Tìte up�rqei akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n (Yn)n≥0 kai tuqaÐa metablht 

Y orismènec ston Ðdio q¸ro pijanìthtac ¸ste gia k�je n oi Xn kai Yn na èqoun thn Ðdia katanom 

kai oi X, Y na èqoun thn Ðdia katanom  kai Yn
a.s.→ Y .



2.6. Basik� oriak� apotelèsmata sth JewrÐa Pijanot twn: O nìmoc twn me-

g�lwn arijm¸n, to kentrikì oriakì je¸rhma, o nìmoc tou diplologarÐjmou.

Sth JewrÐa Pijanot twn, ta ajroÐsmata anex�rthtwn kai isìnomwn tuqaÐwn metablht¸n èqoun

melethjeÐ ekten¸c, lìgw twn poll¸n efarmog¸n pou èqoun sth statistik . An kai den qrhsi-

mopoioÔntai sta parak�tw, ta anafèroume ed¸ gia thn plhrìthta thc paroÔsac episkìphshc.

Prìtash 23. Isqurìc nìmoc twn meg�lwn arijm¸n: 'Estw (Xn)n≥1 akoloujÐa anex�rthtwn

kai isìnomwn tuqaÐwn metablht¸n me E[Xn] = 0, n ≥ 1, kai èstw h akoloujÐa twn merik¸n

ajroism�twn thc, (Sn)n≥1, me Sn =
∑n

i=1Xi. Tìte

1

n
Sn

a.s.→ 0.

Prìtash 24. Kentrikì oriakì je¸rhma: 'Estw (Xn)n≥1 akoloujÐa anex�rthtwn kai isìnomwn

tuqaÐwn metablht¸n me E[Xn] = 0, V ar[Xn] = 1, n ≥ 1, kai èstw h akoloujÐa twn merik¸n

ajroism�twn thc, (Sn)n≥1, me Sn =
∑n

i=1Xi. Tìte

1√
n
Sn

d→ X,

ìpou h X akoloujeÐ thn tupopoihmènh kanonik  katanom  me sun�rthsh katanom c

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

t2

2 dt.

Prìtash 25. Nìmoc tou diplologarÐjmou: 'Estw (Xn)n≥1 akoloujÐa anex�rthtwn kai isìnomwn

tuqaÐwn metablht¸n me E[Xn] = 0, V ar[Xn] = 1, n ≥ 1, kai èstw h akoloujÐa twn merik¸n

ajroism�twn thc, (Sn)n≥1, me Sn =
∑n

i=1Xi. Tìte

lim sup
n→∞

1√
2n log log n

Sn = 1, a.s.

kai

lim inf
n→∞

1√
2n log log n

Sn = −1, a.s.

Sundu�zontac ta trÐa aut� jewr mata apokt� kaneÐc mia kal  diaÐsjhsh gia to p¸c diaku-

maÐnontai ta merik� ajroÐsmata miac akoloujÐac anex�rthtwn kai isìnomwn tuqaÐwn metablht¸n.

MetaxÔ twn axioshmeÐwtwn gegonìtwn, eÐnai endiafèron na parathr sei ìti h mèsh tim  kai h dia-

spor� twn antÐstoiqwn tuqaÐwn metablht¸n arkoÔn gia na kajorÐsoun thn oriak  sumperifor�

aut¸n twn merik¸n ajroism�twn.



3. Desmeumenh mesh timh

Apì th stoiqei¸dh JewrÐa Pijanot twn gnwrÐzoume mia èkdosh thc ènnoiac thc desmeumènhc

mèshc tim c miac tuqaÐac metablht c, dojeÐshc miac �llhc tuqaÐac metablht c. Sugkekrimèna,

an h (X, Y ) eÐnai mia diakrit    apìluta suneq c didi�stath tuqaÐa metablht  me sun�rthsh pi-

janìthtac   sun�rthsh puknìthtac pijanìthtac fX,Y (x, y) orÐzoume thc antÐstoiqh desmeumènh

sun�rthsh pijanìthtac   sun�rthsh puknìthtac pijanìthtac thc X dojeÐshc thc Y pou dÐne-

tai apì ton tÔpo fX|Y (x, y) = fX,Y (x, y)/fY (y), ìpou fY (y) h antÐstoiqh perij¸ria (fusik� h

fX|Y (x, y) orÐzetai monos manta mìno gia y me fY (y) 6= 0). Kai akoloÔjwc orÐzetai h desmeumènh

mèsh tim  thc X dojèntoc ìti Y = y pou dÐnetai apì th sqèsh

E[X|Y = y] =


∑

x xfX|Y (x, y) an h X diakrit ,∫∞
−∞ xfX|Y (x, y)dx an h X suneq c,

gia y me fY (y) 6= 0, en¸ orÐzetai aujaÐreta gia y me fY (y) = 0. Katìpin h tuqaÐa metablht  g(Y )

pou eÐnai sun�rthsh thc Y me g(y) = E[X|Y = y], orÐzetai na eÐnai h mèsh tim  thc X dojeÐshc

thc Y kai sumbolÐzetai me E[X|Y ]. ApodeiknÔetai tìte ìti h tuqaÐa metablht  E[X|Y ] eÐnai

h �kalÔterh� sun�rthsh thc Y pou proseggÐzei th X, me thn ènnoia ìti elaqistopoieÐ to mèso

tetragwnikì sf�lma E[(X − Z)2] mèsa sthn kl�sh twn tuqaÐwn metablht¸n Z pou eÐnai σ(Y )-

metrhsimec (kai �ra thc morf c Z = g(Y ) gia k�poia g : R → R B(R)-metr simh). O orismìc

autìc deÐqnei epÐshc ìti h E[X|Y ] den orÐzetai monos manta pantoÔ (afoÔ h E[X|Y = y] orÐzetai

aujaÐreta gia y me fY (y) = 0), all� eÐnai monadik  sqedìn pantoÔ. Autì eÐnai k�ti pou isqÔei

kai gia th genikìterh ènnoia thc desmeumènhc mèshc tim c pou ja doÔme parak�tw. An kai eÐnai

lÐgo enoqlhtikì, eÐnai anapìfeukto kai sthn pragmatikìthta den dhmiourgeÐ teqnik� probl mata,

efìson douleÔoume me arijm simo pl joc endeqomènwn kajèna apì ta opoÐa èqei pijanìthta 1.

Ja orÐsoume t¸ra th desmeumènh mèsh tim  E[X|G] miac tuqaÐac metablht c X wc proc mia σ-

upo�lgebra G thc σ-�lgebrac F wc proc thn opoÐa eÐnai metr simh h X. H idèa eÐnai an�logh me

ta parap�nw, dhlad  me k�poia ènnoia h E[X|G] eÐnai h �kalÔterh� G-metr simh tuqaÐa metablht 

pou proseggÐzei th X. Sthn pragmatikìthta loipìn o telest c E[·|G] mporeÐ na jewrhjeÐ wc

ènac telest c probol c apì to q¸ro twn tuqaÐwn metablht¸n wc proc th σ-�lgebra F tou

q¸rou pijanìthtac sto q¸ro twn tuqaÐwn metablht¸n pou eÐnai G-metr simec. Ed¸ h ènnoia

thc �kalÔterhc � G-metr simhc tuqaÐac metablht c pou proseggÐzei th X apotup¸netai ston

parak�tw orismì.

Orismìc 12. 'Estw q¸roc pijanìthtac (Ω,F , P ), X tuqaÐa metablht  me E[|X|] <∞ kai G

mia σ-upo�lgebra thc F . Ja lème ìti h Y eÐnai mia desmeumènh mèsh tim  thc X wc proc thn

G, an



(1) h Y eÐnai G-metr simh.

(2) Gia k�je A ∈ G, èqoume E[X1A] = E[Y 1A].

Sthn perÐptwsh aut  ja gr�foume thn Y kai wc E[X|G].

H ènnoia tou orismoÔ autoÔ eÐnai ìti h E[X|G] eÐnai h �kalÔterh� G-metr simh tuqaÐa metablht 

pou proseggÐzei thn X an endiaferìmaste gia ton upologismì thc mèshc tim c thc X p�nw se

G-metr sima sÔnola (dhlad  se sÔnola pou an koun sthn G). Pragmatik� o orismìc apaiteÐ h

mèsh tim  thc X p�nw se k�je tètoio sÔnolo na dÐnetai apì thn antÐstoiqh mèsh tim  thc E[X|G].

All� poÔ eÐnai to ìfeloc?

To ìfeloc brÐsketai sto ìti h E[X|G] eÐnai aploÔstero antikeÐmeno apì thn X, akrib¸c

epeid  eÐnai metr simh wc proc th mikrìterh σ-�lgebra G kai epomènwc oi mèsec timèc thc E[X|G]

upologÐzontai eukolìtera.

Mia �llh diaisjhtik  prosèggish lèei ìti h desmeumènh mèsh tim  E[X|G] eÐnai h kalÔterh

ektÐmhsh thc X dedomènhc thc plhroforÐac pou fèrei h σ-�lgebra G. To na fti�xoume thn

E[X|G] shmaÐnei na dhmiourg soume mia prosèggish thc X, apodÐdwntac timèc se k�je ω ∈ Ω gia

to E[X|G](ω), all� sthn kataskeu  aut  mporoÔme na qrhsimopoi soume mìno ta sÔnola thc G

gia na xeqwrÐsoume ta stoiqeÐa tou Ω.

'Etsi, an G = {∅,Ω} eÐnai h tetrimmènh σ-�lgebra, tìte E[X|G] = E[X]. Pragmatik�, sthn

perÐptwsh aut  h dom  thc σ-�lgebrac G eÐnai polÔ ftwq  kai den mac epitrèpei na xeqwrÐsoume

kajìlou ta stoiqeÐa tou Ω. 'Ara anagkastik� gia k�je ω ∈ Ω ja prèpei na d¸soume thn Ðdia

tim  sto E[X|G](ω). Pio austhr� oi mìnec G-metr simec tuqaÐec metablhtèc eÐnai oi stajerèc.

An efarmìsoume ton orismì blèpoume ìti anagkastik� h stajer� prèpei na eÐnai h E[X].

Sto �llo �kro, an G = F , tìte E[X|G] = X. Pragmatik�, sthn perÐptwsh aut  h Ðdia h X

eÐnai G-metr simh kai ikanopoieÐ ton orismì.

Wc teleutaÐo par�deigma, ac jewr soume thn perÐptwsh pou h G eÐnai h paragìmenh σ-�lgebra

apì mia arijm simh akoloujÐa endeqomènwn (An)n≥0 jetik c pijanìthtac. Tìte, oi G-metr simec

sunart seic eÐnai oi sunart seic thc morf c
∑∞

n=0 cn1An . Sunep¸c, sthn perÐptwsh aut  h dom 

thc σ-�lgebrac G eÐnai tètoia ¸ste h plhroforÐa pou fèrei eÐnai se poiì An an kei k�je ω.

Ta shmeÐa ω pou an koun, ìmwc, sto Ðdio An den xeqwrÐzontai kai sta shmeÐa aut� ja prèpei na

apodojeÐ h Ðdia tim  sta E[X|G](ω). Epomènwc èqoume ìti E[X|G] =
∑∞

n=0 cn1An . Efarmìzontac

ton orismì, epilègontac k�je for� gia A èna sÔnolo apì ta An, paÐrnoume E[X1An ] = cnP (An)

kai telik�

E[X|G] =
∞∑
n=0

E[X1An ]

P (An)
1An .



O orismìc thc mèshc tim c tuqaÐac metablht c wc proc σ-�lgebra genikeÔei to stoiqei¸-

dh orismì thc desmeumènhc mèshc tim c. Pragmatik� an dÐnontai k�poiec tuqaÐec metablhtèc

Y1, Y2, . . . , Yn, tìte h E[X|σ(Y1, Y2, . . . , Yn)] tautÐzetai me thn tuqaÐa metablht E[X|Y1, Y2, . . . , Yn]

pou prokÔptei apì to stoiqei¸dh orismì pou d¸same sthn arq  thc paragr�fou (ìpou h Y eÐnai

t¸ra mia n-di�stath tuqaÐa metablht ).

An P (Y = Y ′) = 1 kai h Y eÐnai mia desmeumènh mèsh tim  thc X wc proc mia σ-�lgebra

G kai h Y ′ eÐnai G-metr simh, tìte kai h Y ′ eÐnai mia desmeumènh mèsh tim  thc X wc proc th

σ-�lgebra G. Epomènwc h desmeumènh mèsh tim  den eÐnai monadik , all� apì thn �llh meri�,

opoiesd pote duo tuqaÐec metablhtèc pou eÐnai mèsec timèc thc X wc proc mia σ-�lgebra G eÐnai

Ðsec sqedìn pantoÔ. Gia to lìgo autì anaferìmaste se pollèc ekdoqèc thc desmeumènhc mèshc

tim c thc X wc proc th σ-�lgebra G. H as�feia aut  den prokaleÐ probl mata ìtan èqoume

di�fora epiqeir mata, arkeÐ na periorizìmaste se arijm simo pl joc idiot twn pou isqÔoun me

pijanìthta 1 (giatÐ h tom  arijm simou pl jouc endeqomènwn pou to kajèna èqei pijanìthta 1

èqei epÐshc pijanìthta 1).

H pio sÔntomh apìdeixh thc Ôparxhc thc desmeumènhc mèshc tim c gÐnetai me to je¸rhma

Radon-Nikodym apì th JewrÐa Mètrou. Enallaktik� mporeÐ kaneÐc na jemeli¸sei stadiak�

th desmeumènh mèsh tim  pr¸ta gia tuqaÐec metablhtèc ston L2(Ω,F , P ) kai katìpin na epe-

kteÐnei ton orismì se mh-arnhtikèc tuqaÐec metablhtèc kai telik� se tuqaÐec metablhtèc ston

L1(Ω,F , P ). H diadikasÐa aut  gÐnetai axiopoi¸ntac apotelèsmata apì th jewrÐa probol¸n se

q¸rouc Hilbert. Sugkekrimèna, o q¸roc L2(Ω,F , P ), efodiasmènoc me to eswterikì ginìmeno

〈X, Y 〉 = E[XY ] eÐnai q¸roc Hilbert. O L2(Ω,G, P ) eÐnai kleistìc upìqwroc tou L2(Ω,F , P )

gia k�je σ-upo�lgebra G thc F . 'Eqoume tìte thn akìloujh prìtash.

Prìtash 26. H sun�rthsh T : L2(Ω,F , P ) → L2(Ω,G, P ) me T (X) = E[X|G] eÐnai h

orjog¸nia probol  ston upìqwro L2(Ω,G, P ).

To parak�tw je¸rhma dÐnei tic basikèc idiìthtec thc desmeumènhc mèshc tim c.

Prìtash 27. 'Estw q¸roc pijanìthtac (Ω,F , P ) kai G,H σ-upo�lgebrec thc F . 'Osec tuqaÐec

metablhtèc emfanÐzontai parak�tw jewroÔntai ìti èqoun peperasmènh mèsh tim . EpÐshc oi

isìthtec pou aforoÔn desmeumènec mèsec timèc ja prèpei na ennooÔntai me pijanìthta 1. IsqÔoun

ta akìlouja:

(1) Je¸rhma dipl c mèshc tim c: E[E[X|G]] = E[X].

(2) Grammikìthta: E[a1X1 + a2X2|G] = a1E[X1|G] + a2E[X2|G].

(3) Mh-arnhtikìthta: An X ≥ 0, tìte E[X|G] ≥ 0.

(4) MonotonÐa: An X ≤ Y me pijanìthta 1, tìte E[X|G] ≤ E[Y |G].



(5) Idiìthta pÔrgou: An H ⊆ G tìte E[E[X|G]|H] = E[E[X|H]|G] = E[X|H].

(6) Ta gnwst� bgaÐnoun èxw: An h Z eÐnai G-metr simh kai E[|ZX|] <∞ tìte E[ZX|G] =

ZEX|G].

(7) An h X eÐnai G-metr simh, tìte E[X|G] = X.

(8) Ta anex�rthta paraleÐpontai apì th dèsmeush: An h H eÐnai anex�rthth thc σ(σ(X),G)

tìte E[X|σ(G,H)] = E[X|G].

(9) An h X eÐnai anex�rthth thc H, tìte E[X|H] = E[X].

Pèran twn parap�nw idiot twn, ta jewr mata monìtonhc kai kuriarqhmènhc sugklishc, to

l mma Fatou kai h anisìthta Jensen isqÔoun an antikatast soume tic antÐstoiqec mèsec timèc

me desmeumènec mèsec timèc wc proc mia σ-�lgebra G. Mia epiplèon qr simh anisìthta (pou

prokÔptei �mesa apì thn anisìthta Jensen) eÐnai kai h akìloujh.

Prìtash 28. 'Estw q¸roc pijanìthtac (Ω,F , P ), G σ-upo�lgebra thc F kaiX ∈ L1(Ω,F , P ).

Gia k�je p ≥ 1 isqÔei

‖ E[X|G] ‖p≤‖ X ‖p .

4. Martingales, submartingales, supermartingales: Orismoi, paradeigmata kai

basikec idiothtec

Ta martingales, ta submartingales kai ta supermartingales eÐnai stoqastikèc diadikasÐec pou

èqoun th rÐza touc sta stoiqhmatik� paiqnÐdia. Ja mporoÔsame na poÔme ìti montelopoioÔn thn

exèlixh thc periousÐac enìc paÐkth pou paÐzei èna tuqerì paiqnÐdi pou eÐnai antÐstoiqa dÐkaio,

sumfèron   asÔmforo gia ton paÐkth kai pont�rei mia qrhmatik  mon�da se k�je gÔro tou pai-

qnidioÔ. Pragmatik�, gia èna dÐkaio (antÐstoiqa sumfèron, asÔmforo) gia ton paÐkth paiqnÐdi,

apaitoÔme h mèsh tim  thc periousÐac tou paÐkth se k�poia mellontik  qronik  stigm , dedomènhc

thc plhroforÐac pou up�rqei sto parìn na eÐnai Ðsh me (antÐstoiqa megalÔterh apì, mikrìterh

apì) th shmerin  axÐa thc periousÐac tou paÐkth. H ènnoia thc plhroforÐac pou aux�nei me to

qrìno montelopoieÐtai sth JewrÐa Pijanot twn me thn ènnoia thc di jhshc σ-algebr¸n. Pio

sugkekrimèna èqoume ton akìloujo orismì.

Orismìc 13. 'Estw (Ω,F , P ) ènac q¸roc pijanìthtac. Mia aÔxousa akoloujÐa σ-algebr¸n

(Fn)n≥0 (pou èqei dhlad  thn idiìthta Fn ⊆ Fn+1, n ≥ 0) me Fn ⊆ F , n ≥ 0, lègetai di jhsh

(filtration) ston (Ω,F , P ).

H σ-�lgebra Fn mporeÐ na jewrhjeÐ ìti perièqei ta endeqìmena tou Ω ta opoÐa mporoÔme na

apofanjoÔme an pragmatopoi jhkan   ìqi mèqri k�poia stigm  n kai epomènwc ekfr�zei thn

susswreumènh plhroforÐa mèqri th stigm  n.



Orismìc 14. 'Estw (Ω,F , P ) ènac q¸roc pijanìthtac kai (Fn)n≥0 mia di jhsh ston (Ω,F , P ).

(1) Mia akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n (Xn)n≥0 lègetai prosarmosmènh (adapted) sth di -

jhsh an gia k�je n = 0, 1, . . . h Xn eÐnai Fn-metr simh.

(2) Mia akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n (Xn)n≥1 lègetai problèyimh (non-anticipating) wc

proc th di jhsh an gia k�je n = 1, 2 . . . h Xn eÐnai Fn−1-metr simh.

Qrhsimopoi¸ntac autèc tic ènnoiec mporoÔme t¸ra na orÐsoume ta martingales, submartingales

kai supermartingales.

Orismìc 15. 'Estw (Ω,F , P ) ènac q¸roc pijanìthtac kai (Fn)n≥0 mia di jhsh ston (Ω,F , P ).

Mia akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n (Mn)n≥0 lègetai (Fn)n≥0-martingale an

(1) E[|Mn|] <∞, gia k�je n ≥ 0,

(2) h (Mn)n≥0 eÐnai prosarmosmènh sthn (Fn)n≥0,

(3) E[Mn|Fm] = Mm a.s. gia k�je 0 ≤ m ≤ n.

H akoloujÐa lègetai submartingale an antÐ thc (3) isqÔei ìti E[Mn|Fm] ≥ Mm a.s. gia k�je

0 ≤ m ≤ n. Tèloc, an isqÔei ìti E[Mn|Fm] ≤Mm a.s. gia k�je 0 ≤ m ≤ n, h akoloujÐa lègetai

supermartingale.

Se poll� suggr�mmata antÐ thc idiìthtac (3) tou orismoÔ apaiteÐtai h

(3') E[Mm+1|Fm] = Mm a.s. gia k�je m ≥ 0.

(antÐstoiqa E[Mm+1|Fm] ≥ Mm gia submartingales   E[Mm+1|Fm] ≤ Mm gia supermartinga-

les). EÐnai �meso ìti h (3) sunep�getai thn (3') kai epÐshc mporoÔme eÔkola na apodeÐxoume thn

isqÔ thc (3) xekin¸ntac apì thn (3') kai qrhsimopoi¸ntac epagwg . Sunep¸c oi (3) kai (3') eÐnai

isodÔnamec kai odhgoÔn sthn Ðdia ènnoia martingale. To pleonèkthma thc (3) eÐnai ìti mporeÐ

na genikeuteÐ kai sthn perÐptwsh twn martingales suneqoÔc qrìnou, pr�gma pou den isqÔei gia

thn (3') (sto suneq  qrìno den up�rqei amèswc epìmenh qronik  stigm ). Gia to lìgo autì eÐnai

protimhtèa gia ton orismì. 'Eqoume epÐshc thn ex c prìtash.

Prìtash 29. 'Estw (Ω,F , P ) ènac q¸roc pijanìthtac kai (Fn)n≥0 mia di jhsh ston (Ω,F , P ).

An mia stoqastik  diadikasÐa (Mn)n≥0 eÐnai (Fn)n≥0-martingale (antÐstoiqa submartingale  

supermartingale), tìte eÐnai martingale (antÐstoiqa submartingale   supermartingale) wc proc

th di jhsh (σ(Mk : 1 ≤ k ≤ n))n≥0.



Apìdeixh. Pragmatik� oi sunj kec (1) kai (2) tou orismoÔ suneqÐzoun na isqÔoun kai wc

proc th di jhsh (σ(Mk : 1 ≤ k ≤ n))n≥0. Sqetik� me thn (3) èqoume gia 0 ≤ m ≤ n:

E[Mn|σ(Mk : 1 ≤ k ≤ m)] = E[E[Mn|Fm]|σ(Mk : 1 ≤ k ≤ m)]

= E[Mm|σ(Mk : 1 ≤ k ≤ m)] = Mm.

Sthn pr¸th isìthta èqoume qrhsimopoi sei to gegonìc ìti σ(Mk : 1 ≤ k ≤ m) ⊆ Fm, m ≥ 0,

(pou isqÔei epeid  h (Mn)n≥0 eÐnai prosarmosmènh sthn (Fn)n≥0) kai thn idiìthta pÔrgou thc

desmeumènhc mèshc tim c. Sth deÔterh èqoume qrhsimopoi sei thn sunj kh (3) tou orismoÔ pou

isqÔei wc proc th di jhsh (Fn)n≥0. Tèloc, sthn trÐth èqoume qrhsimopoi sei thn idiìthta �ta

gnwst� bgaÐnoun èxw�. Gia thn perÐptwsh pou h (Mn)n≥0 eÐnai submartingale   supermartingale,

èqoume ta Ðdia epiqeir mata. �

Mia �llh optik  eÐnai na blèpoume ta martingales wc akoloujÐec tuqaÐwn metablht¸n pou

�paramènoun stajerèc dojèntoc tou parìntoc �, en¸ ta submartingales (antÐstoiqa ta super-

martingales) eÐnai akoloujÐec tuqaÐwn metablht¸n pou �eÐnai aÔxousec (antÐstoiqa fjÐnousec)

dojèntoc tou parìntoc �.

Merikèc sqedìn profaneÐc idiìthtec twn martingales, submartingales kai supermartingales

dÐnontai sthn epìmenh prìtash.

Prìtash 30. 'Estw (Ω,F , P ) ènac q¸roc pijanìthtac, (Fn)n≥0 mia di jhsh ston (Ω,F , P )

kai (Mn)n≥0 mia akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n.

(1) (Mn)n≥0 eÐnai martingale an kai mìno an eÐnai submartingale kai supermartingale.

(2) An (Mn)n≥0 eÐnai submartingale (antÐstoiqa supermartingale) tìte (−Mn)n≥0 eÐnai su-

permartingale (antÐstoiqa submartingale).

(3) An (Mn)n≥0 eÐnai martingale (antÐstoiqa submartingale, supermartingale), tìte h ako-

loujÐa (E[Mn])n≥0 eÐnai stajer  (antÐstoiqa aÔxousa, fjÐnousa).

Apìdeixh. Oi (1) kai (2) eÐnai �mesec apì ton orismì. Gia thn (3) arkeÐ na p�roume mèsh tim 

sthn (3) tou orismoÔ kai na qrhsimopoi soume to je¸rhma dipl c mèshc tim c. Pr�gmati, ja

èqoume gia 0 ≤ m ≤ n :

E[Mn] = E[E[Mn|Fm]] = E[Mm].

�

EÐmaste t¸ra se jèsh na doÔme arket� paradeÐgmata martingales submartingales kai super-

martingales.

Par�deigma 8. O summetrikìc tuqaÐoc perÐpatoc: 'Estw h akoloujÐa twn anex�rthtwn tu-

qaÐwn metablht¸n (Xn)n≥1 me E[Xn] = 0, n ≥ 1. JewroÔme thn akoloujÐa twn merik¸n



ajroism�twn touc, (Sn)n≥0, pou orÐzetai jètontac

S0 = 0,

Sn =
n∑
i=1

Xi, n ≥ 1.

JewroÔme epÐshc th di jhsh (Fn)n≥0 pou orÐzetai jètontac

F0 = {∅,Ω},

Fn = σ(Xk : 1 ≤ k ≤ n), n ≥ 1.

Tìte h (Sn)n≥0 eÐnai èna (Fn)n≥0- martingale. Pr�gmati, h (Sn)n≥0 eÐnai profan¸c prosarmo-

smènh sthn (Fn)n≥0. Epiplèon, E[|Sn|] ≤ nE[|X1|] < ∞, n ≥ 0. Tèloc, gia k�je n ≥ 0

èqoume

E[Sn+1|Fn] = E[Xn+1 + Sn|Fn] = E[Xn+1|Fn] + E[Sn|Fn] = E[Xn+1] + Sn = Sn.

Sthn pr¸th isìthta qrhsimopoi same ton orismì thc (Sn)n≥0, sth deÔterh isìthta qrhsimopoi-

 same th grammikìthta thc mèshc tim c, sthn trÐth tic idiìthtec �ta anex�rthta paraleÐpontai

apì th dèsmeush� kai ta �gnwst� bgaÐnoun èxw� kai sthn tètarth thn upìjesh ìti E[Xn] = 0.

Eidik  perÐptwsh autoÔ tou paradeÐgmatoc, thn opoÐa ja doÔme me megalÔterh leptomèreia eÐnai

h perÐptwsh tou summetrikoÔ aploÔ tuqaÐou perÐpatou, ìpou P (Xn = 1) = P (Xn = −1) = 1/2,

n ≥ 1.

Par�deigma 9. To tetr�gwno tou summetrikoÔ tuqaÐou perÐpatou: 'Estw h akoloujÐa twn

anex�rthtwn tuqaÐwn metablht¸n (Xn)n≥1 me E[Xn] = 0 kai V ar[Xn] = σ2, n ≥ 1. JewroÔme

thn akoloujÐa (Mn)n≥0 pou orÐzetai wc

M0 = 0,

Mn = S2
n − nσ2, n ≥ 1,

ìpou (Sn)n≥0 eÐnai h akoloujÐa twn merik¸n ajroism�twn thc (Xn) (blèpe par�deigma summetri-

koÔ tuqaÐou perÐpatou). JewroÔme kai p�li th di jhsh (Fn)n≥0 pou orÐzetai jètontac F0 = {∅,Ω}

thn tetrimènh σ-�lgebra kai Fn = σ(Xk : 1 ≤ k ≤ n), n ≥ 1. Tìte h (Mn)n≥0 eÐnai èna (Fn)n≥0-

martingale. Pr�gmati, èqoume �mesa ìti h (Mn)n≥0 eÐnai prosarmosmènh sthn (Fn)n≥0. EpÐshc,

E[|Mn|] ≤ E[S2
n] + nσ2 ≤ nE[X2

1 ] + nσ2 <∞, n ≥ 0.



Tèloc, gia k�je n ≥ 0 èqoume

E[Mn+1|Fn] = E[S2
n+1 − (n+ 1)σ2|Fn] = E[(Xn+1 + Sn)2 − (n+ 1)σ2|Fn]

= E[X2
n+1|Fn] + E[2Xn+1Sn|Fn] + E[S2

n|Fn]− E[(n+ 1)σ2|Fn]

= E[X2
n+1] + 2SnE[Xn+1] + S2

n − (n+ 1)σ2 = σ2 + 0 + S2
n − (n+ 1)σ2

= Mn.

Sthn pr¸th isìthta qrhsimopoi same ton orismì thc (Mn)n≥0, sth deÔterh ton orismì thc

(Sn)n≥0, sthn trÐth th grammikìthta thc mèshc tim c, sthn tètarth tic idiìthtec �ta anex�rthta

paraleÐpontai apì th dèsmeush� kai ta �gnwst� bgaÐnoun èxw� kai sthn pèmpth tic upojèseic

E[Xn] = 0 kai V ar[Xn] = σ2.

Par�deigma 10. To ginìmeno anex�rthtwn tuqaÐwn metablht¸n me mèsh tim  1: 'Estw h

akoloujÐa twn anex�rthtwn tuqaÐwn metablht¸n (Xn)n≥1 me Xn ≥ 0 kai E[Xn] = 1, n ≥ 1.

Jètoume

R0 = 1,

Rn =
n∏
i=1

Xi, n ≥ 1.

JewroÔme kai p�li th di jhsh (Fn)n≥0 pou orÐzetai jètontac F0 = {∅,Ω} thn tetrimènh σ-

�lgebra kai Fn = σ(Xk : 1 ≤ k ≤ n), n ≥ 1. Tìte h (Rn)n≥0 eÐnai èna (Fn)n≥0- martingale.

Pragmatik� h ikanopoÐhsh twn sunjhk¸n tou orismoÔ mporeÐ eÔkola na elegqjeÐ ìpwc kai sta

prohgoÔmena paradeÐgmata.

Autì to martingale èqei pollèc qr simec efarmogèc pou bohjoÔn na emfuteÔsoume martingales

se di�fora probl mata kai katìpin na epikalestoÔme thn ploÔsia jewrÐa twn martingales gia

na bg�loume di�fora sumper�smata. Mia tètoia shmantik  efarmog  eÐnai ìtan èqoume mia

akoloujÐa anex�rthtwn kai isìnomwn tuqaÐwn metablht¸n Yn me ropogenn tria

φ(λ) = E[exp(λYn)] <∞.

Tìte oi tuqaÐec metablhtèc Xn = exp(λYn)/φ(λ) èqoun mèsh tim  1 kai epomènwc to ginìmenì

touc mac odhgeÐ se mia olìklhrh parametrik  oikogèneia martingales me par�metro λ. Pragma-

tik�, an orÐsoume

Rn = exp(λ
n∑
i=1

Yi)/φ(λ)n,

tìte èqoume ìti h (Rn) eÐnai martingale wc proc th di jhsh (Fn)n≥0 pou orÐzetai jètontac F0 =

{∅,Ω} thn tetrimènh σ-�lgebra kai Fn = σ(Yk : 1 ≤ k ≤ n), n ≥ 1.



Sthn perÐptwsh pou up�rqei k�poio λ0 6= 0 tètoio ¸ste φ(λ0) = 1, tìte paÐrnoume èna idiaÐtera

qr simo martingale thc oikogèneiac. Se aut  thn perÐptwsh, jètontac Sn =
∑n

i=1 Yi, èqoume ìti

to

Rn = eλ0Sn , n ≥ 0,

eÐnai martingale. Autì to martingale mac epitrèpei na sun�goume qr simec plhroforÐec gia ta

merik� ajroÐsmata Sn miac akoloujÐac tuqaÐwn metablht¸n.

Par�deigma 11. To martingale tou Doob: 'Estw X mia tuqaÐa metablht  me E[|X|] < ∞

kai (Fn)n≥0 mia di jhsh. OrÐzoume

Xn = E[X|Fn], n ≥ 0.

Tìte h (Xn)n≥0 eÐnai (Fn)n≥0-martingale. Pr�gmati, èqoume �mesa ìti h (Xn)n≥0 eÐnai prosar-

mosmènh sthn (Fn)n≥0. Epiplèon

E[|Xn|] = E[|E[X|Fn]|] ≤ E[|X|] <∞.

Tèloc, qrhsimopoi¸ntac thn idiìthta tou pÔrgou kai ton orismì tou martingale èqoume gia n ≥ 0

E[Xn+1|Fn] = E[E[X|Fn+1]|Fn] = E[X|Fn] = Xn.

Prìtash 31. 'Estw (Ω,F , P ) ènac q¸roc pijanìthtac, (Fn)n≥0 mia di jhsh ston (Ω,F , P ) kai

(Mn)n≥0 akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n. 'Estw, epÐshc, f sun�rthsh orismènh se èna di�sthma

I ⊆ R me P (Mn ∈ I) = 1, E[|f(Mn)|] <∞, n ≥ 0.

(1) An (Mn)n≥0 eÐnai martingale kai h f eÐnai kurt  tìte h (f(Mn))n≥0 eÐnai submartingale.

(2) An (Mn)n≥0 eÐnai submartingale kai h f eÐnai aÔxousa kai kurt  tìte h (f(Mn))n≥0 eÐnai

submartingale.

Apìdeixh. Gia to (1) arkeÐ na apodeÐxoume ìti h sunj kh (3) tou orismoÔ twn submartingales

isqÔei, mia kai oi sunj kec (1) kai (2) eÐnai �mesa epalhjeÔsimec. Gia n ≥ 0 èqoume

E[f(Mn+1)|Fn] ≥ f(E[Mn+1|Fn]) = f(Mn),

ìpou sthn anisìthta qrhsimopoi same thn anisìthta Jensen kai sthn isìthta twn orismì twn

martingale. OmoÐwc apodeiknÔetai kai to (2). �

Pìrisma 1. 'Estw (Mn)n≥0 èna martingale kai Xn = |Mn| kai Yn = M2
n, n ≥ 0. Tìte oi

(Xn)n≥0 kai (Yn)n≥0 eÐnai submartingales.



Je¸rhma 1. Je¸rhma an�lushc tou Doob: 'Estw X = (Xn)n≥0 èna submartingale. Tìte

up�rqei èna martingale (Mn)n≥0 kai mia aÔxousa sqedìn pantoÔ, problèyimh akoloujÐa (An)n≥0

(dhlad  An ≤ An+1 a.s. gia k�je n kai An+1 na eÐnai Fn-metr simh gia k�je n), tètoia ¸ste:

Xn = X0 +Mn + An, n ≥ 0 me M0 = A0 = 0.

Epiplèon aut  h an�lush eÐnai monadik .

Apìdeixh. OrÐzoume

A0 = 0,

An =
n∑
k=1

E[Xk −Xk−1|Fk−1], n ≥ 1.

Profan¸c h An eÐnai Fn−1-metr simh gia n ≥ 1 kai epomènwc h (An)n≥0 eÐnai problèyimh. EpÐshc,

epeid  h X eÐnai submartingale èqoume ìti E[Xk−Xk−1|Fk−1] ≥ 0 sqedìn pantoÔ gia k�je k ≥ 1

kai epomènwc h (An)n≥0 eÐnai aÔxousa sqedìn pantoÔ. EpÐshc èqoume ìti

E[Xn|Fn−1]−Xn−1 = E[Xn −Xn−1|Fn−1] = An − An−1

kai epomènwc

E[Xn|Fn−1]− An = Xn−1 − An−1.

Epeid  An ∈ Fn−1, èqoume kai ìti

E[Xn − An|Fn−1] = Xn−1 − An−1,

pou deÐqnei ìti h (Mn)n≥0 me Mn = Xn − An, n ≥ 0 eÐnai martingale kai èqoume thn apìdeixh

thc Ôparxhc thc an�lushc.

'Estw t¸ra duo analÔseic autoÔ tou tÔpou:

Xn = X0 +Mn + An, n ≥ 0,

Xn = X0 +M ′
n + A′n, n ≥ 0.

Afair¸ntac èqoume ìti M ′
n −Mn = An − A′n. Epeid  oi An, A′n eÐnai Fn−1-metr simec, èqoume

ìti kai h M ′
n −Mn eÐnai Fn−1-metr simh. Epomènwc

M ′
n −Mn = E[M ′

n −Mn|Fn−1] = M ′
n−1 −Mn−1 = An−1 − A′n−1

sqedìn pantoÔ. SuneqÐzontac anadromik�, èqoume M ′
n −Mn = M ′

0 −M0 = 0 sqedìn pantoÔ,

afoÔ M ′
0 = M0 = 0. Sunep¸c, èqoume M ′

n = Mn sqedìn pantoÔ gia k�je n ≥ 0 kai met�

An = A′n pou deÐqnei ìti h an�lush eÐnai monadik . �



Pìrisma 2. 'Estw X = (Xn)n≥0 èna supermartingale. Tìte up�rqei èna martingale (Mn)n≥0

kai mia aÔxousa sqedìn pantoÔ, problèyimh akoloujÐa (An)n≥0 (dhlad  An ≤ An+1 a.s. gia k�je

n kai An+1 na eÐnai Fn-metr simh gia k�je n), tètoia ¸ste:

Xn = X0 +Mn − An, n ≥ 0 me M0 = A0 = 0.

Epiplèon aut  h an�lush eÐnai monadik .

Apìdeixh. 'Estw Yn = −Xn. H (Yn)n≥0 eÐnai submartingale, opìte up�rqei h an�lush Doob

¸ste

Yn = Y0 +M ′
n + A′n, n ≥ 0.

Tìte Xn = X0−M ′
n−A′n. JètontacMn = −M ′

n kai An = A′n paÐrnoume th zhtoÔmenh an�lush.

�

5. Qronoi stashc kai martingales

Orismìc 16. 'Estw (Ω,F , P ) ènac q¸roc pijanìthtac kai (Fn)n≥0 mia di jhsh ston (Ω,F , P ).

Mia tuqaÐa metablht  T : Ω→ N̄ = N∪ {+∞} lègetai qrìnoc st�shc wc proc thn (Fn)n≥0 an

{T ≤ n} ∈ Fn gia k�je n ≥ 0.

K�je stajer  tuqaÐa metablht  eÐnai qrìnoc st�shc. Sun jwc, ìmwc, oi qrìnoi st�shc pou

qrhsimopoioÔntai stic efarmogèc sqetÐzontai me thn pr¸th pragmatopoÐhsh enìc gegonìtoc pou

sqetÐzetai me k�poia akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n. An to gegonìc den sumbeÐ potè, tìte o

antÐstoiqoc qrìnoc st�shc eÐnai �peiroc. Autìc eÐnai �llwste kai o lìgoc pou epitrèpoume thn

tim  ∞ sto pedÐo tim¸n twn qrìnwn st�shc. O orismìc tou qrìnou st�shc lèei ousiastik� ìti

h pragmatopoÐhsh   mh tou endeqomènou {T ≤ n} kajorÐzetai apì thn plhroforÐa pou èqoume

wc to qrìno n (thn opoÐa �ekfr�zei� h σ-�lgebra Fn).

Par�deigma 12. 'Ena par�deigma qrìnou diakop c dÐnei o qrìnoc pr¸thc eisìdou se k�poio

sugkekrimèno uposÔnolo mia stoqastik c diadikasÐac. P.q. an (Xn)n≥0 eÐnai mia akoloujÐa

tuqaÐwn metablht¸n kai A ⊆ R, tìte h tuqaÐa metablht 

T = inf{n ≥ 0 : Xn ∈ A}

eÐnai qrìnoc diakop c wc proc thn (σ(Xk : 1 ≤ k ≤ n))n≥0.

O ìroc qrìnoc st�shc proèrqetai apì tic stoiqhmatikèc diadikasÐec. 'Enac qrìnoc st�shc

mporeÐ ekeÐ na ennohjeÐ wc o qrìnoc pou prèpei na stamat sei na paÐzei ènac paÐkthc. To

endeqìmeno na stamat sei na paÐzei o paÐkthc mèqri th stigm  n eÐnai logikì na apait soume na



exart�tai mìno apì thn plhroforÐa pou eÐnai diajèsimh th stigm  n pou antistoiqeÐ sth σ-�lgebra

Fn. Autìc eÐnai kai o lìgoc pou apaitoÔme ston orismì {T ≤ n} ∈ Fn gia k�je n ≥ 0.

'Opwc èqoume  dh shmei¸sei, h σ-�lgebra Fn se mia di jhsh, antistoiqeÐ sthn plhroforÐa

pou up�rqei mèqri th qronik  stigm  n, dhlad  perilamb�nei ìla ekeÐna ta endeqìmena gia ta

opoÐa mporoÔme na apofanjoÔme kat� pìso pragmatopoi jhkan   ìqi mèqri th qronik  stigm 

n. 'Eqontac ènan qrìno diakop c T , mac endiafèroun ta endeqìmena gia ta opoÐa mporoÔme

na apofanjoÔme kat� pìso pragmatopoi jhkan   ìqi mèqri thn tuqaÐa qronik  stigm  T . O

kat�llhloc orismìc eÐnai o epìmenoc.

Orismìc 17. 'Estw (Ω,F , P ) ènac q¸roc pijanìthtac, (Fn)n≥0 mia di jhsh ston (Ω,F , P )

kai T qrìnoc st�shc wc proc thn (Fn)n≥0. OrÐzoume

FT = {A ∈ F : A ∩ {T ≤ n} ∈ Fn, n ≥ 0}.

Prìtash 32. 'Estw (Ω,F , P ) ènac q¸roc pijanìthtac, (Fn)n≥0 mia di jhsh ston (Ω,F , P )

kai T qrìnoc st�shc wc proc thn (Fn)n≥0. H FT eÐnai σ-�lgebra.

Apìdeixh. 'Askhsh. �

Prìtash 33. 'Estw (Ω,F , P ) ènac q¸roc pijanìthtac, (Fn)n≥0 mia di jhsh ston (Ω,F , P )

kai T, S qrìnoi st�shc wc proc thn (Fn)n≥0 me S ≤ T . Tìte FS ⊆ FT .

Apìdeixh. 'Askhsh. �

Orismìc 18. 'Estw (Xn)n≥0 akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n, prosarmosmènh sth di jhsh

(Fn)n≥0 kai T qrìnoc st�shc wc proc thn (Fn)n≥0. An Pr[T < ∞] = 1, tìte orÐzoume thn

tuqaÐa metablht 

XT =
∞∑
n=0

Xn1{T=n}.

Prìtash 34. 'Estw (Xn)n≥0 akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n, prosarmosmènh sth di jhsh

(Fn)n≥0 kai T qrìnoc st�shc wc proc thn (Fn)n≥0 me Pr[T < ∞] = 1. Tìte h XT eÐnai FT -

metr simh.

Apìdeixh. 'Askhsh. �

6. Diakrito stoqastiko oloklhrwma

Oi tzogadìroi ìlwn twn epoq¸n elpÐzoun ìti me k�poia èxupnh strathgik  mporoÔn na nik -

soun ta kazÐno, metatrèpontac èna dÐkaio paiqnÐdi (  akìma kalÔtera èna asÔmforo gi autoÔc



paiqnÐdi) se sumfèron. Mia tètoia klasik  strathgik  faÐnetai na eÐnai o diplasiasmìc tou stoi-

q matoc se k�je gÔro tou paiqnidioÔ mèqri o paÐkthc na kerdÐsei. H diaÐsjhs  mac bèbaia lèei

ìti autì den mporeÐ na eÐnai dunatì. Pragmatik�, an upojèsoume ìti h periousÐa enìc paÐkth eÐnai

peperasmènh kai epomènwc den tou epitrèpetai na stoiqhmatÐzei p�nw apì èna posì kai o paÐkthc

den èqei th dunatìthta na problèpei to mèllon (kai epomènwc h strathgik  tou basÐzetai se ì,ti

èqei dei mèqri th stigm  pou apofasÐzei pìso ja stoiqhmatÐsei ston epìmeno gÔro), tìte èna

dÐkaio paiqnÐdi paramènei dÐkaio, ì,ti strathgik  kai na akolouj sei. Autì eÐnai to apotèlesma

pou parajètoume parak�tw wc je¸rhma diat rhshc thc idiìthtac tou martingale tou diakritoÔ

stoqastikoÔ oloklhr¸matoc. Gia na to diatup¸soume qrei�zetai pr¸ta na d¸soume ton orismì

tou diakritoÔ stoqastikoÔ oloklhr¸matoc.

Orismìc 19. 'Estw (Mn)n≥0 mia stoqastik  diadikasÐa prosarmosmènh se mia di jhsh (Fn)n≥0

kai (An)n≥1 mia problèyimh akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n wc proc th Ðdia di jhsh. H stoqa-

stik  diadikasÐa ((A •M)n)n≥0 pou orÐzetai jètontac

(A •M)0 = M0,

(A •M)n = M0 +
n∑
i=1

Ai(Mi −Mi−1), n ≥ 1,

lègetai diakritì olokl rwma thc (An)n≥1 wc proc thn (Mn)n≥0.

Skeftìmenoi me ìrouc stoiqhm�twn, mporoÔme na jewr soume ìti h stoqastik  diadikasÐa

(Mn)n≥0 perigr�fei thn exèlixh thc periousÐac tou paÐkth ìtan paÐzei èna tuqerì paiqnÐdi kai

pont�rei 1 qrhmatik  mon�da se k�je gÔro. Sthn perÐptwsh aut  h diafor� Mn −Mn−1 anti-

stoiqeÐ sthn epÐdrash pou èqei o n-ostìc gÔroc tou paiqnidioÔ sthn exèlixh thc periousÐac tou

paÐkth. H idiìthta thc probleyimìthtac thc (An)n≥1 mac lèei ìti h An exart�tai mìno apì thn

plhroforÐa Fn−1 pou eÐnai diajèsimh prin ton n-ostì gÔro tou paiqnidioÔ. Sunep¸c mporoÔme

na skeftìmaste thn (An)n≥1 san th strathgik  pontarÐsmatoc tou paÐkth pou apofasÐzei to

pìsec qrhmatikèc mon�dec na pont�rei se k�je gÔro. Epomènwc h An(Mn −Mn−1) antistoiqeÐ

sthn epÐdrash pou èqei o n-ostìc gÔroc tou paiqnidioÔ sthn exèlixh thc periousÐac tou paÐkth

an akolouj sei th strathgik  pontarÐsmatoc pou upagoreÔei h (An)n≥1 kai h ((A • M)n)n≥0

perigr�fei thn exèlixh thc periousÐac tou paÐkth ìtan paÐzei sÔmfwna me th strathgik  aut .

Je¸rhma 2. Je¸rhma diat rhshc thc idiìthtac tou martingale, submartingale, supermar-

tingale tou diakritoÔ stoqastikoÔ oloklhr¸matoc: 'Estw (Mn)n≥0 mia stoqastik  diadikasÐa

prosarmosmènh sth di jhsh (Fn)n≥0 kai (An)n≥1 mia problèyimh akoloujÐa tuqaÐwn metablh-

t¸n wc proc thn Ðdia di jhsh.



(1) An h (Mn)n≥0 eÐnai martingale kai k�je An eÐnai fragmènh tuqaÐa metablht , tìte h

((A •M)n)n≥0 eÐnai martingale.

(2) An h (Mn)n≥0 eÐnai submartingale (antÐstoiqa supermartingale) kai k�je An eÐnai mh-

arnhtik  fragmènh tuqaÐa metablht , tìte h ((A •M)n)n≥0 eÐnai submartingale (antÐ-

stoiqa supermartingale).

Apìdeixh. 'Eqoume eÔkola ìti E[|(A •M)n|] <∞, n ≥ 0, apì to gegonìc ìti h (An)n≥1 eÐnai

fragmènh se sunduasmì me to ìti E[|Mn|] < ∞, n ≥ 0. EpÐshc èqoume ìti h ((A •M)n)n≥0

eÐnai prosarmosmènh sthn (Fn)n≥0, afoÔ h (Mn)n≥0 eÐnai prosarmosmènh se aut n kai h (An)n≥1

problèyimh. Tèloc, gia k�je n ≥ 0, èqoume ìti

E[(A •M)n+1|Fn]− (A •M)n = E[(A •M)n+1 − (A •M)n|Fn]

= E[An+1(Mn+1 −Mn)|Fn]

= An+1(E[Mn+1|Fn]−Mn).

Sthn perÐptwsh (1) pou h (Mn)n≥0 eÐnai martingale h teleutaÐa posìthta eÐnai 0 kai epomènwc

èqoume ìti h ((A •M)n)n≥0 eÐnai martingale. An�loga èqoume kai thn perÐptwsh (2). �

Je¸rhma 3. Je¸rhma diat rhshc thc idiìthtac tou martingale, submartingale, supermartin-

gale thc stamathmènhc diadikasÐac: 'Estw (Mn)n≥0 mia stoqastik  diadikasÐa prosarmosmènh

sth di jhsh (Fn)n≥0 kai T ènac qrìnoc st�shc wc proc thn Ðdia di jhsh. An h diadikasÐa

(Mn)n≥0 eÐnai martingale (antÐstoiqa submartingale, supermartingale) tìte kai h �stamathmènh�

diadikasÐa se qrìno T (Mn∧T )n≥0 eÐnai epÐshc martingale (antÐstoiqa submartingale, supermar-

tingale).

Apìdeixh. Jètontac An = 1{T≥n}, n ≥ 1. Epeid  h T eÐnai qrìnoc st�shc wc proc th

di jhsh (Fn)n≥0, èqoume ìti {T ≥ n} = {T ≤ n − 1}c ∈ Fn−1, n ≥ 1 kai �ra h An = 1{T≥n}

eÐnai Fn−1-metr simh, n ≥ 1. Epomènwc h akoloujÐa (An)n≥1 eÐnai problèyimh wc proc thn

(Fn)n≥0. Efarmìzoume to je¸rhma diat rhshc thc idiìthtac tou martingale, submartingale,

supermartingale tou diakritoÔ stoqastikoÔ oloklhr¸matoc gia thn akoloujÐa aut . Epeid 

(A •M)n = Mn∧T , n ≥ 0,

èqoume ìti an (Mn)n≥0 eÐnai martingale (antÐstoiqa submartingale, supermartingale) tìte kai h

(Mn∧T )n≥0 eÐnai epÐshc martingale (antÐstoiqa submartingale, supermartingale). �

Pìrisma 3. 'Estw (Mn)n≥0 èna martingale (antÐstoiqa submartingale, supermartingale) wc

proc th di jhsh (Fn)n≥0 kai T ènac qrìnoc st�shc wc proc thn Ðdia di jhsh. Tìte h akoloujÐa



(E[Mn∧T ])n≥0 eÐnai stajer  (antÐstoiqa aÔxousa, fjÐnousa). Eidikìtera èqoume E[Mn∧T ] =

E[M0] (antÐstoiqa E[Mn∧T ] ≥ E[M0], E[Mn∧T ] ≤ E[M0]).

7. To jewrhma epilektikhc stashc

'Opwc èqoume dei, èna martingale (Mn)n≥0 èqei stajer  mèsh tim  an to jewr soume opoia-

d pote stajer  qronik  stigm  n, dhlad  E[Mn] = E[M0], n ≥ 0. Ti gÐnetai ìmwc se mia

qronik  stigm  pou kajorÐzetai apì k�poio qrìno st�shc T ? IsqÔei E[MT ] = E[M0]? H ap�n-

thsh eÐnai ìti autì den mporeÐ na isqÔei genik�. Pragmatik�, an (Mn) eÐnai èna martingale me

M0 = a, jèsoume T = inf{n ≥ 0 : Mn = b}, b 6= a kai isqÔei Pr[M < ∞] = 1 tìte èqoume

E[MT ] = b 6= a = E[M0]. To je¸rhma epilektik c st�shc mac dÐnei sunj kec pou mac epitrè-

poun na sumper�noume ìti E[MT ] = E[M0] gia èna martingale (Mn)n≥0 kai èna qrìno st�shc

T . An�loga apotelèsmata isqÔoun kai ìtan (Mn)n≥0 eÐnai submartingale   supermartingale.

'Eqoume  dh deÐxei sto tèloc thc prohgoÔmenhc paragr�fou ìti an (Mn)n≥0 eÐnai èna mar-

tingale (antÐstoiqa submartingale, supermartingale) wc proc di jhsh (Fn)n≥0 kai T ènac qrì-

noc st�shc wc proc thn Ðdia di jhsh tìte E[Mn∧T ] = E[M0] (antÐstoiqa E[Mn∧T ] ≥ E[M0],

E[Mn∧T ] ≤ E[M0]). Epiplèon, sto sÔnolo {T < ∞} èqoume ìti limn→∞Mn∧T = MT (autì

isqÔei gia opoiad pote akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n, qwrÐc kami� idiaÐterh upìjesh gia ton

trìpo ex�rthshc twn mel¸n thc). Sunep¸c, h sunj kh

P (T <∞)

sunep�getai ìti

Mn∧T
a.s.→ MT .

Sunep¸c gia èna martingale (Mn)n≥0 kai èna qrìno st�shc T me P (T <∞) ja mporoÔsame na

isquristoÔme ìti E[MT ] = E[M0] wc akoloÔjwc:

E[M0] = lim
n→∞

E[Mn∧T ] = E[ lim
n→∞

Mn∧T ] = E[MT ].

Pragmatik� h pr¸th isìthta isqÔei diìti ìpwc èqoume deÐxei sto tèloc thc prohgoÔmenhc pa-

ragr�fou isqÔei E[Mn∧T ] = E[M0], en¸ h trÐth isìthta èpetai apì to ìti Mn∧T
a.s.→ MT . To

mìno pou mènei na aitiologhjeÐ eÐnai h deÔterh isìthta, dhlad  h enallag  orÐou kai mèshc tim c.

H isìthta aut  den isqÔei genik�, all� mìno k�tw apì orismènec sunj kec. Oi sunj kec pou

parousi�zontai sth bibliografÐa eÐnai poikÐlec. Parousi�zoume k�poiec apì autèc sto epìmeno

l mma.



L mma 1. Sunj kec enallag c orÐou kai mèshc tim c gia stamathmènh akoloujÐa: 'Estw

(Xn)n≥0 akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n me E[|Xn|] < ∞, n ≥ 0 kai T tuqaÐa metablht  me

timèc sto {0, 1, 2, . . .} ∪ {∞}. An ikanopoieÐtai mia apì tic parak�tw sunj kec

(1) P (T <∞) = 1, E[|XT |] <∞ kai limn→∞E[Xn1{T>n}] = 0.

(2) Up�rqei c ∈ R ¸ste P (T ≤ c) = 1.

(3) P (T <∞) = 1 kai up�rqei c ∈ R ¸ste |Xn| ≤ c, n ≥ 0.

(4) E[T ] <∞, E[|X0|] <∞ kai up�rqei c ∈ R ¸ste |Xn −Xn−1| ≤ c, n ≥ 1.

tìte

lim
n→∞

E[Xn∧T ] = E[XT ].

Apìdeixh. (1) 'Eqoume ìti

XT = Xn∧T + (XT −Xn)1{T>n}, n ≥ 0.

Sunep¸c, paÐrnontac mèsec timèc, èqoume

E[XT ] = E[Xn∧T ] + E[XT1{T>n}]− E[Xn1{T>n}], n ≥ 0.

Gia na apodeÐxoume ìti limn→∞E[Xn∧T ] = E[XT ], arkeÐ na deÐxoume ìti limn→∞E[XT1{T>n}] = 0

kai limn→∞E[Xn1{T>n}] = 0. H deÔterh isqÔei apì thn trÐth upìjesh thc (1). Gia thn pr¸th

èpetai apì thn E[|XT |] <∞. Pr�gmati, èqoume ìti

E[|XT |1{T>n}] =
∞∑

k=n+1

E[|Xk|1{T=k}]→ 0, n→∞,

afoÔ

∞∑
k=0

E[|Xk|1{T=k}] = E[|XT |] <∞.

(2) EÐnai eÔkolo na doÔme ìti oi sunj kec (2) sunep�gontai tic (1) kai sunep¸c to sumpèrasma

isqÔei. MporoÔme, ìmwc, kai �mesa na doÔme kai ìti to sumpèrasma isqÔei. Pr�gmati o c mporeÐ

na jewrhjeÐ qwrÐc bl�bh akèraioc kai èqoume Xn∧T = XT gia n ≥ c. Sunep¸c E[Xn∧T ] = E[XT ]

gia n ≥ c kai èqoume limn→∞E[Xn∧T ] = E[XT ].

(3) EÐnai p�li eÔkolo na doÔme ìti oi sunj kec (3) sunep�gontai tic (1) kai sunep¸c to

sumpèrasma isqÔei. Enallaktik�, qrhsimopoioÔme to je¸rhma kuriarqhmènhc sÔgklishc gia thn

(Xn∧T )n≥0. 'Eqoume ìti Xn∧T
a.s.→ XT afoÔ P (T < ∞) = 1. Epiplèon, E[|Xn|] ≤ c, n ≥ 0.

Sunep¸c limn→∞E[Xn∧T ] = E[XT ].



(4) QrhsimopoioÔme to je¸rhma kuriarqhmènhc sÔgklishc gia thn (Xn∧T )n≥0. 'Eqoume ìti

E[T ] <∞ pou dÐnei P (T <∞) = 1 kai sunep¸c Xn∧T
a.s.→ XT . Epiplèon

|Xn∧T | = |X0 +
n∧T∑
k=1

(Xk −Xk−1)| ≤ |X0|+ cT, n ≥ 0,

kai E[|X0|+ cT ] <∞ apì tic upojèseic. Sunep¸c limn→∞E[Xn∧T ] = E[XT ]. �

EÐmaste t¸ra se jèsh na diatup¸soume kai na apodeÐxoume to je¸rhma epilektik c st�shc.

Je¸rhma 4. Je¸rhma epilektik c st�shc: 'Estw (Mn)n≥0 èna martingale (antÐstoiqa sub-

martingale, supermartingale) wc proc mia di jhsh (Fn)n≥0 kai T ènac qrìnoc st�shc wc proc

thn Ðdia di jhsh. An ikanopoieÐtai mia apì tic parak�tw sunj kec

(1) P (T <∞) = 1, E[|MT |] <∞ kai limn→∞E[Mn1{T>n}] = 0.

(2) Up�rqei c ∈ R ¸ste P (T ≤ c) = 1.

(3) P (T <∞) = 1 kai up�rqei c ∈ R ¸ste |Mn| ≤ c, n ≥ 0.

(4) E[T ] <∞, E[|M0|] <∞ kai up�rqei c ∈ R ¸ste |Mn −Mn−1| ≤ c, n ≥ 1.

tìte

E[MT ] = E[M0] (antÐstoiqa E[MT ] ≥ E[M0], E[MT ] ≤ E[M0]).

Apìdeixh. Oi sunj kec exasfalÐzoun ìti limn→∞E[Mn∧T ] = E[MT ]. EpÐshc èqoume deÐ ìti

ìtan (Mn)n≥0 eÐnai martingale (antÐstoiqa submartingale, supermartingale) tìte E[Mn∧T ] =

E[M0] (antÐstoiqa E[Mn∧T ] ≥ E[M0], E[Mn∧T ] ≤ E[M0]) kai to sumpèrasma èpetai. �

To je¸rhma epilektik c st�shc qrhsimopoieÐtai gia ton upologismì pijanojewrhtik¸n qara-

kthristik¸n pou aforoÔn   sqetÐzontai me ènan qrìno st�shc T (p.q. thc mèshc tim c tou T , thc

katanom c tou T , thc katanom c miac tuqaÐac tuqaÐac metablht c pou exart�tai apì to T klp.).

H idèa eÐnai ìti qrhsimopoioÔme th sqèsh E[MT ] = E[M0] gia èna kat�llhlo martingale (Mn)n≥0

gia to opoÐo eÐnai eÔkoloc o upologismìc thc E[M0]. Apì thn �llh meri� h E[MT ] anaptÔssetai

sunart sei tou pijanojewrhtikoÔ qarakthristikoÔ pou mac endiafèrei. 'Etsi prokÔptei k�poia

exÐswsh thn opoÐa lÔnoume kai upologÐzetai to antÐstoiqo pijanojewrhtikì qarakthristikì. H

idèa aut  gÐnetai perissìtero saf c me to akìloujo par�deigma.

Par�deigma 13. JewroÔme ton aplì summetrikì tuqaÐo perÐpato pou apeikonÐzei thn exèlixh

thc periousÐac enìc paÐkth pou paÐzei èna tÐmio paiqnÐdi, p.q. strÐbei èna dÐkaio nìmisma kai se

k�je gÔro pont�rei 1 qrhmatik  mon�da. Gia na montelopoi soume aut  thn kat�stash jewroÔme

mia akoloujÐa anex�rthtwn kai isìnomwn tuqaÐwn metablht¸n (Xn)n≥0 me thn idiìthta

P (Xn = 1) = P (Xn = −1) =
1

2
, n ≥ 0.



An S0 eÐnai h arqik  periousÐa tou paÐkth, tìte met� apì n gÔrouc h periousÐa tou ja dÐnetai apì

thn posìthta

Sn = S0 +
n∑
i=1

Xi, n ≥ 0.

H tuqaÐa metablht  Sn − S0 antistoiqeÐ sto kajarì kèrdoc tou paÐkth (  sth zhmÐa an paÐrnei

arnhtikèc timèc) met� apì n gÔrouc tou paiqnidioÔ. Ac upojèsoume ìti endiaferìmaste gia thn

pijanìthta o paÐkthc na kerdÐsei A qrhmatikèc mon�dec prin q�sei B. Gia to skopì autì orÐzoume

thn tuqaÐa metablht 

T = inf{n ≥ 0 : Sn = A   Sn = −B}.

O qrìnoc T eÐnai o qrìnoc pr¸thc eisìdou thc stoqastik c diadikasÐac (Sn)n≥0 sto sunolo

{A,−B} kai epomènwc eÐnai qrìnoc st�shc. H zhtoÔmenh pijanìthta eÐnai h P (ST = A). 'Eqoume

ìti

E[S0] = 0

kai

E[ST ] = AP (ST = A)−BP (ST = −B),

mia kai oi mìnec dunatèc timèc thc ST ek tou orismoÔ thc T eÐnai oi A kai −B.

Epibebai¸nontac ìti P (T < ∞) = 1, (Sn)n≥0 eÐnai (Fn)n≥0-martingale wc proc th di jhsh

F0 = {∅,Ω}, Fn = σ(X1, X2, . . . , Xn), n ≥ 1 kai oi sunj kec tou jewr matoc epilektik c st�shc

epalhjeÔontai paÐrnoume ìti

AP (ST = A)−BP (ST = −B) = AP (ST = A)−B[1− P (ST = A)] = 0

kai lÔnontac gia to P (ST = A) èqoume

P (ST = A) =
B

A+B
.

Je¸rhma 5. Je¸rhma epilektik c deigmatolhyÐac tou Doob: 'Estw (Mn)n≥0 èna martingale

wc proc th di jhsh (Fn)n≥0 kai S, T qrìnoi st�shc wc proc thn Ðdia di jhsh, c stajer� ¸ste

P (S ≤ T ≤ c) = 1. Tìte

E[MT |FS] = MS.

Apìdeixh. MporoÔme na upojèsoume, qwrÐc bl�bh thc genikìthtac, ìti h stajer  c eÐnai

akèraioc. 'Eqoume ìti

|MT |, |MS| ≤
c∑

n=0

|Mn|

kai epomènwc E[|MT |], E[|MS|] <∞. Epiplèon, hMS eÐnai FS-metr simh apì to sqetikì je¸rhma

pou èqoume dei gia touc qrìnouc st�shc kai to gegonìc oti h (Mn)n≥0 eÐnai prosarmosmènh sthn

(Fn)n≥0.



Mènei, epomènwc na apodeÐxoume ìti gia k�je A ∈ FS isqÔei

E[MT1A] = E[MS1A].

Ac jewr soume epomènwc èna A ∈ FS. JewroÔme thn tuqaÐa metablht 

R = S1A + T1Ac .

EÐnai eÔkolo na doÔme ìti hR eÐnai qrìnoc st�shc. Epiplèon, to je¸rhma epilektik c st�shc eÐnai

efarmìsimo, epeid  oi R, T eÐnai fragmènoi apì th c (sunj kec (2) tou jewr matoc epilektik c

st�shc). Sunep¸c èqoume E[MR] = E[MT ] = E[M0]. 'Omwc

E[MR] = E[MS1A +MT1Ac ],

E[MT ] = E[MT1A +MT1Ac ].

Afair¸ntac kat� mèlh èqoume E[MS1A]− E[MT1A] = 0 kai èqoume to zhtoÔmeno. �

GnwrÐzoume ìti an (Mn)n≥0 eÐnai martingale tìte E[Mn] = E[M0], n ≥ 0. Profan¸c, to antÐ-

strofo den isqÔei, dhlad  E[Mn] = E[M0], n ≥ 0 den sunep�getai ìti (Mn)n≥0 eÐnai martingale.

H parak�tw prìtash parèqei èna eÐdoc antistrìfou apotelèsmatoc.

Prìtash 35. 'Estw (Mn)n≥0 mia akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n prosarmosmènh sth di jhsh

(Fn)n≥0. Upojètoume ìti E[|Mn|] < ∞ gia k�je n ≥ 0 kai ìti E[MT ] = E[M0] gia k�je

fragmèno qrìno st�shc T wc proc th di jhsh (Fn)n≥0. Tìte h (Mn)n≥0 eÐnai martingale wc

proc th di jhsh (Fn)n≥0.

Apìdeixh. 'Askhsh. �

8. Basikec anisothtec twn martingales

Ja doÔme t¸ra treic shmantikèc anisìthtec pou anafèrontai se martingales, submartingales

kai supermartingales kai oi opoÐec eÐnai polÔ qr simec sthn an�ptuxh thc jewrÐac kai twn efar-

mog¸n touc. Prìkeitai gia th megistik  anisìthta , thn Lp-anisìthta kai thn anisìthta twn proc

-ta-p�nw-diasqÐsewn tou Doob.

ArqÐzoume me mia stoiqei¸dh anisìthta pou eÐnai suqn� qr simh wc bohjhtikì apotèlesma.

Prìtash 36. H anisìthta metafor�c deÐkth gia submartingale: 'Estw (Mn)n≥0 èna submar-

tingale wc proc mia di jhsh (Fn)n≥0. Tìte

E[Mm1A] ≤ E[Mn1A], A ∈ Fm, n ≥ m.



Apìdeixh. AfoÔ (Mn)n≥0 eÐnai submartingale wc proc thn (Fn)n≥0, gia n ≥ m èqoume ìti

Mm ≤ E[Mn|Fm]. 'Estw, t¸ra, èna A ∈ Fm. Pollaplasi�zontac kai ta duo mèlh thc teleutaÐac

isìthtac me 1A kai paÐrnontac mèsh tim  èqoume

E[Mm1A] ≤ E[E[Mn|Fm]1A] = E[E[Mn1A|Fm]] = E[Mn1A].

H pr¸th isìthta isqÔei epeid  A ∈ Fm, opìte h 1A eÐnai Fm-metr simh kai h deÔterh apì to

je¸rhma dipl c mèshc tim c. �

SuneqÐzoume me ènan orismì.

Orismìc 20. DojeÐshc miac akoloujÐac tuqaÐwn metablht¸n (Xn)n≥0, h akoloujÐa (X∗n)n≥0

me

X∗n = sup
0≤m≤n

Xm, n ≥ 0,

lègetai akoloujÐa megÐstwn thc (Xn)n≥0.

'Eqoume thn parak�tw eklèptunsh thc anisìthtac Markov pou isqÔei gia mh-arnhtik� submar-

tingales.

Je¸rhma 6. Megistik  anisìthta tou Doob: 'Estw (Mn)n≥0 mh-arnhtikì submartingale wc

proc mia di jhsh (Fn)n≥0, me akoloujÐa megÐstwn (M∗
n)n≥0 kai c > 0. Tìte

P (M∗
n ≥ c) ≤

E[Mn1{M∗
n≥c}]

c
≤ E[Mn]

c
.

Apìdeixh. 'Estw o qrìnoc st�shc

T = inf{m ≥ 0 : Mm ≥ c},

pou antistoiqeÐ sto qrìno pr¸thc upèrbashc thc tim c c apì to submartingale. Tìte èqoume ìti

ta endeqìmena {M∗
n ≥ c} kai {T ≤ n} eÐnai isodÔnama kai �ra

c1{M∗
n≥c} ≤MT1{M∗

n≥c} = MT1{T≤n} =
n∑

m=0

Mm1{T=m}.

PaÐrnoume, t¸ra mèsec timèc sthn parap�nw sqèsh, lamb�nontac upìyh kai thn anisìthta

E[Mm1{T=m}] ≤ E[Mn1{T=m}], n ≥ m,

pou isqÔei efarmìzontac thn anisìthta metafor�c deÐkth gia to submartingale (Mn)n≥0 kai gia

to endeqìmeno {T = m} ∈ Fm. 'Etsi paÐrnoume

cP (M∗
n ≥ c) ≤

n∑
m=0

E[Mm1{T=m}] ≤
n∑

m=0

E[Mn1{T=m}] = E[Mn1{T≤n}] = E[Mn1{M∗
n≥c}] ≤ E[Mn],

apì to opoÐo prokÔptei �mesa h anisìthta. �



Sthn pleionìthta twn efarmog¸n thc megistik c anisìthtac tou Doob, aut� pou qrei�zontai

eÐnai oi �exwterikèc � posìthtec P (M∗
n ≥ c) kai E[Mn]

c
, pou eÐnai autèc pou deÐqnoun kai ìti h

anisìthta aut  eÐnai kat� k�poio trìpo eklèptunsh thc anisìthtac Markov. 'Omwc h mesaÐa

posìthta qrei�zetai gia thn apìdeixh thc Lp anisìthtac tou Doob kai gi autì kai anafèretai.

Pìrisma 4. 'Estw (Mn)n≥0 mh-arnhtikì submartingale wc proc mia di jhsh (Fn)n≥0, me

akoloujÐa megÐstwn (M∗
n)n≥0, c > 0 kai p ≥ 1. Tìte

P (M∗
n ≥ c) ≤ E[Mp

n]

cp
.

Apìdeixh. H sun�rthsh xp eÐnai aÔxousa kai kurt  kai sunep¸c afoÔ (Mn)n≥0 mh-arnhtikì

submartingale, èqoume kai ìti h diadikasÐa (Mp
n)n≥0 eÐnai kai aut  mh-arnhtikì submartingale.

Efarmìzoume th megistik  anisìthta tou Doob kai èqoume to sumpèrasma. �

Ja qrhsimopoi soume t¸ra thn anisìthta Hölder gia na apodeÐxoume to parak�tw l mma pou

se sunduasmì me th megistik  anisìthta tou Doob dÐnei sqedìn amèswc thn Lp anisìthta tou

Doob.

L mma 2. An X, Y eÐnai mh-arnhtikèc tuqaÐec metablhtèc me E[Y p] <∞ gia k�poio p > 1 kai

cP (X ≥ c) ≤ E[Y 1{X≥c}], c ≥ 0,

tìte

‖ X ‖p≤
p

p− 1
‖ Y ‖p .

Apìdeixh. ApodeiknÔoume pr¸ta to l mma k�tw apì thn epiplèon upìjesh ìti E[Xp] < ∞.

'Eqoume ìti gia opoiod pote z ≥ 0 isqÔei

zp = p

∫ z

0

xp−1dx = p

∫ ∞
0

xp−11{z≥x}dx,

opìte gia mia mh arnhtik  tuqaÐa metablht  X èqoume

Xp = p

∫ X

0

xp−1dx = p

∫ ∞
0

xp−11{X≥x}dx.



An epiplèon èqoume E[Xp] <∞ tìte paÐrnontac mèsec timèc èqoume:

E[Xp] = p

∫ ∞
0

xp−1P (X ≥ x)dx

≤ p

∫ ∞
0

xp−2E[Y 1{X≥x}]dx

= pE

[
Y

∫ ∞
0

xp−21{X≥x}dx

]
=

p

p− 1
E

[
Y (p− 1)

∫ ∞
0

xp−21{X≥x}dx

]
=

p

p− 1
E[Y Xp−1].

QrhsimopoioÔme t¸ra thn anisìthta Hölder uy¸nontac to Y sthn p kai to Xp−1 sto suzug 

ekjèth q = p/(p− 1) gia ton opoÐo isqÔei 1/p+ 1/q = 1. 'Eqoume

‖ X ‖pp= E[Xp] ≤ p

p− 1
E[Y Xp−1] ≤ p

p− 1
‖ Y ‖p‖ X ‖p−1p .

Diair¸ntac me ‖ X ‖p−1p èqoume to sumpèrasma.

An afairèsoume thn upìjesh E[Xp] < ∞, tìte jètontac Xn = min(X,n) èqoume ìti oi Xn

ikanopoioÔn th sunj kh E[Xp
n] < ∞ kai th sunj kh tou l mmatoc kai epomènwc h anisìthta

isqÔei, dhlad 

‖ Xn ‖p≤
p

p− 1
‖ Y ‖p, n ≥ 0.

Qrhsimopoi¸ntac to l mma Fatou èqoume to sumpèrasma. �

EÐmaste t¸ra se jèsh na apodeÐxoume thn anisìthta Lp tou Doob.

Je¸rhma 7. Anisìthta Lp tou Doob: 'Estw (Mn)n≥0 mh-arnhtikì submartingale wc proc mia

di jhsh (Fn)n≥0, me akoloujÐa megÐstwn (M∗
n)n≥0 kai p > 1. Tìte

‖M∗
n ‖p≤

p

p− 1
‖Mn ‖p, n ≥ 0.

Apìdeixh. Apì th megistik  anisìthta tou Doob èqoume ìti

cP (M∗
n ≥ c) ≤ E[Mn1{M∗

n≥c}], c ≥ 0.

Efarmìzontac t¸ra to prohgoÔmeno l mma me X = M∗
n kai Y = Mn, paÐrnoume thn anisìthta.

�

Mia teleutaÐa anisìthta h opoÐa eÐnai to kleidÐ gia thn apìdeixh to basikoÔ jewr matoc

sÔgklishc twn martingales eÐnai h anisìthta twn proc -ta-p�nw-diasqÐsewn tou Doob. Prèpei,

ìmwc, pr¸ta na d¸soume ton orismì miac proc -ta-p�nw-di�sqishc.



Orismìc 21. An (ci)0≤i≤n eÐnai mia akoloujÐa pragmatik¸n arijm¸n, orÐzoume wc arijmì twn

proc -ta-p�nw-diasqÐsewn (upcrossings) enìc diast matoc [a, b], apì thn akoloujÐa, to megalÔtero

arijmì k gia ton opoÐo up�rqoun 2k akèraioi 0 ≤ i1 < j1 < i2 < j2 < · · · < ik < jk ≤ n gia touc

opoÐouc ta stoiqeÐa ci1 , ci2 , . . . , cik eÐnai mikrìtera   Ðsa tou a kai ta stoiqeÐa cj1 , cj2 , . . . , cjk eÐnai

megalÔtera   Ðsa tou b.

O arijmìc twn proc -ta-p�nw-diasqÐsewn enìc diast matoc [a, b] apì thn akoloujÐa (ci)0≤i≤n

deÐqnei akrib¸c to pìsec forèc h akoloujÐa �diasqÐzei� to sÔnolo [a, b], me thn ènnoia ìti jewroÔ-

me ìti mia di�sqish ègine, ìtan h akoloujÐa xekin sei k�poia stigm  apì mia tim  mikrìterh   Ðsh

tou a kai brejeÐ se k�poia mellontik  stigm  se mia tim  megalÔterh   Ðsh tou b. 'Ena submar-

tingale èqei ìpwc èqoume pei kat� k�poio trìpo aÔxousa sumperifor� kai epomènwc perimènoume

ìti up�rqei k�poio fr�gma sto mèso pl joc twn proc -ta-p�nw-diasqÐsewn enìc diast matoc

[a, b] pou mporeÐ na k�nei. 'Ena tètoio fr�gma dÐnei h anisìthta twn proc -ta-p�nw-diasqÐsewn

tou Doob. Prin th diatup¸soume, apodeiknÔoume to ex c l mma pou ja qrhsimopoi soume sthn

apìdeix  thc.

L mma 3. An (Mn)n≥0 eÐnai mh-arnhtikì submartingale wc proc mia di jhsh (Fn)n≥0 kai

(An)n≥1 eÐnai mia problèyimh akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n wc proc thn Ðdia di jhsh kai oi

An, n ≥ 1, paÐrnoun mìno tic timèc 0 kai 1, tìte

E[(A •M)n] ≤ E[Mn], n ≥ 0.

Apìdeixh. Apì to gegonìc ìti Ak ∈ Fk−1, Ak ∈ {0, 1} kai to ìti h (Mn)n≥0 eÐnai submartin-

gale èqoume ìti

E[Ak(Mk −Mk−1)|Fk−1] = AkE[Mk −Mk−1|Fk−1] ≤ E[Mk −Mk−1|Fk−1].

PaÐrnoume t¸ra mèsec timèc sthn anisìthta kai èqoume

E[Ak(Mk −Mk−1)] ≤ E[Mk −Mk−1]

kai ajroÐzonac gia k = 1, 2, . . . , n paÐrnoume to zhtoÔmeno. �

To l mma autì apodeiknÔei k�ti diaisjhtik� profanèc: Se èna sumfèron paiqnÐdi, an èqeic thn

epilog  na pont�reic 1 mon�da   tÐpota se k�je gÔro, eÐnai protimìtero na pont�reic 1 mon�da

se k�je gÔro.

EÐmaste t¸ra se jèsh na diatup¸soume kai na apodeÐxoume thn anisìthta twn proc -ta -p�nw

diasqÐsewn tou Doob.



Je¸rhma 8. Anisìthta twn proc -ta-p�nw-diasqÐsewn tou Doob: 'Estw (Mn)n≥0 èna sub-

martingale wc proc mia di jhsh (Fn)n≥0 kai a < b. Tìte, gia to pl joc Un(a, b) twn proc

-ta-p�nw-diasqÐsewn tou [a, b] apì thn (Mi)0≤i≤n isqÔei h anisìthta

E[Un(a, b)] ≤ (Mn − a)+
b− a

.

Apìdeixh. Katarq n, èqoume ìti h ((Mn−a)+)n≥0 eÐnai èna mh-arnhtikì submartingale afoÔ

h (Mn)n≥0 eÐnai submartingale kai h f(x) = (x − a)+ eÐnai kurt  aÔxousa sun�rthsh. EpÐshc

eÐnai fanerì ìti o arijmìc twn proc -ta-p�nw-diasqÐsewn tou [a, b] apì thn (Mi)0≤i≤n isoÔtai me

ton arijmì twn proc -ta-p�nw-diasqÐsewn tou [0, b− a] apì thn ((Mi − a)+)0≤i≤n.

Upojètoume ìti uiojetoÔme thn akìloujh strathgik  pontarÐsmatoc (problèyimh akoloujÐa):

ArqÐzoume na pont�roume mia mon�da se k�je gÔro tou �paiqnidioÔ� ìtan h akoloujÐa ((Mi −

a)+)0≤i≤n pi�nei gia pr¸th for� thn tim  0 kai stamat�me na pont�roume ìtan ft�sei   xeper�sei

thn tim  b−a. SuneqÐzoume me ton Ðdio kanìna, dhlad  arqÐzoume xan� na pont�roume mia mon�da

se k�je gÔro ìtan h akoloujÐa ((Mi − a)+)0≤i≤n xanapi�sei gia pr¸th for� thn tim  0 kai

stamat�me na pont�roume ìtan xanaft�sei   xanaxeper�sei thn tim  b − a k.o.k. Profan¸c

èqoume ìti aut  h strathgik  pontarÐsmatoc (An)n≥1 eÐnai problèyimh wc proc thn akoloujÐa

σ((Mn − a)+)n≥0) kai sunep¸c kai wc proc thn akoloujÐa (Fn)n≥0 wc proc thn opoÐa eÐnai

prosarmosmènh h (Mn)n≥0. Sunep¸c, to diakritì stoqastikì olokl rwma thc ((Mn−a)+)n≥0 wc

proc thn (An)n≥1 eÐnai submartingale, afoÔ h (An)n≥1 eÐnai mh-arnhtik  kai fragmènh. Epiplèon

isqÔei me epÐklhsh tou l mmatoc pou mìlic apodeÐxame ìti

E[(A •M)n] ≤ E[(Mn − a)+].

'Omwc h strathgik  pontarÐsmatoc eÐnai tètoia ¸ste eggu�tai kèrdh toul�qiston (b−a)Un(a, b),

dhlad  (b− a)Un(a, b) ≤ (A •M)n. PaÐrnoume mèsec timèc kai telik� èqoume

(b− a)E[Un(a, b)] ≤ E[(A •M)n] ≤ E[(Mn − a)+].

�

9. Sugklish twn martingales

To kuriìtero apotèlesma sÔgklishc gia martingales, submartingales kai supermartingales

kai èna apì ta shmantikìtera sth JewrÐa Pijanot twn eÐnai h isqur  sÔgklish twn omoiìmorfa

fragmènwn kat� mèsh tim  martingales, submartingales kai supermartingales. Sugkekrimèna,

èqoume to akìloujo apotèlesma.

Je¸rhma 9. Je¸rhma sÔgklishc fragmènwn martingales, submartingales kai supermartinga-

les tou Doob:



(1) 'Estw (Mn)n≥0 submartingale wc proc mia di jhsh (Fn)n≥0 me supn≥0E[M+
n ] <∞. Tìte

up�rqei tuqaÐa metablht  M∞ tètoia ¸ste Mn
a.s→M∞. Epiplèon M∞ ∈ L1(Ω,F , P ).

(2) 'Estw (Mn)n≥0 supermartingale wc proc mia di jhsh (Fn)n≥0 me supn≥0E[M−
n ] < ∞.

Tìte up�rqei tuqaÐa metablht M∞ tètoia ¸steMn
a.s→M∞. EpiplèonM∞ ∈ L1(Ω,F , P ).

(3) 'Estw (Mn)n≥0 martingale wc proc mia di jhsh (Fn)n≥0, ¸ste supn≥0E[M+
n ] < ∞  

supn≥0E[M−
n ] < ∞. Tìte up�rqei tuqaÐa metablht  M∞ tètoia ¸ste Mn

a.s→ M∞.

Epiplèon M∞ ∈ L1(Ω,F , P ).

Apìdeixh. Gia to (1), gia na apodeÐxoume ìti up�rqei tuqaÐa metablht  M∞ tètoia ¸ste

Mn
a.s→M∞, arkeÐ kai prèpei na apodeÐxoume ìti gia to sÔnolo

Λ = {ω ∈ Ω : lim sup
n

Mn(ω) > lim inf
n

Mn(ω)}

èqoume P (Λ) = 0. 'Omwc apì thn puknìthta twn rht¸n stouc pragmatikoÔc èqoume ìti

Λ = ∪ a<b
a,b∈Q

Λa,b,

me

Λa,b = {ω ∈ Ω : lim sup
n

Mn(ω) ≥ b, lim inf
n

Mn(ω) ≤ a}.

Sunep¸c, arkeÐ na apodeÐxoume ìti P (Λa,b) = 0 gia k�je a, b ∈ Q. 'Omwc ω ∈ Λa,b sunep�getai ìti

to pl joc twn proc -ta-p�nw-diasqÐsewn U(a, b) tou [a, b] apì th (Mn(ω))n≥0 eÐnai �peiro. Su-

nep¸c, P (Λa,b) ≤ P (U(a, b) =∞). ArkeÐ epomènwc na apodeÐxoume ìti P (U(a, b) =∞) = 0. Gia

to skopì autì ja apodeÐxoume to isqurìtero apotèlesma ìti E[U(a, b)] <∞, qrhsimopoi¸ntac

thn anisìthta twn proc -ta-p�nw-diasqÐsewn tou Doob.

Pr�gmati, an Un(a, b) eÐnai to pl joc twn proc -ta-p�nw-diasqÐsewn tou [a, b] apì thn (Mn(ω))n≥0

mèqri th qronik  stigm  n, tìte h akoloujÐa (Un(a, b))n≥0 eÐnai aÔxousa kai sunep¸c to ì-

rio U(a, b) = limn→∞ Un(a, b) up�rqei. Epiplèon, epeid  h (Un(a, b))n≥0 eÐnai aÔxousa kai

mh-arnhtik  mporoÔme na epikalestoÔme to je¸rhma monìtonhc sÔgklishc. Lamb�nontac u-

pìyh kai thn anisìthta twn proc -ta-p�nw-diasqÐsewn tou Doob, kaj¸c kai to gegonìc ìti

supn≥0E[M+
n ] <∞ èqoume:

E[U(a, b)] = lim
n→∞

E[Un(a, b)]

≤ 1

b− a
sup
n≥0

E[(Mn − a)+]

≤ 1

b− a

(
sup
n≥0

E[M+
n ] + |a|

)
< ∞.



Epomènwc, apodeÐxame ìti up�rqei to me pijanìthta 1 ìrio M∞ thc (Mn)n≥0. Ja apodeÐxoume

t¸ra ìti E[|M∞|] < ∞. Pr�gmati, afoÔ h (Mn)n≥0 eÐnai submartingale èqoume ìti E[M0] ≤

E[Mn], n ≥ 0 kai epomènwc èqoume

E[|Mn|] = E[M+
n ] + E[M−

n ] = 2E[M+
n ]− E[Mn] ≤ 2E[M+

n ]− E[M0].

Qrhsimopoi¸ntac, t¸ra, to l mma Fatou se sunduasmì me thn upìjesh supn≥0E[M+
n ] < ∞,

èqoume

E[ lim
n→∞

|Mn|] ≤ lim inf
n→∞

E[|Mn|] ≤ 2 sup
n≥0

E[M+
n ]− E[M0] <∞.

Sunep¸c E[|M∞|] = E[limn→∞ |Mn|] <∞ kai èqoume M∞ ∈ L1(Ω,F , P ).

Gia to (2), an h (Mn)n≥0 eÐnai supermartingale me supn≥0E[M−
n ] < ∞, tìte èqoume ìti h

(−Mn)n≥0 eÐnai submartingale me supn≥0E[(−Mn)+] < ∞ kai efarmìzontac to (1) tou jewr -

matoc èqoume to apotèlesma.

Gia to (3), arkeÐ na sundu�soume ta (1) kai (2). �

Ja prèpei na tonisteÐ ìti to parap�nw je¸rhma den lèei ìtiMn
L1

→M∞, all� mìno ìti h oriak 

me pijanìthta 1 tuqaÐa metablht M∞ an kei ston L1(Ω,F , P ). Gia na exasfalÐsoume sÔgklish

ston L1(Ω,F , P ), qreiazìmaste mia isqurìterh sunj kh kai gia to lìgo autì eis�goume thn

ènnoia thc omoiìmorfhc oloklhrwsimìthtac miac akoloujÐac tuqaÐwn metablht¸n.

Orismìc 22. Mia oikogèneia tuqaÐwn metablht¸n {Xi}i∈I lègetai omoiìmorfa oloklhr¸simh,

an

lim
c→∞

sup
i∈I

E[1{|Xi|≥c}] = 0.

H sunj kh tou orismoÔ thc omoiìmorfhc oloklhrwsimìthtac den eÐnai eÔkola elègximh kai gia

to lìgo autì eÐnai qr simec aploÔsterec ikanèc sunj kec. Duo tètoiec dÐnontai sto epìmeno

apotèlesma.

Prìtash 37. 'Estw {Xi}i∈I mia oikogèneia tuqaÐwn metablht¸n.

(1) An supi∈I E[|Xi|p] <∞ gia k�poio p > 1, tìte h {Xi}i∈I eÐnai omoiìmorfa oloklhr¸simh.

(2) An up�rqei tuqaÐa metablht  Y tètoia ¸ste P (|Xi| ≤ Y ) = 1 gia k�je i ∈ I kai

E[Y ] <∞ tìte h {Xi}i∈I eÐnai omoiìmorfa oloklhr¸simh.

To je¸rhma sÔgklishc twn martingales tou Doob mporeÐ na epektajeÐ se mia pio isqur 

èkdosh pou dÐnei sÔgklish ston L1(Ω,F , P ) sthn perÐptwsh pou to martingale eÐnai omoiìmorfa

oloklhr¸simo. 'Eqoume

Je¸rhma 10. Je¸rhma L1-sÔgklishc twn martingales:



(1) 'Estw (Mn)n≥0 èna omoiìmorfa oloklhr¸simo martingale wc proc mia di jhsh (Fn)n≥0.

Tìte up�rqei tuqaÐa metablht  M∞ tètoia ¸ste

Mn
a.s.→ M∞,

M∞ ∈ L1(Ω,F , P ),

Mn
L1

→M∞,

Mn = E[M∞|Fn].

(2) An Y ∈ L1(Ω,F , P ) kai (Fn)n≥0 eÐnai mia di jhsh ston (Ω,F , P ), tìte h akoloujÐa

(Mn)n≥0 me Mn = E[Y |Fn], n ≥ 0 eÐnai omoiìmorfa oloklhr¸simo martingale.

Ta martingales èqoun mia ploÔsia oriak  jewrÐa pou asfal¸c den stamat�ei ed¸. Pèra

apì to oriakì je¸rhma gia thn isqur  sÔgklish pou diatup¸same kai apodeÐxame up�rqoun kai

oriak� jewr mata pou aforoÔn thn kat� katanom  sÔgklish (an�loga tou kentrikoÔ oriakoÔ

jewr matoc).
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