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1. 'Estw X q¸roc me nìrma. Upojètoume ìti up�rqei arijm simo sÔnolo A ⊆ X me thn idiìthta
o upìqwroc span(A) na eÐnai puknìc ston X. DeÐxte ìti o X eÐnai diaqwrÐsimoc.

2. DeÐxte ìti, gia k�je 1 ≤ p < ∞, o Lp(Rn) eÐnai diaqwrÐsimoc.

3. 'Estw X q¸roc me nìrma kai èstw 0 < θ < 1. 'Ena A ⊆ BX lègetai θ-dÐktuo gia thn BX an
gia k�je x ∈ BX up�rqei a ∈ A me ‖x− a‖ < θ. An to A eÐnai θ-dÐktuo gia thn BX , deÐxte ìti gia
k�je x ∈ BX up�rqoun an ∈ A, n ∈ N, ¸ste

x =
∞∑

n=0

θnan.

4. 'Estw X = (Rn, ‖ · ‖) kai èstw ε > 0.
(a) 'Estw x1, . . . , xk ∈ BX me thn idiìthta: ‖xi − xj‖ ≥ ε an i 6= j. DeÐxte ìti k ≤ (1 + 2/ε)n.
(b) DeÐxte ìti up�rqei ε-dÐktuo gia thn BX me plhj�rijmo N ≤ (1 + 2/ε)n.
[Upìdeixh gia to (a): Oi mp�lec B(xi, ε/2) perièqontai sthn B(0, 1 + ε/2) kai èqoun xèna eswte-
rik�.]

5. 'Estw X apeirodi�statoc q¸roc me nìrma.
(a) DeÐxte ìti up�rqoun x1, x2, . . . , xn, . . . ∈ BX ¸ste xn + 1

4BX ⊆ BX kai ta xn + 1
4BX na eÐnai

xèna.
(b) DeÐxte ìti den up�rqei mètro Borel µ ston X pou na ikanopoieÐ ta ex c:

1. To µ eÐnai analloÐwto wc proc tic metaforèc, dhlad  µ(x + A) = µ(A) gia k�je Borel A
kai k�je x ∈ X.

2. µ(A) > 0 gia k�je mh kenì anoiqtì A ⊆ X.
3. Up�rqei mh kenì anoiqtì A0 ⊂ X me µ(A0) < +∞.

6. 'Estw X q¸roc me nìrma kai èstw Y kleistìc upìqwroc tou X. An oi Y kai X/Y eÐnai q¸roi
Banach, tìte o X eÐnai q¸roc Banach.

7. 'Estw X q¸roc Banach kai èstw Y, Z kleistoÐ upìqwroi tou X. Upojètoume ìti o Y eÐnai
isìmorfoc me ton Z. EÐnai oi X/Y kai X/Z isìmorfoi? [Upìdeixh: Jewr ste touc X = `2,
Y = {x ∈ `2 : x1 = 0} kai Z = {x ∈ `2 : x1 = x2 = 0}.]

8. 'Estw X grammikìc q¸roc kai èstw Y upìqwroc tou X. 'Enac grammikìc telest c P : X → Y
lègetai probol  epÐ tou Y an, gia k�je y ∈ Y , P (y) = y.

Upojètoume ìti o X eÐnai q¸roc me nìrma, o Y eÐnai kleistìc upìqwroc tou X kai ìti up�rqei
suneq c probol  P : X → Y . Jètoume Z = Ker(P ) kai jewroÔme ton Y ⊕ Z = (Y × Z, ‖ · ‖1)
ìpou ‖(y, z)‖1 = ‖y‖+ ‖z‖, gia k�je (y, z) ∈ Y × Z.

(a) DeÐxte ìti o Y ⊕ Z eÐnai isìmorfoc me ton X.
(b) DeÐxte ìti o X/Y eÐnai isìmorfoc me ton Z kai o X/Z eÐnai isìmorfoc me ton Y .


