9 Maptiou 2009
Avidivon II: PUAN&So 1
(TTapddoon: 30 Maptiouv 2009)

1. Eow B(xn,rs) pa @Oivovoo axohoudia and xheotéc undheg ot éva ypo Banach X. Aeffte

ot ﬁ B(zp, ) # 0.
n=1

2. 'Eow z1,..., 2, yovadiala dtaviopato o éva Y@eo ue vopua. Ac unolécouye 6Tt yia xdmolo
0 <e<1woyle

Z Aixi|| < (1+¢) max [\l
i=1 L=

vio xde Aq, ..., An € Ro Acgiéte 6T

n
Z/\ixi > (1 — &) max |\,
i=1 isn

vy xdde A1, ..., A, € R.

3. 'Eotw cg 0 Ypouixde Y@poc twy axolouddv & = (&) mou cuyxhivouv 610 0. Av z = (&) € ¢,
undpyel uetdideon twv guotxdv T 1 N — N dote 1 (|§rn)]) va eivon pdivouoa, xat 1 axolouvdia

(&) ue &, = [&x(n)| opileton yovoohuavta and my (&)
T xdde 2 € ¢, optlovye

1 <
T|| =sup —— fn:mEN y
el {ﬁz }

xo Vétovpe do = {x € ¢p @ ||z]| < +oo}. Aeilte 6Tt 0 (do, || - ||) glvor ydpoc ue vopua. Eivar ydpoc
Banach;

4. Zépoupe 6Tt 0 ¢y elvon xhewoTdC UTOYWEOS TOL fop. Aellte b av z = (&) € lo, TOTE
d(z,co) = limsupy, |£x|. Ebvar ndvta owotd éti utdpyet Y, € co Bote d(z, co) = || — yul;

5. 'Eotw X anepodidotatog ydpoc Banach xou é0tw Y oo | &y, ot 0€1pd 670 Y6po X.

() Eow x € X. AeiZte 6t o e€hc elvon toodbvapa:

1. I xdde € > 0 undpye. nenepacuévo obvoho F' C N wote

.T—E ZT;

icG

<e

v xde nenepacpévo cbvoho G C Nue G 2 F.
2. T xd0e petdideon o : N — Nioyler Y07 | To(n) = 2.
Téte, Mye 6L 1) oepd > 0| T, CUYXAIVEL YwpIS Tepopoud 670 .
(B) Aeile 61t av 1) oelpd Y, Ty GUYXAVEL 0mOAITLC TETE oLYXAIVEL Ywplc Teploploud. Ioylel
10 avtioTpoYo;

(v) Aellte 6t m oepd o0 | T, oLYXAIVEL ywplc Teploptoud av xat uévo av elvar Cauchy xwpls
neptopiopd. Anhady), av yia xdde € > 0 undpyet tenepacpuévo cbvoro F' C N dote

e

e

<e

yiat x80e menepaopévo obvoho G C Nue GNF = 0.



(8) Ael&te 6T m oepd Y .o | Ty oUYXAVEL ywplc TEPLoplond oy xar ubvo av Yo xdde emhoyh

TeooUwY €; = 1 N oepd >0 | EnTn CUYXAIVEL.

6. Eow X ydpoc Banach xat éotw Y undywpog tou X. Aciéte 6t av o Y eivoaw Gs unocivoho
Tou X T6TE 0 Y elval xAeloToC Loy Wpoc Tou X.

[Yrédaén. Mapatnprote mpdta 6Tt 0 Y elvar G5 unoohvoro Tou Y. Aettre 61tt0 A=Y \ Y ebvar
olvoho Tedh NS xatnyoplac otov Y. Me v unddeon 1 A # 0 Jewpriote to cOvoro B =29+ Y
6ToU T TUYOV omnuelo Tou A xou del€te 6t B C A. Katomy, eqapudote 10 Yewpnuo Baire otov
Y]

7. Eow 1 < p < 400 xar K %xheiot6 xon @paypévo unocivoro tou £, Acellte 6t 1o K elvar
ouunayés av xou Hovo av yio xdde € > 0 undpyet no(e) € N dote vy xdde n > ng xow xdde

r = (&) € K, .
D lGlP <.
k=n

8. Eow 0 < a < 1. ZuuBoiiloupe pe Ay ([0, 1]) tov xodpo twv Holder cuveyxtv cuvapthoewy e
ex¥étn a: dnhadn, f € Ao ([0,1]) av xou pévo av

|f(z) = f(y)

|z —yl|*

1l = 1£(0)] +sup{ oy e [0,1], x # y} < +oo.

(o) Aei&te 6t 0 (Aa([0,1)), ] - [|a,) lvar xdpoc Banach.
(B) Eotw A ([0,1]) 10 clvoro twv f € Ay(]0,1]) tou xavonowoby tny

i @) = Fw)

| B =0y x&de y € [0, 1].

Agigte bt av 0 < a < 1 t61€ 0 Ao, ([0, 1]) elvan ametpodidotatoc xhetotoc undywpoc Tou Ay ([0, 1])
evd av o = 1 161€ 0 Ao ([0, 1]) meptéyet pévo tic otadepéc cuVapTHOELS.

9. Eotww X,Y ydpol pe vopua xaw T @ X — Y ypopuxde teheotic pe v didtnta: av (z,)
axohoudia otov X e ||z, || — 0, t6te n (T'(xy,)) elvon ppaypévn axohoudio otov V. AelZte 6t o
T elvon @paypévoc.

10. (o) Eotw X yopoc pe vopua xat é6tw Y ypauuixdc undywpoc tou X. Aclte ot av int(Y) # 0,
Wwie Y = X.
(B) Eotww X yopoc Banach xoi éo0tw (f,) g axohoudion un Undevix®y CUVEYMY YROUUXOY
ouvapTNooEWOY fr, : X — K. AceiZte 6t undpyer x € X wote fr(z) # 0 yio xdde n € N.
11. (x) Eotww X ywpoc Banach xau éotww T € B(X, X) pe tyyv bémqro > o, [T < +oo. Av
y € X oplloupe tov yetaoynuationd Sy : X — X pe

Sy(x) =y + T(x).
AelZte 6t 0 Sy €yt povadixd otadepd onuelo (Sy(zo) = xo), 10 To =y + 2 ooy T ().

(B) Abvovtar g : [0,1] — R xar K : [0,1] x [0,1] — R ocuveyelc. Aci&te én undpyel ouveyhc
ouvdptnon f : [0,1] — R mou wavorotel ty e&lowon tou Volterra

¢
fO=g0)+ [ Ks.0f(:)ds
0
v x&de ¢ € [0, 1].
12. Eotww X ydpoc ue voppa xa éotww 0 < § < 1. 'Eva A C Bx Myeta §-0iktvo Yoty Bx av

v xdde & € Bx umdpyet a € A ye ||z —al| < 6. Av 1o A givon 0-dixtvo yia v Bx, dellte 6Tl
v xdde x € Bx undpyouy a, € A, n € N, dote

oo
T = E 0"a,,.
n=0



13. Eotw X = (R™, || - ||) xou éotw € > 0.

() Eoww x1,...,2 € Bx pe myv Wbt |ja; — ;|| > e av i # 5. Aeite 6 kb < (1+2/¢)™.
(B) Aci&te 6u undpyet e-dixtuo yia Ty Bx pe manddprduo N < (1+2/¢)™.

[Tré6eién ya o (a): Ovundhec B(x;,e/2) nepéyoviar otny B(0, 14+¢/2) xat éxouy Eéva ecwtepind. ]

14. 'Eotw X aneipodldotatod YHeog Ye vopua.
(o) AgiZte 6TL UTEPYOLY X1, Ta, ..., Ty, ... € Bx ©oTE Ty + iBX C Bx xou o T, + iBX va elva
Zéva.
(B) Aci&te 6u dev undpyer pétpo Borel p otov X mou vo ixavomotel ta e€hc:

1. To p elvar avarholwto we mpog Ti¢ Yetapopés, dnhadh wu(x + A) = pu(A) v xdde Borel A
xat xdde x € X.

2. u(A) > 0 v x&e un xevé avorytd A C X.

3. Trdpyet un xevd avoyté Ag C X ye p(Ag) < 4o0.

15. 'BEotww X ypauuixde ywpeog xa €0tw Y unoyweog tou X. 'Evac yoouuxog tehectic P 1 X — Y
AMyetat mpoPolf enl tov Y av, yia xdde y € Y, P(y) = y.

Trodétouue 6Tt 0 X elvan ywpog Ue vopua, o Y elvar xheiotodg undywpeog tou X xau 6T undpyel
ouveyhc TeoBorf P : X — Y. ©étoupe Z = Ker(P) xo Yewpolye tovY & Z = (Y x Z, || - |1)
600 1y, 2) I = Ilyll + 1], yiee xéde (y,2) € Y x Z.

(o) Aei&te btL 0 Y @ Z elvan 1obpopgpog pe tov X.

(B) AclEte 61 0o X/Y elvou 1obpopypog pe tov Z xat o X/Z elvar todpoppog ye tov Y.

16. Eotw X,Y ydpot Banach xou éotw T : X — Y @poayuévoc yeaupixdc tehectic. Aellte 61t
Ta e€rc elvar 1wodlvaya:

() O X/Ker(T) eivar wobpoppoc pe tov Im(T).
(B) O Im(T") elvar xhetotdc uTdYWPOS TOUL Y.
(v) Trdpyer otadepd 0 < C' < oo wote: vy xdle x € X,

inf{ [l — yl| : y € Ker (D)} < C|T()].

Iopadidete déxa and tic AoxnoELC.



