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1. Ston (apeirodi�stato) grammikì q¸ro c0 twn mhdenik¸n pragmatik¸n akolouji¸n orÐzoume tic
nìrmec

‖x‖0 = sup
n
|xn|+

( ∞∑
n=1

|xn|2
22n

)1/2

, ‖x‖1 = sup
n
|xn|+

( ∞∑
n=1

|xn+1|2
22n

)1/2

.

Jètoume X0 = (c0, ‖ · ‖0) kai X1 = (c0, ‖ · ‖1).
(a) DeÐxte ìti o X0 eÐnai gn sia kurtìc: an x, y ∈ X0 me x 6= y kai ‖x‖0 = ‖y‖0 = 1, tìte
‖x+y

2 ‖0 < 1.
(b) DeÐxte ìti o X1 den eÐnai gn sia kurtìc kai sumper�nate ìti o X0 kai o X1 den eÐnai isometrik�
isìmorfoi.
(g) DeÐxte ìti d(X0, X1) = 1, qrhsimopoi¸ntac thn akoloujÐa telest¸n Tn : X0 → X1, ìpou

Tn(x1, x2, . . . , xn, . . .) = (xn, x1, x2, . . . , xn−1, xn+1, . . .).

2. Skopìc mac eÐnai na deÐxoume ìti: an 2 ≤ p < q ≤ +∞, tìte d(`n
p , `n

q ) = n
1
p− 1

q .

(a) 'Estw 2 ≤ q ≤ ∞. Qrhsimopoi¸ntac ton tautotikì telest  deÐxte ìti d(`n
2 , `n

q ) ≤ n
1
2− 1

q .
(b) DeÐxte ìti: an y1, . . . , ym ∈ `n

2 tìte

m∑

j=1

‖yj‖22 = Aveε=±1

∥∥∥∥∥∥

m∑

j=1

εjyj

∥∥∥∥∥∥

2

2

,

ìpou me Ave sumbolÐzoume to mèso ìro wc proc ìlec tic dunatèc epilogèc pros mwn εj = ±1.
(g) 'Estw 2 ≤ q ≤ ∞ kai èstw T : `n

q → `n
2 isomorfismìc, me ‖T : `n

q → `n
2‖ = 1. DeÐxte ìti

n∑

j=1

‖Tej‖22 ≤ n2/q,

kai sumper�nate ìti ‖Tej‖2 ≤ n
1
q− 1

2 gia k�poion j ≤ n. Qrhsimopoi¸ntac aut  thn parat rhsh,
deÐxte ìti ‖T−1 : `n

2 → `n
q ‖ ≥ n

1
2− 1

q .

(d) 'Estw 2 ≤ q ≤ ∞. DeÐxte ìti d(`n
2 , `n

q ) = n
1
2− 1

q .

(e) DeÐxte ìti: an 2 ≤ p < q ≤ +∞ tìte d(`n
p , `n

q ) ≥ n
1
p− 1

q . Qrhsimopoi¸ntac ton tautotikì
telest  deÐxte ìti d(`n

p , `n
q ) = n

1
p− 1

q .

3. Oi pÐnakec Walsh eÐnai orjog¸nioi 2k × 2k pÐnakec, pou orÐzontai epagwgik� wc ex c: Jètoume
W0 = [1], kai

Wk =
[

Wk−1 Wk−1

Wk−1 −Wk−1

]
, k ≥ 1.

(a) DeÐxte ìti o 1
2k/2 Wk eÐnai orjog¸nioc pÐnakac me thn idiìthta: ìlec tou oi suntetagmènec èqoun

apìluth tim  1
2k/2 .

(b) 'Estw n = 2k kai èstw T : Rn → Rn o telest c pou antistoiqeÐ ston 1
2k/2 Wk.

1. Parathr ste ìti ‖T−1 : `n
2 → `n

2‖ = 1 kai sumper�nate ìti ‖T−1 : `n
∞ → `n

1‖ ≤ n.

2. Parathr ste ìti ‖Tej‖∞ = 1/
√

n gia k�je j ≤ n kai sumper�nate ìti ‖T : `n
1 → `n

∞‖ = 1√
n
.

3. DeÐxte ìti d(`n
1 , `n

∞) ≤ √
n.



(g) DeÐxte ìti up�rqei stajer� c > 0 ¸ste d(`n
1 , `n

∞) ≤ c
√

n gia k�je n ∈ N.

4. 'Estw T : `n
1 → `n

∞ isomorfismìc, o opoÐoc ikanopoieÐ thn

1
d
Bn
∞ ⊆ T (Bn

1 ) ⊆ Bn
∞,

ìpou Bn
∞, Bn

1 oi monadiaÐec mp�lec twn `n
∞, `n

1 antÐstoiqa.
(a) An xj = T (ej), j = 1, . . . , n, deÐxte ìti

|T (Bn
1 )| = 2n

n!
| detX|,

ìpou X o pÐnakac me st lec ta x1, . . . , xn. [Upìdeixh: ArkeÐ na deÐxete ìti |Bn
1 | = 2n/n!.]

(b) Qrhsimopoi¸ntac to gegonìc ìti x1, . . . , xn ∈ Bn
∞ kai thn anisìthta tou Hadamard, deÐxte ìti

|det X| ≤ nn/2.
(g) DeÐxte ìti d ≥ c1

√
n, ìpou c1 > 0 stajer� anex�rthth apì ton T kai apì to n.

(d) DeÐxte ìti d(`n
1 , `n

∞) ≥ c1
√

n, ìpou c1 > 0 h stajer� sto (g).

5. 'Estw K èna summetrikì kurtì s¸ma ston Rn to opoÐo perièqei thn Bn
2 . Upojètoume ìti

up�rqoun λ1, . . . , λm > 0 kai shmeÐa epaf c u1, . . . , um twn K kai Bn
2 ¸ste

x =
m∑

j=1

λj〈x, uj〉uj

gia k�je x ∈ Rn. DeÐxte ìti h Bn
2 eÐnai to elleiyoeidèc mègistou ìgkou tou K.

Upìdeixh. Jewr ste to summetrikì kurtì s¸ma L = {y ∈ Rn : |〈uj , y〉| ≤ 1, j = 1, . . . ,m}.
Parathr ste ìti K ⊆ L, opìte arkeÐ na deÐxete ìti h Bn

2 eÐnai to elleiyoeidèc mègistou ìgkou
tou L. Jewr ste elleiyoeidèc

E = {y ∈ Rn :
n∑

i=1

α−2
i 〈y, vi〉2 ≤ 1}

me E ⊆ L kai deÐxte ìti
∑n

i=1 αi ≤ n, opìte
∏n

i=1 αi ≤ 1.

6. DÐnontai x1, . . . , xm ∈ Rn (ìqi anagkastik� diakekrimèna) ¸ste

I =
m∑

j=1

xj ⊗ xj .

(a) DeÐxte ìti
∑m

j=1 ‖xj‖22 = n.
(b) DeÐxte ìti: gia k�je epilog  pragmatik¸n arijm¸n a1, . . . , am,

∥∥∥∥∥∥

m∑

j=1

ajxj

∥∥∥∥∥∥
2

≤



m∑

j=1

a2
j




1/2

.

7. 'Estw K èna summetrikì kurtì s¸ma ston Rn. Upojètoume ìti h Bn
2 eÐnai to elleiyoeidèc

mègistou ìgkou tou K. DeÐxte ìti up�rqei parallhlepÐpedo P ¸ste K ⊆ P kai

|P | ≤ 2n nn/2

√
n!

.

Upìdeixh. Qrhsimopoi ste to {pr¸to l mma Dvoretzky–Rogers}.

8. 'Estw v1, . . . , vm ∈ Rn. Upojètoume ìti to summetrikì kurtì polÔedro K = {y ∈ Rn :
|〈vj , y〉| ≤ 1, j = 1, . . . , m} ikanopoieÐ thn Bn

2 ⊆ K ⊆ αBn
2 gia k�poion α > 1. DeÐxte ìti m ≥



exp(n/(2α2)). Me �lla lìgia, an h EukleÐdeia mp�la {proseggÐzetai kal�} apì èna summetrikì
kurtì polÔedro, tìte autì prèpei na èqei ekjetikì (wc proc th di�stash) pl joc edr¸n.
Upìdeixh. Apì thn upìjesh, èpontai ta ex c: (a) ‖vj‖2 ≤ 1 gia k�je j ≤ m. (b) An θ ∈ Sn−1,
tìte to di�nusma αθ den mporeÐ na brÐsketai sto eswterikì tou K, sunep¸c, up�rqei j ≤ m ¸ste
|〈vj , θ〉| ≥ 1/α. Lìgw twn dÔo aut¸n sunjhk¸n, mporoÔme na kalÔyoume thn Sn−1 me gewdaisiakèc
mp�lec pou èqoun kèntra ta vj/‖vj‖2 kai aktÐna pou exart�tai mìno apì to α.

9. 'Estw X = (Rn, ‖ · ‖) kai èstw ε ∈ (0, 1). DeÐxte ìti up�rqoun N ≤ (
1 + 2

ε

)n kai T : X → `N
∞

me thn idiìthta: (1− ε)‖x‖ ≤ ‖T (x)‖`n∞ ≤ (1 + ε)‖x‖ gia k�je x ∈ X.
Upìdeixh. Jewr ste èna ε-dÐktuo {x∗1, . . . , x∗N} sthn BX∗ kai ton telest  T : X → `N

∞ me
T (x) = (x∗1(x), . . . , x∗n(x)).


