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ÊåöÜëáéï 1

ÅéóáãùãÞ

1.1 ÉóôïñéêÞ ÁíáäñïìÞ

Ç Èåùñßá ÐéèáíïôÞôùí åßíáé o êëÜäïò ôùí ìáèçìáôéêþí ðïõ áó÷ïëåßôáé ìå ôçí áíÜëõóç ôõ÷áßùí

öáéíïìÝíùí. Ç Ýêâáóç åíüò ôõ÷áßïõ ãåãïíüôïò äåí ìðïñåß íá êáèïñéóôåß ðñéí áõôü óõìâåß, áëëÜ

ìðïñåß íá åßíáé ïðïéáäÞðïôå áðü ôéò äõíáôÝò åêâÜóåéò.

Áí êáé ìåñéêÝò éäÝåò ðéèáíïôÞôùí åìöáíßæïíôáé áðü ðïëý ðáëéÜ, ç óõóôçìáôéêÞ áíÜðôõîç ôçò

Èåùñßáò ÐéèáíïôÞôùí îåêßíçóå ìüëéò ôïí 16ï ìå 17ï áéþíá. Ç äéáöùíßá ìåôáîý äýï ôæïãáäüñùí

ãýñù óôï 1654 ïäÞãçóå óôç äçìéïõñãßá ôçò ìáèçìáôéêÞò èåùñßáò ðéèáíïôÞôùí áðü äýï ìåãÜëïõò

ÃÜëëïõò ìáèçìáôéêïýò, ôïí Blaise Pascal(1623-1662) êáé ôïí Pierre de Fermat(1601-1665).

Ôï ðñüâëçìá Þôáí ôï åîÞò: Äýï æÜñéá ñßðôïíôáé ôáõôü÷ñïíá 24 öïñÝò. Ôï åñþôçìá Þôáí íá

áðïöáóéóèåß áí Ýðñåðå íá óôïé÷çìáôßóïõí óôï åíäå÷üìåíï íá åìöáíéóôåß ôïõëÜ÷éóôïí ìéá öïñÜ

óôéò 24 ñßøåéò `åîÜñåò' Þ ü÷é. ¸íáò öáéíïìåíéêÜ áðïäïôéêüò êáíüíáò óôïé÷Þìáôïò Ýêáíå ôïí

Chavalie de Mer�e íá ðéóôåýåé üôé ôï íá óôïé÷çìáôßóåé èá åßíáé êåñäïöüñï, áëëÜ Þôáí ï ßäéïò ðïõ

ìå ôïõò õðïëïãéóìïýò ôïõ áðÝäåéîå ôï áíôßèåôï.

Óýíôïìá åîáéôßáò ôïõ åíäéáöÝñïíôïò ôùí ðáé÷íéäéþí ôý÷çò, ç Èåùñßá ÐéèáíïôÞôùí Ýãéíå

äçìïöéëÞò. ¸ôóé êáôÜ ôç äéÜñêåéá ôïõ 18ïõ áéþíá óçìáíôéêÞ Þôáí ç óõíåéóöïñÜ ôïõ Jacob

Bernoulli(1654-1705) êáé ôïõ Abraham de Moivre(1667-1754). (Ï Bernoulli Þôáí ôï ðéï äéÜ-

óçìï ìÝëïò ìéáò äéáêåêñéìÝíçò ïéêïãÝíåéáò Åëâåôþí ìáèçìáôéêþí åíþ ï de Moivre ãÜëëïò

ðñïôåóôÜíôçò ï ïðïßïò äéÝöõãå óôçí Áããëßá ãéá íá áðïöýãåé ôï äéùãìü.)

Äéáñêþò åðéôá÷õíüìåíç Þôáí ç åîÝëéîç ôùí ðéèáíïôÞôùí ôïí 19ï áéþíá ïðüôå áíáäåß÷èçêáí
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óðïõäáßïé ìáèçìáôéêïß üðùò ï Lvovich Chebishev êáé ï Pierre de Laplace(1749-1827). Ï ôåëåõ-

ôáßïò óôï âéâëßï ôïõ `ÁíáëõôéêÞ Èåùñßá ÐéèáíïôÞôùí'(1812) åéóÞãáãå ìéá óùñåßá íÝùí éäåþí

êáé ìáèçìáôéêþí ôå÷íéêþí. Ðñéí ôïí Laplace, ç èåùñßá ðéèáíïôÞôùí åß÷å ùò áíôéêåßìåíï ôç ìá-

èçìáôéêÞ áíÜëõóç ôùí ðáé÷íéäéþí ôý÷çò. Ï Laplace åöÜñìïóå ðéèáíïèåùñçôéêÝò éäÝåò óå áðëÜ

åðéóôçìïíéêÜ êáé ðñáêôéêÜ ðñïâëÞìáôá. Ç Èåùñßá ÓöáëìÜôùí,ôá ÁíáëïãéóôéêÜ ÌáèçìáôéêÜ êáé

ç ÓôáôéóôéêÞ Ìç÷áíéêÞ åßíáé ìåñéêÜ ìüíï ðáñáäåßãìáôá óçìáíôéêþí åöáñìïãþí ðïõ áíáðôý÷èç-

êáí ôï 19ï áéþíá. Ôï ðñüâëçìá ôçò áîéùìáôéêÞò èåìåëßùóçò ôçò Èåùñßáò ÐéèáíïôÞôùí ëýèçêå

ìüëéò ôïí 20ï áéþíá áðü ôïí Ñþóï ìáèçìáôéêü Andrei Nikolaevich Kolmogorov(1903-1987).

Ôá Üðåéñá áèñïßóìáôá êÝíôñéæáí ôï åíäéáöÝñïí ôùí ìáèçìáôéêþí áðü ôçí áñ÷áéüôçôá. Ôï

åñþôçìá ðþò Ýíá Üðåéñï Üèñïéóìá èåôéêþí üñùí ìðïñåß íá äþóåé ðåðåñáóìÝíï áðïôÝëåóìá Þôáí

Ýíá âáèý öéëïóïöéêü åñþôçìá êáé ôáõôü÷ñïíá áðïôåëïýóå Ýíá óçìáíôéêü êåíü óôçí êáôáíüçóç

ôïõ áðåßñïõ. Ç óõóôçìáôéêÞ ìåëÝôç ôùí Üðåéñùí áèñïéóìÜôùí (óåéñþí) îåêéíÜåé áðü ôïí Gauss.

Ï Euler åß÷å Þäç èåùñÞóåé ôçí õðåñãåùìåôñéêÞ óåéñÜ 1+ áâ
1·ãx + á(á+1)â(â+1)

1·2·ã(ã+1)
x2 + · · · , ðÜíù óôçí

ïðïßá ï Gauss äçìïóßåõóå ôçí ðñáãìáôåßá ôïõ ôï 1812. Óå áõôÞ áíáðôýóóåé áðëïýóôåñá êñéôÞñéá

óýãêëéóçò êáé èÝôåé æçôÞìáôá õðïëïßðùí êáé áêôßíáò óýãêëéóçò. Ï Cauchy ôï 1821 ìåëåôþíôáò

èÝìáôá óýãêëéóçò áðÝäåéîå üôé ôï ãéíüìåíï äýï óõãêëéíïõóþí óåéñþí äåí åßíáé êáô' áíÜãêç

óõãêëßíïõóá. Ïé üñïé `óýãêëéóç' êáé `áðüêëéóç' åß÷áí åéóá÷èåß ðïëý íùñßôåñá, ôï 1668, áðü

ôïí Gregory. Ïé Euler êáé Gauss Ýäùóáí äéáöïñåôéêÜ êñéôÞñéá óýãêëéóçò åíþ ï Maclaurin åß÷å

ðñïçãçèåß êÜðïéùí áíáêáëýøåùí ôïõ Cauchy. Ï Cauchy ðñïÞãáãå ôç èåùñßá ôùí äõíáìïóåéñþí

åðéôõã÷Üíïíôáò ôçí áíÜëõóç ìéáò ïëüìïñöçò óõíÜñôçóçò óå áõôÞ ôç ìïñöÞ. Ï Abel äéüñèùóå

êÜðïéá áðü ôá óõìðåñÜóìáôá ôïõ Cauchy êáé Ýäåéîå ôçí áíÜãêç íá ëçöèïýí õðüøç èÝìáôá

óõíÝ÷åéáò óå åñùôÞìáôá óýãêëéóçò. Ï Raabe(1832), o DeMorgan(1842), o Stokes(1847) åßíáé

ìåñéêïß ìüíï ðïõ áó÷ïëÞèçêáí ìå ôï áíôéêåßìåíï áõôü.

ÉóôïñéêÜ, ìáèçìáôéêïß üðùò ï Leonard Euler, ÷åéñßæïíôáí åëåýèåñá ôéò Üðåéñåò óåéñÝò, áêüìá

êé áí äåí óõíÝêëéíáí. Ìå ôçí áíÜðôõîç ôçò áíÜëõóçò ôï 19ï áéþíá áõóôçñÝò áðïäåßîåéò ôçò

óýãêëéóçò óåéñþí Þôáí áðáñáßôçôåò. Ðáñüëá áõôÜ ç ôõðéêÞ ÷ñçóéìïðïßçóç ìç óõãêëéíïõóþí

óåéñþí åðéôñÝðåôáé óôá ðëáßóéá ôïõ äáêôõëßïõ ôùí ôõðéêþí äõíáìïóåéñþí. Ïé ôõðéêÝò äõíáìïóåé-

ñÝò ÷ñçóéìïðïéïýíôáé óôç ÓõíäõáóôéêÞ ãéá íá ðåñéãñáöïýí êáé íá ìåëåôçèïýí áêïëïõèßåò ðïõ

äéáöïñåôéêÜ áðáéôïýí äýóêïëïõò ÷åéñéóìïýò. ÁõôÞ åßíáé ç ìÝèïäïò ôùí ãåííçôñéþí óõíáñôÞóåùí.

O Laplace Þôáí áõôüò ðïõ åéóÞãáãå ôéò ãåííÞôñéåò óõíáñôÞóåéò óôï âéâëßï ôïõ `ÁíáëõôéêÞ
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Èåùñßá ôùí ÐéèáíïôÞôùí' êáé ïé ïðïßåò áðïôåëïýí Ýíá óçìáíôéêü ìÝóï ãéá ôçí áíôéìåôþðéóç

ðñïâëçìÜôùí ÓõíäõáóôéêÞò, Èåùñßáò ÐéèáíïôÞôùí êáé ðéï óýã÷ñïíá ôçò ìåëÝôçò ôùí Ìáñêïâé-

áíþí áëõóßäùí êáé Óôï÷áóôéêþí ÌïíôÝëùí. Óýìöùíá ìå ôïí H.S.Wilf \Ìéá ãåííÞôñéá åßíáé Ýíá

óêïéíß óôï ïðïßï êñåìÜìå ìéá áêïëïõèßá áñéèìþí ãéá íá ôç âëÝðïõìå."(Generatingfunctionology,

1994). Óôç Èåùñßá ÐéèáíïôÞôùí êáé ôùí Ìáñêïâéáíþí áëõóßäùí, ôï óêïéíß åßíáé õöáóìÝíï áðü

áíáëõôéêü íÞìá, ôéò óåéñÝò Maclaurin.

ÓçìáíôéêÞ åßíáé ç ÷ñÞóç ôùí ãåííçôñéþí óõíáñôÞóåùí áêïëïõèéþí ðïõ áðïôåëïýí óõíáñ-

ôÞóåéò ðéèáíüôçôáò. Ïé óõíáñôÞóåéò áõôÝò êáëïýíôáé ðéèáíïãåííÞôñéåò. Ï ñüëïò ôïõò åßíáé

êáèïñéóôéêüò óôç ìåëÝôç óôï÷áóôéêþí ìïíôÝëùí êáé ðéï óõãêåêñéìÝíá óôç Èåùñßá Ïõñþí êáé

áðïôåëïýí ôï âáóéêü áíôéêåßìåíï ôçò ðáñïýóáò åñãáóßáò. Ï Agner Krarup Erlang Ýêáíå ôçí

ðñþôç ôïõ ðáñïõóßáóç óôç èåùñßá Ïõñþí ôï 1909. Ç ðñþôç åìöÜíéóç ôïõ üñïõ `óýóôçìá åîõ-

ðçñÝôçóçò' (queueing system) Þôáí ôï 1951 óôï ðåñéïäéêü `Journal of the Royal Statistical

Society' áðü ôïí David Kendal, ï ïðïßïò åéóÞãáãå êáé ôïí óõìâïëéóìü Á/Â/C ôùí ïõñþí.

O Kolmogorov êáé ï Alexander Khinchin (1894-1959) ëßãï ðáëáéüôåñá, áëëÜ êáé óýã÷ñïíïé

ìáèçìáôéêïß üðùò ï Marcel Neuts, Ý÷ïõí óõíåéóöÝñåé óôçí áíÜðôõîç ôçò Èåùñßáò Ïõñþí.

Óôá ðñþôá âÞìáôá ôùí åöáñìïóìÝíùí ðéèáíïôÞôùí ïé åñåõíçôÝò äåí Ýäéíáí éäéáßôåñï âÜñïò óå

áñéèìçôéêïýò õðïëïãéóìïýò. Êé áõôü Þôáí áëÞèåéá êáé ãéá ôç Èåùñßá Ïõñþí. Ç áíÜëõóç åíüò

ìïíôÝëïõ åèåùñåßôï ïëïêëçñùìÝíç áí ãéá ôçí õðü ìåëÝôç ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ, üðùò ôï ìÞêïò

ôçò ïõñÜò Þ ï ÷ñüíïò áíáìïíÞò, ãíùñßæïõìå ôçí ãåííÞôñéá óõíÜñôçóç Þ ôï ìåôáó÷çìáôéóìü

Laplace. Ìå äåäïìÝíåò ôå÷íéêÝò áíôéóôñïöÞò ôùí ìåôáó÷çìáôéóìþí áõôþí ðñïêýðôåé ç ëýóç óôï

ðñüâëçìá. Óýã÷ñïíïé åñåõíçôÝò Ýäùóáí ìåãáëýôåñç âáñýôçôá óôéò `õðïëïãéóôéêÝò ðéèáíüôçôåò'

åéóÜãùíôáò áñéèìçôéêÝò ìåèüäïõò ãéá ôçí áíôéóôñïöÞ ôùí ìåôáó÷çìáôéóìþí êáé ôùí õðïëïãéóìü

ôùí áíôßóôïé÷ùí êáôáíïìþí, ãåãïíüò ðïõ Ýäùóå íÝá ðíïÞ æùÞò óôéò ãåííÞôñéåò óõíáñôÞóåéò.

ÓçìáíôéêÞ åßíáé ç ðñïóöïñÜ ðñïò ôçí êáôåýèõíóç áõôÞ óçìáíôéêþí óýã÷ñïíùí ìáèçìáôéêþí

üðùò ï Joseph Abate, ï David Lucantoni, o Ward Whitt ê.Ü.
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1.2 ÂáóéêÝò Ýííïéåò Ìáñêïâéáíþí áëõóßäùí

ÊÜèå ïéêïãÝíåéá ôõ÷áßùí ìåôáâëçôþí {×(t); t ∈ T}, ïñéóìÝíç óå Ýíá ÷þñï ðéèáíüôçôáò (Ù;F; Ñ)

ïíïìÜæåôáé óôï÷áóôéêÞ äéáäéêáóßá(ó.ä.). Ç ðáñÜìåôñïò t áíáöÝñåôáé ùò ÷ñüíïò. Áí ï ðáñáìåôñé-

êüò ÷þñïò Ô åßíáé áñéèìÞóéìï óýíïëï (óõíÞèùò ôï N0), ç ó.ä. áíáöÝñåôáé ùò äéáêñéôïý ÷ñüíïõ

êáé óõìâïëßæåôáé ìå {×n; n ∈ N0}. Áí ï Ô åßíáé õðåñáñéèìÞóéìï óýíïëï, (óõíÞèùò ôï R+
0 ), áõôÞ

áíáöÝñåôáé ùò óõíå÷ïýò ÷ñüíïõ êáé óõìâïëßæåôáé ìå {×(t); t ≥ 0}. ÊÜèå äõíáôÞ ôéìÞ ôùí ô.ì.

×(t) ëÝãåôáé êáôÜóôáóç ôçò äéáäéêáóßáò. Ôï óýíïëï ôùí äõíáôþí êáôáóôÜóåùí áíáöÝñåôáé ùò

÷þñïò êáôáóôÜóåùí ôçò ó.ä. êáé èá ôïí óõìâïëßæïõìå ìå S.

Oñéóìüò 1. Ìéá ó.ä. ëÝãåôáé ÌáñêïâéáíÞ äéáäéêáóßá áí, äåäïìÝíçò ôçò ðáñïýóáò êáôÜóôáóçò,

ç ìåëëïíôéêÞ åîÝëéîç ôçò äéáäéêáóßáò åßíáé áíåîÜñôçôç áðü ôï ðáñåëèüí ôçò. Ðéï óõãêåêñéìÝíá,

ç ó.ä. {×(t); t ∈ T} åßíáé ÌáñêïâéáíÞ áí Ý÷åé ôçí áêüëïõèç éäéüôçôá:

P (X(tn) = jn|X(tn−1) = jn−1; : : : ; X(t1) = j1) = P (X(tn) = jn|X(tn−1) = jn−1)

ãéá êÜèå t1 < : : : < tn ∈ T êáé j1; : : : ; jn ∈ S.

Ç ðéèáíüôçôá P (X(tn) = jn) äçëþíåé ôçí ðéèáíüôçôá ç ó.ä. ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ tn íá âñßóêåôáé

óôçí êáôÜóôáóç jn.

¼ôáí ï ÷þñïò êáôáóôÜóåùí ìéáò ÌáñêïâéáíÞò äéáäéêáóßáò åßíáé äéáêñéôüò ôüôå áõôÞ áíáöÝñå-

ôáé ùò ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá.

a. ÌáñêïâéáíÝò áëõóßäåò äéáêñéôïý ÷ñüíïõ(Ì.á.ä.÷.)

Oñéóìüò 2. H ó.ä. {×n; n ∈ N0} ìå ÷.ê. S êáëåßôáé Ì.á.ä.÷. áí ãéá êÜèå n = 0; 1; : : :

P (Xn+1 = j|Xn = i; : : : ; X0 = j0) = P (Xn+1 = j|Xn = i)

ãéá êÜèå i0; : : : ; in−1; i; j ∈ S; n ≥ 0.

H äåóìåõìÝíç ðéèáíüôçôá P (Xn+1 = j|Xn = i) êáëåßôáé ðéèáíüôçôá ìåôÜâáóçò ðñþôçò

ôÜîçò áðü ôçí êáôÜóôáóç i óôçí êáôÜóôáóç j óôï (n+ 1)-ïóôü âÞìá êáé óõìâïëßæåôáé ìå
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pij(n+ 1). ¼ôáí ïé ðéèáíüôçôåò áõôÝò åßíáé áíåîÜñôçôåò ôïõ n ãéá êÜèå n = 0; 1; : : : ôüôå

ç {×n} ëÝãåôáé ÷ñïíéêÜ ïìïãåíÞò êáé

pij = P (Xn+1 = j|Xn = i) = P (X1 = j|X0 = i):

Óå ôÝôïéåò áëõóßäåò èá áíáöåñüìáóôå óôï åîÞò. Åöüóïí ïé ðéèáíüôçôåò åßíáé ìç áñíçôéêÝò

êáé ç äéáäéêáóßá ðñÝðåé íá êÜíåé ìéá ìåôÜâáóç óå êÜðïéá êáôÜóôáóç, Ý÷ïõìå üôé:

pij ≥ 0; i; j ∈ S êáé
∞∑
j=0

pij = 1; i ∈ S:

Ïé ðéèáíüôçôåò ìåôÜâáóçò óõíïøßæïíôáé óå Ýíáí ðßíáêá

P =


p00 p01 p02 · · ·

p10 p11 p12 · · ·

p20 p21 p22 · · ·
...

...
...

. . .


ï ïðïßïò ëÝãåôáé ðßíáêáò ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâáóçò ðñþôçò ôÜîçò êáé åßíáé óôï÷áóôéêüò

ðßíáêáò, äçëáäÞ åßíáé ìç-áñíçôéêüò êáé ôï Üèñïéóìá ôùí óôïé÷åßùí êÜèå ãñáììÞò ôïõ

åßíáé ßóï ìå ôç ìïíÜäá, áöïý üðùò áíáöÝñáìå
∑∞

j=0 pij = 1; i ∈ S. Ç ÌáñêïâéáíÞ

áëõóßäá {Xn; n = 0; 1; : : :} êáèïñßæåôáé ðëÞñùò áðü ôç óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôáò ôçò áñ÷éêÞò

êáôÜóôáóçò ×0, p
(0)
i = P (X0 = i); (i ∈ S) êáé ôéò ðéèáíüôçôåò pij, äçëáäÞ ôïí ðßíáêá P.

Ìå p(m)
ij èá óõìâïëßæïõìå ôçí ðéèáíüôçôá ìåôÜâáóçò áðü ôçí êáôÜóôáóç i óôçí êáôÜóôáóç

j óå áêñéâþò m âÞìáôá êáé ìå P(m) ôïí áíôßóôïé÷ï ðßíáêá. Ëüãù ôçò ÌáñêïâéáíÞò

éäéüôçôáò áðïäåéêíýåôáé üôé éó÷ýåé ç ó÷Ýóç:

P(m) = P(m−1)P = · · · = Pm:

ÁíáëõôéêÜ éó÷ýïõí ïé åîéóþóåéò:

p(m+n)
ij =

∑
k

p(m)
ik p(n)

kj ; i; j ∈ S:

Ç ôåëåõôáßá ó÷Ýóç åßíáé ãíùóôÞ ùò åîßóùóç Chapman-Kolmogorov êáé åêöñÜæåé ôï ðñïöá-

íÝò ãåãïíüò üôé ç ðéèáíüôçôá íá ìåôáâåß ç Ì.á. îåêéíþíôáò áðü ôçí êáôÜóôáóç i óôçí
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êáôÜóôáóç j óå m + n âÞìáôá, õðïëïãßæåôáé áðü ôï Èåþñçìá ÏëéêÞò Ðéèáíüôçôáò äå-

óìåýïíôáò óôçí êáôÜóôáóç k óôï m-ïóôü âÞìá (ïðüôå áðü åêåß èá ìåôáâåß óôçí êáôÜôáóç

j ìåôÜ áðü n åðéðëÝïí âÞìáôá).

¸óôù

p(n)
j = P (Xn = j) = P (Xn = j|X0 ∼ p(0)

i ); j ∈ S

ç äåóìåõìÝíç êáôáíïìÞ ôçò ô.ì. ×n; n ∈ N0. Ôï äéÜíõóìá p
(n) = (pnj ; j ∈ S) èåùñïýìåíï

ùò óõíÜñôçóç ôïõ n, áíáöÝñåôáé ùò ìåôáâáôéêÞ êáôáíïìÞ ôçò Ì.á.

Ðñïöáíþò

p(n+1)
j =

∑
i

p(n)
i pij

Þ õðü ìïñöÞ ðéíÜêùí

p(n+1) = p(n)P:

Ôï äéÜíõóìá p = limn→∞ p(n) = (pj; j ∈ S) áíáöÝñåôáé ùò ïñéáêÞ êáôáíïìÞ ôçò Ìáñêï-

âéáíÞò áëõóßäáò (üôáí õðÜñ÷åé).

• ×ñüíïé åéóüäïõ, Ðéèáíüôçôåò ðñþôçò åéóüäïõ êáé áíÜëõóç ðñþôïõ âÞìáôïò

¸óôù Á Ýíá óýíïëï êáôáóôÜóåùí, Á ⊆ S: Èá óõìâïëßæïõìå ìå ÇÁ ôï ÷ñüíï ðñþôçò

åéóüäïõ ôçò äéáäéêáóßáò óå êÜðïéá êáôÜóôáóç ôïõ óõíüëïõ Á, äçë.

ÇÁ = inf{n ≥ 0 : Xn ∈ A}:

ÅðéðëÝïí ìå hAi èá óõìâïëßæïõìå ôçí ðéèáíüôçôá åéóüäïõ ôçò Ì.á. óôï Á äåäïìÝíïõ üôé

áõôÞ îåêéíÜåé áðü ôçí êáôÜóôáóç i, äçë.

hAi = P (HA <∞ | X0 = i); i ∈ S

êáé kAi ôï ìÝóï ÷ñüíï óôïí ïðïßï óõìâáßíåé áõôü, äçë.

kAi = E[HA | X0 = i]; i ∈ S.

Èåþñçìá 1. Ïé ðéèáíüôçôåò hAi õðïëïãßæïíôáé ùò ç åëÜ÷éóôç ìç-áñíçôéêÞ ëýóç ôïõ óõ-

óôÞìáôïò:

hAi = 1; i ∈ A

hAi =
∑
j∈S

pijh
A
j ; i ∈ Ac:
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Èåþñçìá 2. Ïé ìÝóïé ÷ñüíïé kAi õðïëïãßæïíôáé ùò ç åëÜ÷éóôç ìç-áñíçôéêÞ ëýóç ôïõ

óõóôÞìáôïò:

kAi = 0; i ∈ A

kAi = 1 +
∑
j∈S

pijk
A
j ; i ∈ Ac:

Ïé ðáñáðÜíù åîéóþóåéò ïíïìÜæïíôáé åîéóþóåéò áíÜëõóçò ðñþôïõ âÞìáôïò ãéá ôïí õðïëï-

ãéóìü ôùí ðéèáíïôÞôùí ðñþôçò åéóüäïõ êáé ôùí áíôßóôïé÷ùí ìÝóùí ÷ñüíùí.

ÐáñÜäåéãìá: ¸óôù Ì.á.ä.÷. ìå äéÜãñáììá ôï åîÞò:

?>=<89:;3

1=3

��

2=3

{{?>=<89:;01 55
?>=<89:;1

1=4
++

1=2

jj

1=4

;;

?>=<89:;2
5=8

kk

1=4

QQ

1=8ii

êáé ðßíáêá ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâáóçò P =


1 0 0 0

1=2 0 1=4 1=4

0 5=8 1=8 1=4

0 2=3 1=3 0

 :

¸óôù ái ç ðéèáíüôçôá åéóüäïõ óôçí êáôÜóôáóç 3 îåêéíþíôáò áðü ôçí êáôÜóôáóç i. Ôüôå

åöáñìüæïíôáò ôçí áíÜëõóç ðñþôïõ âÞìáôïò ðñïêýðôïõí ïé åîéóþóåéò:

a3 = 1 êáé

ai =
∑

k pikak ;i6=3

äçëáäÞ

a3 = 1

á0 = á0

a1 = 1
2
á0 + 1

4
á2 + 1

4
á3

a2 = 5
8
á1 + 1

8
á2 + 1

4
á3:

ËáìâÜíïíôáò ôçí åëÜ÷éóôç ëýóç ôïõ ôåëåõôáßïõ óõóôÞìáôïò ðñïêýðôåé üôé á0 = 0; á1 =

9=23; á2 = 13=23; á3 = 1:

Ìéá ôñïðïðïßçóç ôùí ðáñáðÜíù åîéóþóåùí ãßíåôáé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ èÝëïõìå íá õðïëïãß-

óïõìå ôéò ðéèáíüôçôåò âi åðßóêåøçò óôçí êáôÜóôáóç 0 ðñéí áðü êÜðïéá êáôÜóôáóç Í ,
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îåêéíþíôáò áðü ôçí êáôÜóôáóç i. ÁõôÝò ðñïêýðôïõí ùò ç åëÜ÷éóôç ëýóç ôïõ óõóôÞìáôïò:

â0 = 1; âÍ = 0

âi =
∑
j∈S

pijâj; i 6= 0; N:

¸ôóé óôï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá, áí âi åßíáé ç ðéèáíüôçôá åðßóêåøçò óôçí êáôÜóôáóç 0

ðñéí ôçí êáôÜóôáóç 3 îåêéíþíôáò áðü ôçí êáôÜóôáóç i, ôüôå ïé âi õðïëïãßæïíôáé áðü ôç

ëýóç ôïõ óõóôÞìáôïò:

â0 = 1; â3 = 0 êáé

âi =
∑

k pikâk ; i = 1; 2
äçëáäÞ

â0 = 1; â3 = 0

â1 = 1
2
â0 + 1

4
â2 + 1

4
â3

â2 = 5
8
â1 + 1

8
â2 + 1

4
â3:

Ìå ëýóç ôïõ ðáñáðÜíù óõóôÞìáôïò ðáßñíïõìå â0 = 1; â1 = 14=23; â2 = 10=23; â3 = 0:

Áò êÜíïõìå ôþñá ìéá ìéêñÞ ôñïðïðïßçóç óôï ðáñÜäåéãìÜ ìáò êáé íá èåùñÞóïõìå ôç

Ì.á.ä.÷. ìå äéÜãñáììá

?>=<89:;3

1=3

��

2=3

{{?>=<89:;1
1=2

++

1=2

;;

?>=<89:;2
5=8

kk

1=4

QQ

1=8ii

êáé ðßíáêá ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâáóçò P =


0 1=2 1=2

5=8 1=8 1=4

2=3 1=3 0

 :

Áí ôi åßíáé ï ìÝóïò ÷ñüíïò åðßóêåøçò óôçí êáôÜóôáóç 2 îåêéíþíôáò áðü ôçí êáôÜóôáóç i,

ôüôå áðü ôéò åîéóþóåéò áíÜëõóçò ðñþôïõ âÞìáôïò ïé ÷ñüíïé áõôïß õðïëïãßæïíôáé ìå ëýóç

ôïõ óõóôÞìáôïò:

ô2 = 0 êáé

ôi = 1 +
∑

k pikôk ;i6=2

äçëáäÞ

ô2 = 0

ô1 = 1 + 1
2
ô2 + 1

2
ô3

ô3 = 1 + 2
3
ô1 + 1

3
ô2

áðü ôï ïðïßï ðñïêýðôåé ô1 = 9=4; ô2 = 0; ô3 = 5=2.
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ÃåíéêÜ ðáñáôçñïýìå üôé ïé ðéèáíüôçôåò Þ ïé ÷ñüíïé åðßóêåøçò ðñïêýðôïõí ìå åðßëõóç óõ-

óôçìÜôùí ãñáììéêþí åîéóþóåùí. Áí ï ÷þñïò êáôáóôÜóåùí åßíáé ðåðåñáóìÝíïò ôüôå ôï

óýóôçìá ìðïñåß íá åðéëõèåß áêñéâþò. Áí áõôüò åßíáé Üðåéñïò êáé ï P Ý÷åé êÜðïéá äïìÞ (pij

ßäéåò Þ ðáñüìïéåò ãéá êÜèå i) ôüôå åßíáé äõíáôüí íá ðñïêýøïõí óõóôÞìáôá åîéóþóåùí äéá-

öïñþí ôá ïðïßá ìðïñïýí íá ëõèïýí áíáëõôéêÜ. ÄéáöïñåôéêÜ áðáéôïýíôáé ðñïóåããéóôéêÝò

Þ åðáíáëçðôéêÝò ìÝèïäïé.

• ÊáôÜôáîç êáôáóôÜóåùí

¸óôù

Mij = min{n ∈ N : Xn = j | X0 = i}

ï ÷ñüíïò (áñéèìüò âçìÜôùí) ðïõ áðáéôåßôáé ãéá íá ìåôáâåß ç Ì.á. óôçí êáôÜóôáóç j ãéá

ðñþôç öïñÜ äåäïìÝíïõ üôé îåêéíÜåé áðü ôçí êáôÜóôáóç i, äçëáäÞ ï ÷ñüíïò ðñþôçò åðßóêå-

øçò óôç j üôáí X0 = i. Ïñßæïõìå Mij =∞ áí ç ìåôÜâáóç áðü ôçí i óôç j äå ãßíåé ðïôÝ.

ÅðéðëÝïí ç ðéèáíüôçôá

f (n)
ij = P (Mij = n) = P (Xn = j; Xk 6= j; k = 1; 2; : : : ; n− 1 | X0 = i)

ëÝãåôáé ðéèáíüôçôá ðñþôçò åðßóêåøçò ôçò Ì.á. óôçí êáôÜóôáóç j îåêéíþíôáò áðü ôçí êá-

ôÜóôáóç i óå n âÞìáôá. Áí i = j, ôüôå fj = fjj åßíáé ç ðéèáíüôçôá åðáíüäïõ óôç j êáé

ìj = Å[Mjj] ï ìÝóïò ÷ñüíïò åðáíüäïõ óôç j.

Oñéóìüò 3. Áí fj < 1 ôüôå ç êáôÜóôáóç j ëÝãåôáé ìåôáâáôéêÞ.

Áí fj = 1 ôüôå ç êáôÜóôáóç j ëÝãåôáé åðáíáëçðôéêÞ êáé èá áíáöÝñåôáé ùò èåôéêÜ åðáíáëç-

ðôéêÞ áí åðéðëÝïí ìj <∞ êáé ìçäåíéêÜ åðáíáëçðôéêÞ áí ìj =∞.

Oñéóìüò 4. Ç êáôÜóôáóç j ëÝìå üôé Ý÷åé ðåñßïäï dj áí p
(n)
jj = 0; åêôüò áí n = d; 2d; 3d; : : :

êáé d åßíáé ï ìåãáëýôåñïò áêÝñáéïò ãéá ôïí ïðïßï óõìâáßíåé áõôü Þ éóïäýíáìá

dj = ÌÊÄ{n : p(n)
jj > 0}.

Ìéá êáôÜóôáóç j ìå ðåñßïäï 1 ëÝãåôáé áðåñéïäéêÞ äéáöïñåôéêÜ ëÝãåôáé ðåñéïäéêÞ ìå ðå-

ñßïäï dj > 1.

Áí ç j åßíáé áðåñéïäéêÞ êáé èåôéêÜ åðáíáëçðôéêÞ ôüôå áõôÞ ëÝãåôáé åñãïäéêÞ.
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Oñéóìüò 5. ËÝìå üôé ç j åßíáé ðñïóéôÞ áðü ôçí i êáé óõìâïëßæïõìå i → j áí p(n)
ij > 0

ãéá êÜðïéï n ≥ 0.

Áí i→ j êáé j → i ôüôå ëÝìå üôé ïé i êáé j åðéêïéíùíïýí êáé óõìâïëßæïõìå i↔ j.

Ç åðéêïéíùíßá ôùí êáôáóôÜóåùí åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò.

Èåþñçìá 3. Áí ïé i êáé j åðéêïéíùíïýí ôüôå áõôÝò åßíáé ôïõ ßäéïõ ôýðïõ ùò ðñïò ôçí

åðáíáëçðôéêüôçôá êáé ôçí ðåñéïäéêüôçôá.

¸ôóé áí ð.÷. ç i åßíáé èåôéêÜ åðáíáëçðôéêÞ êáé i ↔ j ôüôå êáé ç j åßíáé èåôéêÜ åðáíáëç-

ðôéêÞ. ¢ìåóá ëïéðüí ðñïêýðôåé üôé áí i↔ j ôüôå fij = 1.

Äýï êáôáóôÜóåéò ðïõ åðéêïéíùíïýí èá ëÝìå üôé áíÞêïõí óôçí ßäéá êëÜóç. ÅðéðëÝïí, åöü-

óïí ç åðéêïéíùíßá åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò, äýï êëÜóåéò Þ èá åßíáé îÝíåò Þ èá ôáõôßæïíôáé.

Èá ëÝìå üôé ç Ì.á. åßíáé áäéá÷þñéóôç áí õðÜñ÷åé ìüíï ìéá êëÜóç, äçëáäÞ áí üëåò ïé

êáôáóôÜóåéò åðéêïéíùíïýí.

• ÓôÜóéìç êáôáíïìÞ Ì.á.ä.÷.

Oñéóìüò 6. Ç (ðj; j = 0; 1; : : :) ëÝãåôáé óôÜóéìç êáôáíïìÞ ôçò Ì.á. ìå ðßíáêá ðéèáíï-

ôÞôùí ìåôÜâáóçò P = (pij) áí

ðj =
∞∑
i=0

ðipij; j ∈ S êáé
∞∑
j=0

ðj = 1

Þ õðü ìïñöÞ ðéíÜêùí ç ð = (ð0; ð1; : : :) éêáíïðïéåß ôç ó÷Ýóç:

ðP = ð êáé ð 1 = 1;

üðïõ 1 = (1; 1; : : : ; 1)Ô :

Ïé åîéóþóåéò ðj =
∑∞

i=0 ðipij; j ∈ S ëÝãïíôáé åîéóþóåéò éóïññïðßáò åíþ ç
∑∞

j=0 ðj = 1

áíáöÝñåôáé ùò åîßóùóç êáíïíéêïðïßçóçò.
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Èåþñçìá 4. Óå ìéá áäéá÷þñéóôç áðåñéïäéêÞ Ì.á. ìå ÷þñï êáôáóôÜóåùí S éó÷ýåé áêñéâþò

Ýíá áðü ôá ðáñáêÜôù:

a. ¼ëåò ïé êáôáóôÜóåéò åßíáé ìåôáâáôéêÝò Þ ìçäåíéêÜ åðáíáëçðôéêÝò. Óôçí ðåñßðôùóç

áõôÞ limn→∞ pij = 0; ãéá êÜèå i; j ∈ S êáé äåí õðÜñ÷åé óôÜóéìç êáôáíïìÞ.

b. ¼ëåò ïé êáôáóôÜóåéò åßíáé èåôéêÜ åðáíáëçðôéêÝò. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ õðÜñ÷åé óôÜ-

óéìç êáôáíïìÞ, åßíáé ìïíáäéêÞ êáé äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç ð = (ðj; j ∈ S); üðïõ

ðj =
1

ìj
; j ∈ S:

Óôçí ðåñßðôùóç áäéá÷þñéóôùí êáé èåôéêÜ åðáíáëçðôéêþí Ì.á., ïðüôå óýìöùíá ìå ôï Èåþ-

ñçìá õðÜñ÷åé óôÜóéìç êáôáíïìÞ, éó÷ýïõí åðéðëÝïí ôá åîÞò:

i. lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

pkij = ðj

ii. lim
n→∞

E{
∑

1[Xk = j | X0 = i]}
n

= ðj

iii. áí ç êáôÜóôáóç j åßíáé áðåñéïäéêÞ ôüôå

lim
n→∞

P (Xn = j) = lim
n→∞

P (Xn = j | X0 = i) = ðj:
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b. ÌáñêïâéáíÝò áëõóßäåò óõíå÷ïýò ÷ñüíïõ(Ì.á.ó.÷.)

Oñéóìüò 7. Ìéá óôï÷áóôéêÞ äéáäéêáóßá {×(t); t ≥ 0} óõíå÷ïýò ÷ñüíïõ ìå äéáêñéôü

÷þñï êáôáóôÜóåùí S ëÝãåôáé Ì.á.ó.÷. áí

P{X(tn) = in | X(t0) = i0; : : : ; X(tn−1) = in−1} = P{X(tn) = in | X(tn−1) = in−1};

ãéá t0 < t1 < : : : < tn−1 < tn êáé i0; i1; : : : ; in−1; in ∈ S:

ÁíÜëïãá êáé ìå ôéò Ì.á.ä.÷. ç {×(t)} åßíáé ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá áí ìå äåäïìÝíç ôçí

ðáñïýóá êáôÜóôáóç ôçò áëõóßäáò, ç ìåëëïíôéêÞ åîÝëéîç áõôÞò äåí åîáñôÜôáé áðü ôçí ðá-

ñåëèïýóá éóôïñßá ôçò, áëëÜ ìüíï áðü ôçí ðáñïýóá êáôÜóôáóç.

Oñéóìüò 8. Ç äåóìåõìÝíç ðéèáíüôçôá P (X(t + s) = j | X(s) = i) ëÝãåôáé ðéèáíüôçôá

ìåôÜâáóçò áðü ôçí êáôÜóôáóç i ôç óôéãìÞ s, óôçí êáôÜóôáóç j ôç óôéãìÞ t+s. ¼ôáí ïé

ðéèáíüôçôåò áõôÝò åßíáé áíåîÜñôçôåò ôïõ ÷ñüíïõ s, áëëÜ åîáñôþíôáé ìüíï áðü ôç äéÜñêåéá

t, äçëáäÞ

pij(t) = P (X(t+ s) = j | X(s) = i) = P (X(t) = j | X(0) = i); i; j ∈ S

ôüôå ç {×(t)} ëÝãåôáé ÷ñïíéêÜ ïìïãåíÞò.

Ç pij(t) èåùñïýìåíç ùò óõíÜñôçóç ôïõ ÷ñüíïõ t, ãéá äåäïìÝíá i; j ∈ S; ëÝãåôáé óõíÜñôçóç

ðéèáíüôçôáò ìåôÜâáóçò. Áíôßóôïé÷á ìå ôéò Ì.á.ä.÷, üëåò áõôÝò ïé ðéèáíüôçôåò óõíïøßæïíôáé

óå Ýíáí ðßíáêá

P(t) =


p00(t) p01(t) p02(t) · · ·

p10(t) p11(t) p12(t) · · ·

p20(t) p21(t) p22(t) · · ·
...

...
...

. . .


ï ïðïßïò ëÝãåôáé ðßíáêáò óõíáñôÞóåùí ðéèáíïôÞôùí ìåôÜâáóçò. Ç Ì.á.ó.÷. {×(t)} åßíáé

ðëÞñùò êáèïñéóìÝíç áí äßíåôáé ï ðßíáêáò P(t); t ≥ 0 êáé ç áñ÷éêÞ êáôáíïìÞ pi(0) =

P (X(0) = i); i ∈ S. Ôüôå, áí pi(t) = P (X(t) = i), ìå ÷ñÞóç ôïõ ÈåùñÞìáôïò ÏëéêÞò

Ðéèáíüôçôáò ðñïêýðôåé

pj(t) =
∑

i∈S pi(0)pij(t)
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êáé ôï äéÜíõóìá p(t) = (pi(t); i ∈ S) åßíáé ç ìåôáâáôéêÞ êáôáíïìÞ ôçò Ì.á.ó.÷. H ôåëåõ-

ôáßá ó÷Ýóç õðü ìïñöÞ ðéíÜêùí ãñÜöåôáé:

p(t) = p(0)P(t):

Ëüãù ôçò äõóêïëßáò ÷ñÞóçò ôïõ P(t), ïñßæïõìå ôéò ðïóüôçôåò

qij = p′ij(0
+) =

 limt→0
pij(t)

t
; i 6= j

limt→0
1−pii(t)

t
; i = j

i; j ∈ S: (I)

Ï ðßíáêáò Q = (qij; i; j ∈ S) êáëåßôáé ðßíáêáò ñõèìþí ìåôÜâáóçò Þ áðåéñïóôüò ãåííÞôïñáò

ôçò äéáäéêáóßáò. ÕðïèÝôïõìå üôé ç Ì.á.ó.÷. åßíáé êáíïíéêÞ, äçëáäÞ
∑

j∈S pij(t) = 1, ãéá

êÜèå i ∈ S. ÉêáíÞ óõíèÞêç ãé áõôü åßíáé supi qi < ∞, üðïõ qi = −qii. Óôçí ðåñßðôùóç

êáíïíéêþí áëõóßäùí, ãéá ôá óôïé÷åßá ôïõ ðßíáêá Q éó÷ýïõí ôá åîÞò:

{ Ãéá i 6= j, qij ≥ 0 êáé åßíáé ï ñõèìüò ìå ôïí ïðïßï ç äéáäéêáóßá ìåôáêéíåßôáé áðü ôçí

êáôÜóôáóç i óôçí êáôÜóôáóç j.

{ Ãéá i = j, qii ≤ 0 êáé qi = −qii åßíáé ï ñõèìüò ìå ôïí ïðïßï ç äéáäéêáóßá áíá÷ùñåß

áðü ôçí êáôÜóôáóç i.

{
∑

j 6=i qij = qi: ÄçëáäÞ ï ðßíáêáò Q äåí åßíáé óôï÷áóôéêüò áëëÜ ôï Üèñïéóìá ôùí

óôïé÷åßùí êÜèå ãñáììÞò ôïõ åßíáé ìçäÝí.

Èá áó÷ïëçèïýìå ìå êáíïíéêÝò, ÷ñïíéêÜ ïìïãåíåßò Ì.á.ó.÷. ¸óôù Ôi ï ÷ñüíïò ðáñáìïíÞò

ôçò äéáäéêáóßáò óôçí êáôÜóôáóç i. Ôüôå áõôüò Ý÷åé ôçí åêèåôéêÞ êáôáíïìÞ ìå ðáñÜìåôñï qi.

ÌåôÜ ôçí ðÜñïäï ôïõ ÷ñüíïõ áõôïý, ç áëõóßäá ìåôáâáßíåé óôçí êáôÜóôáóç j ìå ðéèáíüôçôá

pij =
qij
qi
; i 6= j:

Áðü ôïí ïñéóìü ôùí qij ðñïêýðôåé üôé ãéá ät→ 0 éó÷ýåé

pkj(ät) =

 qkjät+ o(ät); k 6= j

1− qkät+ o(ät); k = j
: (II)

ÅðéðëÝïí ìå åöáñìïãÞ ôïõ È.Ï.Ð. ðñïêýðôåé (áíÜëïãá ìå ôç äéáêñéôÞ ðåñßðôùóç) Üìåóá

üôé:

pij(t+ ät) =
∑

k∈S pik(t)pkj(ät):
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Ç ôåëåõôáßá ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç (ÉÉ) ãñÜöåôáé:

pij(t+ ät)− pij(t)

ät
=
∑
k 6=j

pik(t)qkj − pij(t)qj +
o(ät)

ät
:

Ðáßñíùíôáò ät→ 0 Ýðåôáé

p′ij(t) =
∑
k∈S

pik(t)qkj; i; j ∈ S:

Ïé åîéóþóåéò áõôÝò áíáöÝñïíôáé ùò åîéóþóåéò Chapman-Kolmogorov êáé õðü ìïñöÞ ðéíÜ-

êùí ãñÜöïíôáé P′(t) = P(t)Q: Ëýíïíôáò ôçí ôåëåõôáßá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñïêýðôåé

P(t) = eQt;

üðïõ eA =
∑∞

n=0
An

n!
.

Ïñßæïõìå Mij ôï ÷ñüíï ðñþôçò åðßóêåøçò ôçò Ì.á.ó.÷. óôçí êáôÜóôáóç j äåäïìÝíïõ üôé

áõôÞ îåêéíÜåé áðü ôçí i, äçëáäÞ

Ìij = min{t > 0 : X(t) = j | X(0) = i}

êáé fij = P (Ìij <∞) ç ðéèáíüôçôá ðñþôçò åðßóêåøçò óôç j îåêéíþíôáò áðü ôçí i. Áêñé-

âþò üðùò êáé óôéò Ì.á.ä.÷., ãéá i = j, fj åßíáé ç ðéèáíüôçôá åðáíüäïõ óôç j êáé ìj = E[Mjj]

ï ìÝóïò ÷ñüíïò ðïõ óõìâáßíåé áõôü.

{ Áí fj < 1 ôüôå ç êáôÜóôáóç j êáëåßôáé ðáñïäéêÞ.

{ Áí fj = 1 ôüôå ç êáôÜóôáóç j êáëåßôáé åðáíáëçðôéêÞ. Áí åðéðëÝïí ìj < ∞ ëÝãåôáé

èåôéêÜ åðáíáëçðôéêÞ, åíþ áí ìj =∞ ôüôå ëÝãåôáé ìçäåíéêÜ åðáíáëçðôéêÞ.

Ç åðéêïéíùíßá ôùí êáôáóôÜóåùí äåí äéáöïñïðïéåßôáé óôçí ðåñßðôùóç ôùí Ì.á.ó.÷. Ïðüôå

èá ëÝìå üôé ïé êáôáóôÜóåéò i; j åðéêïéíùíïýí áí ãéá êÜðïéï t > 0 éó÷ýåé pij(t) > 0 êáé

pji(t) > 0. Ïìïßùò, áí i; j åðéêïéíùíïýí ôüôå åßíáé ôïõ ßäéïõ ôýðïõ êáé ïñßæïíôáé Ýôóé

êëÜóåéò åðéêïéíùíßáò.

Ëüãù ôçò äõóêïëßáò õðïëïãéóìïý, óôéò ðåñéóóüôåñåò ðåñéðôþóåéò, ôçò ìåôáâáôéêÞò êáôáíï-

ìÞò ìéáò Ì.á., ôï åíäéáöÝñïí åðéêåíôñþíåôáé óôïí õðïëïãéóìü ôçò ïñéáêÞò Þ ôçò óôÜóéìçò

êáôáíïìÞò.
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¸ôóé ïñßæïõìå ôçí ïñéáêÞ êáôáíïìÞ p(∞) = (p1(∞); p2(∞); : : :), üðïõ

pi(∞) = limt→∞ pi(t); i ∈ S;

ç ïðïßá åßíáé áíåîÜñôçôç áðü ôçí áñ÷éêÞ êáôáíïìÞ p(0).

Èåþñçìá 5. Áí ç {X(t); t ≥ 0} åßíáé áäéá÷þñéóôç êáé èåôéêÜ åðáíáëçðôéêÞ, ôüôå pi(∞) >

0, ãéá êÜèå i ∈ S êáé
∑

i∈S pi(∞) = 1, åíþ áí åßíáé ìçäåíéêÜ åðáíáëçðôéêÞ ôüôå pi(∞) = 0

ãéá êÜèå i ∈ S.

Oñéóìüò 9. Ïñßæïõìå ùò óôÜóéìç êáôáíïìÞ ôçò {X(t); t ≥ 0}, ôï äéÜíõóìá p =

(p1; p2; : : :) ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôç ëýóç ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí åîéóþóåùí:

pi
∑
j 6=i

qij =
∑
j 6=i

pjqji; i ∈ S êáé
∑
i∈S

pi = 1:

Ïé ðñþôåò åîéóþóåéò êáëïýíôáé åîéóþóåéò éóïññïðßáò êáé ç äåýôåñç åîßóùóç êáíïíéêïðïß-

çóçò, åíþ óå ìïñöÞ ðéíÜêùí ãñÜöïíôáé

pQ = 0 êáé p · 1 = 1;

üðïõ 0 = (0; 0; :::; 0) êáé 1 = (1; 1; :::; 1)Ô.

Èåþñçìá 6. Ìéá áäéá÷þñéóôç, êáíïíéêÞ Ì.á.ó.÷. åßíáé èåôéêÜ åðáíáëçðôéêÞ áí êáé ìüíï

áí áõôÞ Ý÷åé áêñéâþò ìßá óôÜóéìç êáôáíïìÞ p = (pj; j ∈ S) üðïõ

pj =
1

qjìj
; j ∈ S:

ÄéáöïñåôéêÜ ç áëõóßäá åßíáé ìçäåíéêÜ åðáíáëçðôéêÞ Þ ðáñïäéêÞ êáé äåí Ý÷åé óôÜóéìç êá-

ôáíïìÞ, åíþ ç ïñéáêÞ ôçò êáôáíïìÞ åßíáé ôï ìçäåíéêü äéÜíõóìá.

Óôçí ðåñßðôùóç ôçò èåôéêÞò åðáíáëçðôéêüôçôáò åðéðëÝïí éó÷ýåé üôé:

lim
t→∞

1

t

∫ t

0

1{X(u) = j}du = pj

êáé åêöñÜæåé ôï ìáêñïðñüèåóìï ðïóïóôü ÷ñüíïõ ðïõ ðåñíÜåé ç áëõóßäá óôçí êáôÜóôáóç

j.
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1.3 ÄïìÞ ôçò åñãáóßáò

Áò åîåôÜóïõìå Ýíá óýóôçìá åîõðçñÝôçóçò óôï ïðïßï ðåëÜôåò öèÜíïõí óýìöùíá ìå ìéá äéáäéêá-

óßá Poisson (ë). Ôï óýóôçìá äéáèÝôåé Ýíáí õðçñÝôç êáé ðåðåñáóìÝíç ÷ùñçôéêüôçôá k èÝóåùí. Ï

õðçñÝôçò ìå ôçí Ýíáñîç ôçò ëåéôïõñãßáò ôïõ óõóôÞìáôïò åßíáé áðåíåñãïðïéçìÝíïò, åíþ ðåëÜôåò

öèÜíïõí êáíïíéêÜ. ¼ôáí óõìðëçñùèïýí êáé ïé k èÝóåéò, ôüôå áñ÷ßæåé ç äéáäéêáóßá åíåñãïðïßç-

óçò ôïõ õðçñÝôç, ç ïðïßá äéáñêåß ÷ñüíï åêèåôéêü(è). Ìå ôï ðÝñáò ôïõ ÷ñüíïõ áõôïý ï õðçñÝôçò

áñ÷ßæåé íá åîõðçñåôåß ôïõò ðáñåõñéóêüìåíïõò ðåëÜôåò ìå óåéñÜ ðñïôåñáéüôçôáò, åíþ ï ÷ñüíïò

åîõðçñÝôçóçò êÜèå ðåëÜôç áêïëïõèåß ôçí åêèåôéêÞ(ì) êáôáíïìÞ. ¼óï ï õðçñÝôçò åßíáé åíåñãï-

ðïéçìÝíïò ïé áößîåéò ðåëáôþí óõíå÷ßæïíôáé êáíïíéêÜ êáé áõôïß ðïõ âñßóêïõí ôï óýóôçìá ðëÞñåò

áíá÷ùñïýí ÷ùñßò íá åîõðçñåôçèïýí. ¼ôáí ôï óýóôçìá áäåéÜóåé, îåêéíÜåé ç äéáäéêáóßá áðå-

íåñãïðïßçóçò ôïõ õðçñÝôç, ç ïðïßá äéáñêåß ÷ñüíï åêèåôéêü(ç). Ç äéáäéêáóßá áðåíåñãïðïßçóçò

äéáêüðôåôáé áí óôï ìåôáîý áöé÷èåß êÜðïéïò ðåëÜôçò.

Ïñßæïõìå ôéò êáôáóôÜóåéò ôïõ óõóôÞìáôïò ùò æåýãç (n; i); n = 0; 1; :::; k êáé i = 0; 1, üðïõ

n åßíáé ï áñéèìüò ôùí ðåëáôþí óôï óýóôçìá êáé i ç êáôÜóôáóç ôïõ õðçñÝôç, äçë.

i =

 0 ,áí ï õðçñÝôçò åßíáé áðåíåñãïðïéçìÝíïò

1 ,áí ï õðçñÝôçò åßíáé åíåñãüò:

Ôï óýóôçìá ðåñéãñÜöåôáé Ýôóé áðü ìéá ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá óõíå÷ïýò ÷ñüíïõ ìå ÷þñï êáôá-

óôÜóåùí S = {(n; i); n = 0; 1; :::; k i = 0; 1} êáé äéÜãñáììá ñõèìþí ìåôÜâáóçò ôï ðáñáêÜôù:

gfed`abc0; 1

ç

��

ë -- gfed`abc1; 1
ë --

ì
mm

gfed`abc2; 1
ë

**

ì
mm :::

ë//

ì
nn

gfed`abck − 1; 1
ë --

ì
jj gfed`abck; 1

ì
nn

gfed`abc0; 0 ë // gfed`abc1; 0 ë // gfed`abc2; 0 ë // ::: ë// gfed`abck − 1; 0 ë // gfed`abck; 0

è

OO
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¸óôù (ð(n; i)) ç óôÜóéìç êáôáíïìÞ, üôáí õðÜñ÷åé. Ïé åîéóþóåéò éóïññïðßáò åßíáé:

ëð(0; 0) = çð(0; 1) (1.1)

ëð(n; 0) = ëð(n− 1; 0) n = 1; :::; k − 1 (1.2)

èð(k; 0) = ëð(k − 1; 0) (1.3)

(ë+ ç)ð(0; 1) = ìð(1; 1) (1.4)

(ë+ ì)ð(n; 1) = ëð(n− 1; 1) + ìð(n+ 1; 1) n = 1; :::; k − 1 (1.5)

ìð(k; 1) = ëð(k − 1; 1) + èð(k; 0): (1.6)

Áðü ôçí (1.1) Ý÷ïõìå

ð(0; 0) =
ç

ë
ð(0; 1): (1.7)

Áðü ôçí (1.2)

ð(k − 1; 0) = ð(k − 2; 0) = · · · = ð(0; 0)
(1:7)
=

ç

ë
ð(0; 1): (1.8)

Áðü ôçí (1.3) ðñïêýðôåé

ð(k; 0) =
ë

è
ð(k − 1; 0)

(1:8)
=

ç

è
ð(0; 1): (1.9)

¸ôóé ïé ðéèáíüôçôåò ð(n; 0); n = 0; 1; :::; k Ý÷ïõí üëåò åêöñáóèåß óõíáñôÞóåé ôçò ð(0; 1).

Ïðüôå áñêåß ï ðñïóäéïñéóìüò ôùí ðéèáíïôÞôùí ð(n; 1); n = 0; 1; :::; k þóôå íá êáèïñéóôåß ðëÞ-

ñùò ç óôÜóéìç êáôáíïìÞ.

¸óôù Ð1(z) =
∑k

n=0 ð(n; 1)zn, ôï ðïëõþíõìï âáèìïý k ìå óõíôåëåóôÝò áêñéâþò ôéò æçôïýìå-

íåò ðéèáíüôçôåò. Èá ìðïñïýóáìå íá ðïýìå üôé ôï ðïëõþíõìï Ð1(z) ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò ç

ãåííÞôñéá ôùí ðéèáíïôÞôùí ð(n; 1); n = 0; 1; :::; k. Ï ðñïóäéïñéóìüò ôïõ ðïëõùíýìïõ áõôïý éóï-

äõíáìåß ìå ôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí óõíôåëåóôþí ôïõ. Áõôü ãßíåôáé ìå ôç âïÞèåéá ôùí åîéóþóåùí

éóïññïðßáò êáé ôçò åîßóùóçò êáíïíéêïðïßçóçò

k∑
n=0

ð(n; 0) +
k∑

n=0

ð(n; 1) = 1: (1.10)

ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò ôçí åîßóùóç (1.5) ìå zn êáé áèñïßæïíôáò ãéá üëá ôá n = 1; :::; k−1 ðáßñíïõìå

(ë+ ì)
k−1∑
n=1

ð(n; 1)zn = ë
k−1∑
n=1

ð(n− 1; 1)zn + ì
k−1∑
n=1

ð(n+ 1; 1)zn
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ç ïðïßá ëüãù ôïõ ïñéóìïý ôïõ Ð1(z) ãñÜöåôáé

(ë+ ì)
{
Ð1(z)− ð(0; 1)− ð(k; 1)zk

}
= ëz

k−2∑
n=0

ð(n; 1)zn +
ì

z

k∑
n=2

ð(n; 1)zn

= ëz
{
Ð1(z)− ð(k − 1; 1)zk−1 − ð(k; 1)zk

}
+

ì

z
{Ð1(z)− ð(0; 1)− ð(1; 1)z} :

Ìå ÷ñÞóç ôùí åîéóþóåùí (1.4), (1.6) êáé (1.9), ç ôåëåõôáßá ó÷Ýóç ðáßñíåé ôç ìïñöÞ{
(ë+ ì)z − ëz2 − ì

}
Ð1(z) = ((ë+ ì)z − ì)ð(0; 1) + (ë+ ì − ëz)

ë

ì
ð(k − 1; 1)zk+1

+ (ë+ ì − ëz)
ç

ì
ð(0; 1)zk+1 − ëzk+1ð(k − 1; 1)− (ë+ ç)zð(0; 1)

Þ {
ëz2 − (ë+ ì)z + ì

}
Ð1(z) =

{
ì(1− z) + çz(1− zk)− ç

ì
ë(1− z)zk+1

}
ð(0; 1)

− ë2

ì
(1− z)zk+1ð(k − 1; 1): (1.11)

ÈÝôïíôáò ë
ì

= ñ ç ôåëåõôáßá ãßíåôáé

(ñz2 − (1 + ñ)z + 1)Ð1(z) = (1− z +
ç

ì
z(1− zk)− çñ

ì
(1− z)zk+1)ð(0; 1)

− ñ2(1− z)zk+1ð(k − 1; 1):

Ðáñáôçñïýìå üôé ñz2 − (1 + ñ)z + 1 = ñ(z − 1)(z − 1
ñ
); ì 6= ë. ¸ôóé,

(ñz − 1)Ð1(z) =

(
çñ

ì
zk+1 − ç

ì
z(zk−1 + · · ·+ 1)− 1

)
ð(0; 1) + ñ2zk+1ð(k − 1; 1) (1.12)

Þ

Ð1(z) =

(
çñ
ì
zk+1 − ç

ì
z(zk−1 + · · ·+ 1)− 1

)
ð(0; 1) + ñ2zk+1ð(k − 1; 1)

ñz − 1
: (1.13)

üðïõ ôï ð(k − 1; 1) ìðïñåß íá åêöñáóèåß óõíáñôÞóåé ôçò ð(0; 1) ùò åîÞò: ÈÝôïõìå óôçí (1.12)

z =
1

ñ
ïðüôå:

0 =

[
çñ

ì

1

ñk+1
− ç

ìñ

(
1

ñk−1
+ · · ·+ 1

)
− 1

]
ð(0; 1) + ñ2 1

ñk+1
ð(k − 1; 1):

Ôï ôåëåõôáßï ãñÜöåôáé éóïäýíáìá

ð(k − 1; 1) = Áð(0; 1) (1.14)
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üðïõ

Á = ñk−1 +
ç

ì
(1 + · · ·+ ñk−2): (1.15)

¸ôóé, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí (1.14), ç (1.13) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ:

Ð1(z) =

çñ
ì
zk+1 − ç

ì
z(zk−1 + · · ·+ 1)− 1 + ñ2zk+1A

ñz − 1
ð(0; 1) (1.16)

(1:15)
=

çñ(1 + · · ·+ ñk−1)zk+1 − çz(1 + · · ·+ zk−1)− ì
(
1− (ñz)k+1

)
ì(ñz − 1)

ð(0; 1):

ÔÝëïò, ç ð(0; 1) èá âñåèåß áðü ôçí åîßóùóç êáíïíéêïðïßçóçò:

k∑
n=0

ð(n; 0) +
k∑

n=0

ð(n; 1) = 1:

Ëüãù ôùí (1.7), (1.8), (1.9) êáé ëáìâÜíïíôáò õðüøç üôé
∑k

n=0 ð(n; 1) = Ð1(1) ç ôåëåõôáßá

ãñÜöåôáé

k
ç

ë
ð(0; 1) +

ç

è
ð(0; 1) + Ð1(1) = 1: (1.17)

ÈÝôïíôáò z = 1 óôçí (1.16), ðñïêýðôåé üôé:

Ð1(1) =

çñ

ì
− çk

ì
− 1 + ñ2Á

ñ − 1
ð(0; 1)

Þ Ð1(1) =
ì + ç(k − ñ)− ìñ2A

ì(1− ñ)
ð(0; 1):

Áíôéêáèéóôþíôáò óôçí (1.17) êáé ëýíïíôáò ùò ðñïò ð(0; 1) ðáßñíïõìå:

ð(0; 1) = Â =

[
kç

ë
+
ç

è
+
ì + ç(k − ñ)− ìñ2A

ì(1− ñ)

]−1

(1:15)
=

[
kç

ë
+
ç

è
+
ì(1− ñk+1) + çk − çñ(1 + · · ·+ ñk−1)

ì(1− ñ)

]−1

: (1.18)

¸ôóé, áíôéêáèéóôþíôáò óôçí (1.16), ç Ð1(z) ðáßñíåé ôçí ôåëéêÞ ìïñöÞ:

Ð1(z) =
çñzk+1 − çz(zk−1 + · · ·+ 1)− ì + ìñ2Azk+1

ì(ñz − 1)
B: (1.19)

üðïõ ôá Á; Â äßíïíôáé áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1.15) êáé (1.18) áíôßóôïé÷á.

ÊÜíïíôáò ôç äéáßñåóç ôùí ðïëõùíýìùí óôçí (1.19) êáé åîéóþíïíôáò ôïõò áíôßóôïé÷ïõò óõíôå-

ëåóôÝò ðáßñíïõìå áêñéâþò ôéò ðéèáíüôçôåò ð(n; 1). ¸ôóé ð.÷. èá Ý÷ïõìå

ð(0; 1) = Â;

ð(1; 1) = (ñ +
ç

ì
)Â =

ë+ ç

ì
Â êëð.
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Ç ðåñßðôùóç ë = ì äçë. ñ = 1 áíôéìåôùðßæåôáé áíÜëïãá. ÓõãêåêñéìÝíá, áí ñ = 1 ôüôå

ëz2 − (ë+ ì)z + ì = ë(z − 1)2 ïðüôå ç (1.12) ôþñá ãñÜöåôáé

(z − 1)Ð1(z) =

[
ç

ì
zk+1 − ç

ì
z(zk−1 + · · ·+ 1)− 1

]
ð(0; 1) + zk+1ð(k − 1; 1) (1.20)

óôçí ïðïßá èÝôïíôáò z = 1 ðñïêýðôåé:

ð(k − 1; 1) = Á′ð(0; 1) (1.21)

üðïõ

Á′ = 1 + (k − 1)
ç

ì
: (1.22)

¸ôóé, óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ, ëüãù ôçò (1.21) êáé áíôéêáèéóôþíôáò ôï Á′, ç (1.20) ãßíåôáé

Ð1(z) =

ç
ì
zk+1 − ç

ì
z(1 + · · ·+ zk−1)− 1 +

(
1 + ç

ì
(k − 1)

)
zk+1

z − 1
ð(0; 1)

=
(ì + çk)zk+1 − çz(1 + · · ·+ zk−1)− ì

ì(z − 1)
ð(0; 1): (1.23)

Êáé ðÜëé ç ð(0,1) èá âñåèåß ìå ôçí ßäéá äéáäéêáóßá, ìÝóù ôçò åîßóùóçò êáíïíéêïðïßçóçò. ÈÝôïíôáò

z = 1 óôçí (1.23) ðáñáôçñïýìå üôé ôüóï ï áñéèìçôÞò üóï êáé ï ðáñáíïìáóôÞò ìçäåíßæïíôáé.

Åöáñìüæïíôáò ôïí êáíüíá ôïõ L'Hospital, ðáßñíïõìå üôé:

Ð1(1) =
(ì + çk)(k + 1)− çk − ç k(k−1)

2

ì
ð(0; 1)

Þ Ð1(1) = (k + 1)(1 +
çk

2ì
)ð(0; 1): (1.24)

Áíôéêáèéóôþíôáò óôçí (1.17) êáé ëýíïíôáò ùò ðñïò ð(0; 1) ðáßñíïõìå:

ð(0; 1) = Â ′ =

[
kç

ë
+
ç

è
+ (k + 1)(1 +

çk

2ì
)

]−1

: (1.25)

¸ôóé, áíôéêáèéóôþíôáò óôçí (1.23), ç Ð1(z) ðáßñíåé ôçí ôåëéêÞ ìïñöÞ:

Ð1(z) =
(ì + çk)zk+1 − çz(1 + · · ·+ zk−1)− ì

ì(z − 1)
B′ (1.26)

üðïõ ôï Â ′ äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç (1.25).

Êáé óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ êÜíïíôáò ôç äéáßñåóç ôùí ðïëõùíýìùí óôçí (1.26) êáé åîéóþíïíôáò
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ôïõò áíôßóôïé÷ïõò óõíôåëåóôÝò ðáßñíïõìå áêñéâþò ôéò ðéèáíüôçôåò ð(n; 1); n = 0; 1; :::; k. ¸ôóé

ð.÷. èá Ý÷ïõìå

ð(0; 1) = Â ′;

ð(1; 1) = (1 +
ç

ì
) Â ′ êëð.

Óôï óõãêåêñéìÝíï ðáñÜäåéãìá, ï áñéèìçôÞò êáé ï ðáñáíïìáóôÞò Ý÷ïõí ñßæá ôç ìïíÜäá êáé ï

êáíüíáò ôïõ L'Hospital Ýäùóå ëýóç. Ôé ãßíåôáé üìùò óôçí ðåñßðôùóç ðïõ Ý÷ïõí ðåñéóóüôåñåò

êïéíÝò ñßæåò êáé ðéèáíüí ìå êÜðïéá ðïëëáðëüôçôá; Ðïéá åßíáé ç áðÜíôçóç óå ðáñüìïéá åñùôÞìáôá

óôçí ðåñßðôùóç Üðåéñïõ ðëÞèïõò êáôáóôÜóåùí; ÅðéðëÝïí ç äéáßñåóç ôùí ðïëõùíýìùí óõíÝâáëå

óôï íá ãñÜøïõìå ôá äåýôåñá ìÝëç ôùí (1.19) êáé (1.26) óôç ìïñöÞ
∑k

n=0 ánz
n, ïðüôå åîéóþ-

íïíôáò ôïõò óõíôåëåóôÝò ôùí n-ïóôþí äõíÜìåùí ôïõ z íá åîÜãïõìå ôéò æçôïýìåíåò ðéèáíüôçôåò

ð(n; 1) = án; n = 0; 1; :::; k, ðïõ åßíáé êáé ï ôåëéêüò ìáò óêïðüò. Ôé ãßíåôáé óôçí ðåñßðôùóç

ðïõ ôá ðïëõþíõìá äåí åðáñêïýí ãéá ôï ÷åéñéóìü ôùí ðéèáíïôÞôùí, åðåéäÞ ï ÷þñïò êáôáóôÜóåùí

åßíáé Üðåéñïò;

Ëýóç óå ôÝôïéïõ åßäïõò åñùôÞìáôá èá ðñïóðáèÞóïõìå íá äþóïõìå óôçí ðáñïýóá åñãáóßá.

¸ôóé, óôï ÊåöÜëáéï 2, áñ÷éêÜ áíáðôýóóåôáé ç ôõðéêÞ èåùñßá ôùí ãåííçôñéþí, ç ïðïßá áíáöÝñåôáé

óôïí ôñüðï ìå ôïí ïðïßï ìðïñïýìå íá áíôéìåôùðßæïõìå ôïõò üñïõò ìéáò áêïëïõèßáò, ÷ùñßò íá

èÝôïõìå æçôÞìáôá óýãêëéóçò, èåùñþíôáò Ýíá íÝï äéáíõóìáôéêü ÷þñï ðïõ åöïäéÜæåôáé åðéðëÝïí

êáé ìå äïìÞ äáêôõëßïõ, ôï ÷þñï ôùí ôõðéêþí ãåííçôñéþí. Óôç óõíÝ÷åéá, ðáñïõóéÜæïõìå êáé

õðåíèõìßæïõìå âáóéêÝò áíáëõôéêÝò éäéüôçôåò ôùí äõíáìïóåéñþí ãåíéêÜ êáé ôùí ðéèáíïãåííçôñéþí

åéäéêüôåñá, áöïý óôá ìïíôÝëá ðïõ ìåëåôÜìå ï ðñïóäéïñéóìüò ôçò ðéèáíïãåííÞôñéáò óõíÜñôçóçò

áðïôåëåß âáóéêü óêïðü ìáò.

Óôá ÊåöÜëáéá 3 êáé 4 ðáñïõóéÜæïíôáé âáóéêÝò áëãåâñéêÝò êáé áíáëõôéêÝò ôå÷íéêÝò áíôßóôïé÷á.

ÓõãêåêñéìÝíá, óôçí ðáñÜãñáöï 3.1 áíáðôýóóåôáé ç ìÝèïäïò ôçò áíÜëõóçò óå áðëÜ êëÜóìáôá, ç

ïðïßá ïäçãåß óôçí áêñéâÞ åýñåóç ôùí óõíôåëåóôþí ìéáò ñçôÞò ðéèáíïãåííÞôñéáò Ð(z). Ç åðßëõóç

åîéóþóåùí äéáöïñþí ðïõ åìöáíßæïíôáé áñêåôÜ óõ÷íÜ óôéò åîéóþóåéò éóïññïðßáò, áðïôåëåß Ýíáí

ðéï Üìåóï ôñüðï õðïëïãéóìïý ôçò óôÜóéìçò êáôáíïìÞò. Ç ãåíéêÞ ëýóç ôÝôïéùí åîéóþóåùí

ðáñïõóéÜæåôáé óôçí ðáñÜãñáöï 3.2. ÔÝëïò, ç 3.3 áó÷ïëåßôáé ìå ôçí åîáãùãÞ áíáäñïìéêþí

ó÷Ýóåùí ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôùí æçôïýìåíùí ðéèáíïôÞôùí, üðïõ áõôü âÝâáéá åßíáé åöéêôü.

¼óïí áöïñÜ ôï ÊåöÜëáéï 4, áðÜíôçóç óôï åñþôçìá ôçò ýðáñîçò êïéíþí ñéæþí óôïí áñéèìçôÞ
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êáé ôïí ðáñáíïìáóôÞ ìéáò ðéèáíïãåííÞôñéáò óõíÜñôçóçò, åðé÷åéñåß íá äþóåé ç ðáñÜãñáöïò 4.1

ìå ôçí ðáñïõóßáóç ôïõ âáóéêïý ÈåùñÞìáôïò ôïõ Rouch�e. Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ åßíáé äýóêïëï íá

âñåèåß áêñéâÞò ôýðïò ãéá ôç óôÜóéìç êáôáíïìÞ, ìå ôçí ðñïûðüèåóç üôé éêáíïðïéïýíôáé ïñéóìÝíåò

õðïèÝóåéò, Ýíá âáóéêü áóõìðôùôéêü áðïôÝëåóìá äßíåé ìéá êáëÞ ðñïóÝããéóç ôùí ðéèáíïôÞôùí

áõôþí. Ôï áðïôÝëåóìá áõôü áðïôåëåß ôï áíôéêåßìåíï ôçò ðáñáãñÜöïõ 4.2. ÔÝëïò, ç ðáñÜãñáöïò

4.3 ðáñïõóéÜæåé ìéá óçìáíôéêÞ ÷ñÞóç ôùí ãåííçôñéþí óõíáñôÞóåùí ãéá ôïí õðïëïãéóìü áèñïé-

óìÜôùí üñùí ìéáò áêïëïõèßáò üôáí ïé äåßêôåò ôùí üñùí áõôþí áðïôåëïýí áñéèìçôéêÞ ðñüïäï.

Óôï ôåëåõôáßï ÊåöÜëáéï ôçò åñãáóßáò, ìåñéêÝò åöáñìïãÝò ôùí ìåèüäùí êáé ôùí áðïôåëåóìÜ-

ôùí ðïõ Ý÷ïõìå áíáðôýîåé, ðáñïõóéÜæïíôáé óå óõãêåêñéìÝíï óôï÷áóôéêü ìïíôÝëï.
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ÊåöÜëáéï 2

ÂáóéêÞ Èåùñßá

2.1 ÔõðéêÞ Èåùñßá ãåííçôñéþí

Óôá ìáèçìáôéêÜ ïé ôõðéêÝò äõíáìïóåéñÝò åßíáé åñãáëåßá ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí áñêåôïýò áðü ôïõò

áíáëõôéêïýò ìç÷áíéóìïýò ôùí äõíáìïóåéñþí óå ÷þñïõò ïé ïðïßïé äåí äéáèÝôïõí ôçí Ýííïéá ôçò

óýãêëéóçò. Ìðïñïýí áêüìá íá èåùñçèïýí ùò ðïëõþíõìá ìå Üðåéñïõò üñïõò. Ìéá ôõðéêÞ äõíá-

ìïóåéñÜ åßíáé ìéá Üðåéñç áêïëïõèßá áñéèìþí (á0; á1; á2; : : :) ôçí ïðïßá ÷åéñéæüìáóôå ìå óõãêå-

êñéìÝíïõò êáíüíåò ðïõ åßíáé åõêïëüôåñïé íá ôïõò èõìçèïýìå áí ðáñáóôÞóïõìå ôçí áêïëïõèßá

ìå ôï óõìâïëéóìü á0 + á1z + á2z
2 + · · · .Ìå Üëëá ëüãéá, ìéá ôõðéêÞ äõíáìïóåéñÜ åßíáé áðëÜ Ýíá

áíôéêåßìåíï ðïõ êáôáãñÜöåé ôïõò óõíôåëåóôÝò ìéáò áêïëïõèßáò. Áíôéìåôùðßæåôáé áëãåâñéêÜ óáí

íá åßíáé äõíáìïóåéñÜ, åßôå óõãêëßíåé åßôå ü÷é, ãéá ïðïéïäÞðïôå z. Óôïí ðáñáðÜíù óõìâïëéóìü

ôßðïôá äåí áèñïßæåôáé êáé ôßðïôá äåí ðïëëáðëáóéÜæåôáé êáé ôï óçìáíôéêüôåñï åßíáé üôé ôï z äåí

ðáñéóôÜíåé êáìßá ðïóüôçôá, åðïìÝíùò äåí åðéôñÝðåôáé íá áíôéêáôáóôáèåß ìå êÜðïéï áñéèìü. Ç

ôõðéêÞ äõíáìïóåéñÜ äåí ðáñéóôÜíåé êÜðïéá óõíÜñôçóç.

Áí ðåñéïñéóôïýìå óôéò áêïëïõèßåò (á0; á1; á2; : : :) ðïõ ìçäåíßæïíôáé áðü êÜðïéïí üñï êáé ìåôÜ,

ôüôå ìðïñïýìå íá áíôéóôïé÷ßóïõìå, óýìöùíá ìå ôï óêåðôéêü ðïõ ðåñéãñÜøáìå ðáñáðÜíù, ìéá

ôÝôïéá áêïëïõèßá ìå ôï ðïëõþíõìï á0 + á1z + · · · + ánz
n: Áõôü ðïõ åðéèõìïýìå íá êÜíïõìå

åßíáé íá åðåêôåßíïõìå ôï áëãåâñéêü óýóôçìá ôùí ðïëõùíýìùí, ðñïóèÝôïíôáò íÝá óôïé÷åßá åíþ

ôáõôü÷ñïíá ðñïóðáèïýìå óôï íÝï óýóôçìá íá éêáíïðïéïýíôáé üóï ôï äõíáôüí ðåñéóóüôåñïé áðü

ôïõò `êáíüíåò' ôïõ áñ÷éêïý. ÓõãêåêñéìÝíá, åðåêôåßíïõìå ôï äáêôýëéï ôùí ðïëõùíýìùí óå Ýíá

ìåãáëýôåñï äáêôýëéï, áõôüí ôùí ôõðéêþí äõíáìïóåéñþí ôïí ïðïßï èá óõìâïëßæïõìå CN0 . ÃåíéêÜ
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üôáí ðåñíÜìå áðü ôá ðïëõþíõìá óôéò ôõðéêÝò óåéñÝò ÷Üíïõìå ôçí éêáíüôçôá íá áíôéóôïé÷ßóïõìå

óôï z êÜðïéá ôéìÞ. Ôï zn óõìâïëßæåé óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ôï óôïé÷åßï (0; 0; :::0; 1; 0; :::) (1 óôç

n-ïóôÞ èÝóç) ôïõ CN0 . ¸ôóé ï óõìâïëéóìüò
∑∞

n=0 ánz
n äåß÷íåé ðùò áíáëýåôáé Ýíá óôïé÷åßï ôïõ

äéáíõóìáôéêïý ÷þñïõ ùò ðñïò ôç âÜóç (z0; z1; z2; :::).

¸ôóé ç ôõðéêÞ èåùñßá ôùí äõíáìïóåéñþí, áíôßèåôá ìå ôçí áíáëõôéêÞ, áíôéìåôùðßæåé ôéò óåéñÝò

áõôÝò ùò êáèáñÜ áëãåâñéêÜ áíôéêåßìåíá, ÷ùñßò íá ôïõò äßíåé õðüóôáóç áíáëõôéêÞò óõíÜñôçóçò.

ÌåëåôÜìå ôéò ôõðéêÝò óåéñÝò äéüôé óõ÷íÜ, üôáí ðñïóðáèïýìå íá ëýóïõìå ìéá áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç

åéóÜãïõìå ìéá ãåííÞôñéá óõíÜñôçóç êáé êÜíïõìå äéÜöïñïõò ÷åéñéóìïýò ÷ùñßò íá ãíùñßæïõìå

åî áñ÷Þò áí áõôÞ óõãêëßíåé êáé óå êáôáöáôéêÞ ðåñßðôùóç, ðïý óõìâáßíåé áõôü (ÌÝèïäïò ôùí

ãåííçôñéþí óõíáñôÞóåùí). Ðáñüëá áõôÜ áñêåôÝò öïñÝò ìðïñïýìå íá åîÜãïõìå áêüìá êáé ôçí

áêñéâÞ ìïñöÞ ôùí óõíôåëåóôþí ôçò óåéñÜò.

Oñéóìüò 10. ÔõðéêÞ ãåííÞôñéá

Èåùñïýìå ôï äéáíõóìáôéêü ÷þñï CN0 åöïäéáóìÝíï ìå ôç óõíÞèç ðñüóèåóç êáé ôï âáèìùôü

ðïëëáðëáóéáóìü. Èá óõìâïëßæïõìå ìå

Á(z) =
∞∑
n=0

ánz
n

ôçí áêïëïõèßá (á0; á1; :::),üðïõ (z0; z1; z2; :::) åßíáé ç êáíïíéêÞ âÜóç ôïõ ÷þñïõ. Ç áêïëïõèßá

(án) ëÝãåôáé áêïëïõèßá ôùí óõíôåëåóôþí.

Ìå áõôü ôï óõìâïëéóìü Ý÷ïõìå üôé áí Á(z) =
∑∞

n=0 ánz
n êáé Â(z) =

∑∞
n=0 bnz

n ôüôå

Á(z) = B(z)⇐⇒ án = bn ; n ∈ N0:

Ùò ãíùóôü, ç ðñüóèåóç äýï áêïëïõèéþí (án)n∈N0 ; (bn)n∈N0 ïñßæåé ìéá íÝá áêïëïõèßá (cn)n∈N0

ìå üñïõò cn = án + bn. ¸ôóé, óôï óýíïëï CN0, áðü ôçí ðñüóèåóç äýï óôïé÷åßùí A(z); B(z)

ðñïêýðôåé Ýíá íÝï óôïé÷åßï ôïõ óõíüëïõ, C(z), ôï ïðïßï ïñßæåôáé ùò åîÞò:

ðñüóèåóç:

C(z) = A(z) +B(z)⇐⇒ cn = án + bn; n ∈ N0:

Ç ôõðéêÞ óåéñÜ 0 = 0+0z+0z2 + · · · = (0; 0; : : :) áðïôåëåß ôï ïõäÝôåñï óôïé÷åßï ôçò ðñüóèåóçò.

ÅðéðëÝïí ïñßæïõìå ôçí ðñÜîç ôïõ ðïëëáðëáóéáóìïý óôï óýíïëï CN0 ùò åîÞò:

(á0; á1; :::) · (b0; b1; :::) = (á0b0; á0b1 + á1b0; á0b2 + á1b1 + á2b0; :::)
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ðïëëáðëáóéáóìüò: C(z) = A(z)B(z)⇐⇒ cn =
∞∑
k=0

ákbn−k; n ∈ N0:

Ôï ðáñáðÜíù ãéíüìåíï åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíï, áöïý êÜèå üñïò ôçò áêïëïõèßáò (cn) ïñßæåôáé

ìÝóù ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò üñùí ôùí áñ÷éêþí áêïëïõèéþí (án) êáé (bn). Ôï ïõäÝôåñï óôïé÷åßï

ôïõ ðïëëáðëáóéáóìïý åßíáé ç ìïíÜäá,äçëáäÞ ç áêïëïõèßá 1 = (1; 0; 0; :::). Ìå ôïí ïñéóìü ôùí

ðáñáðÜíù ðñÜîåùí, ðñïêýðôåé üôé ôï óýíïëï (CN0 ;+; ·) åßíáé ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíÜäá

ôç óåéñÜ 1(z) = 1, äçëáäÞ 1 =
∑n=∞

n=0 anz
n, ìå á0 = 1 êáé án = 0; n > 0. Ôï óýíïëï CN0

ïíïìÜæåôáé óýíïëï ôùí ôõðéêþí ãåííçôñéþí êáé êÜèå óôïé÷åßï ôïõ
∑∞

n=0 ánz
n áíáöÝñåôáé ùò

ôõðéêÞ äõíáìïóåéñÜ Þ ôõðéêÞ ãåííÞôñéá.

Èá óõìâïëßæïõìå [zn]A(z) ôï óõíôåëåóôÞ ôïõ zn óôç óåéñÜ Á(z), äçëáäÞ ôï n-ïóôü üñï án

ôçò áêïëïõèßáò ôùí óõíôåëåóôþí.

Ïñßæïõìå ôçí åêèåôéêÞ äõíáìïóåéñÜ (1; 1; 1
2!
; 1

3!
; : : :), ôçí ïðïßá èá óõìâïëßæïõìå ìå ez êáé ùò

óôïé÷åßï ôïõ óõíüëïõ CN0 èá ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ ez =
∞∑
n=0

1

n!
zn. ¸ôóé ìå âÜóç ôï óõìâïëéóìü

ðïõ èÝóáìå ðáñáðÜíù åßíáé án = [zn]ez =
1

n!
:

ÁíÜëïãá óêåðôüìåíïé

[zn](1 + z)s =

(
s

n

)
( (1 + z)s =

s∑
n=0

(
s

n

)
zn ):

Óýìöùíá ìå ôá ðñïçãïýìåíá, Üìåóá ðñïêýðôåé üôé:

[zn]{zkA(z)} = [zn−k]A(z):

Oñéóìüò 11. Ðïëëáðëáóéáóôéêüò áíôßóôñïöïò

Ìéá ôõðéêÞ äõíáìïóåéñÜ Á(z) ëÝãåôáé ðïëëáðëáóéáóôéêÜ áíôéóôñÝøéìç áí õðÜñ÷åé ôõðéêÞ äõíá-

ìïóåéñÜ Â(z) ôÝôïéá þóôå Á(z)B(z) = 1. Ôüôå ç Â(z) ëÝãåôáé ðïëëáðëáóéáóôéêüò áíôßóôñïöïò

(reciprocal inverse) ôçò A(z).

Èåþñçìá 7. Ìéá ôõðéêÞ äõíáìïóåéñÜ Á(z) =
∑∞

n=0 ánz
n åßíáé ðïëëáðëáóéáóôéêÜ áíôéóôñÝøéìç

áí êáé ìüíï áí á0 6= 0 êáé ôüôå ï áíôßóôñïöïò åßíáé ìïíáäéêüò.

Áðüäåéîç:

¸óôù üôé ç Á(z) åßíáé áíôéóôñÝøéìç. Ôüôå õðÜñ÷åé Â(z) ∈ CN0 ôÝôïéá þóôå Á(z)B(z) = 1.
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¸ôóé, áðü ôïí ïñéóìü ôïõ ðïëëáðëáóéáóìïý óôï óýíïëï CN0 Ýðåôáé ãéá n = 0 üôé á0b0 = 1

ïðüôå á0 6= 0 êáé

b0 =
1

á0

:

Ãéá n ≥ 1 åßíáé
∑n

k=0 ákbn−k = 0 êáé ëýíïíôáò ùò ðñïò bn

bn = − 1

á0

n∑
k=1

ákbn−k; n ≥ 1:

¢ñá ôá b0; b1; : : : ïñßæïíôáé ìïíïóÞìáíôá.

Áíôßóôñïöá, Ýóôù á0 6= 0. Áñêåß íá âñïýìå äõíáìïóåéñÜ Â(z) ôÝôïéá þóôå Á(z)B(z) = 1

Ïñßæïõìå

b0 =
1

á0

êáé

bn = − 1

á0

n∑
k=1

ákbn−k; n ≥ 1:

Ðñïöáíþò

á0b0 = 1 êáé
n∑

k=0

ákbn−k = 0:

Äçë. Á(z)B(z) = (1; 0; 0; : : :) = 1(z) = 1: ¢ñá ç Á(z) åßíáé ðïëëáðëáóéáóôéêÜ áíôéóôñÝøéìç.

¢ìåóá åðïìÝíùò ðñïêýðôåé ï ðáñáêÜôù íüìïò ôçò äéáãñáöÞò.

Ðüñéóìá:Áí f; g; h åßíáé ôõðéêÝò äõíáìïóåéñÝò, üðïõ ç h äåí åßíáé ç ìçäåíéêÞ óåéñÜ (h 6= 0)

êáé fh = gh, ôüôå f = g.

Ðáñáäåßãìáôá:

1. Ï ðïëëáðëáóéáóôéêüò áíôßóôñïöïò ôçò ôõðéêÞò ãåííÞôñéáò Á(z) = 1 − z åßíáé ç ôõðéêÞ

ãåííÞôñéá Â(z) = (1; 1; :::) =
∑∞

n=0 z
n:

ÐñÜãìáôé, ç Á(z) Ý÷åé ðïëëáðëáóéáóôéêü áíôßóôñïöï, åöüóïí á0 = 1 6= 0. ¸óôù Â(z) =∑∞
n=0 bnz

n ï áíôßóôñïöïò áõôüò. Ôüôå, óýìöùíá ìå ôçí ðáñáðÜíù áðüäåéîç b0 = 1
á0

= 1.

¸óôù üôé bk = 1 ∀k < n. Tüôå,

bn = − 1

á0

n∑
k=1

ákbn−k = − 1

á0

á1b0 = −1

1
(−1) = 1:

¢ñá (1− z)−1 =
∑∞

n=0 z
n.
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2. [(1− z)N ]−1 =
∞∑
n=0

(
N + n− 1

n

)
zn.

ÐñÜãìáôé, áðü ôï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá Ý÷ïõìå üôé (1− z)−1 =
∑∞

n=0 z
n.

¼ìùò [(1− z)−1]N(1− z)N = [(1− z)−1(1− z)]N = 1N = 1:

¢ñá [(1− z)N ]−1 = [(1− z)−1]N = (1− z)−N : ¼ìùò

(1− z)−N = (
∑∞

n=0 z
n)

N
=
∑∞

n=0

(∑
i1+i2+···+iN=n

)
zn =

∞∑
n=0

(
N + n− 1

n

)
zn.

3.

(cosz)−1 =
1

cosz
=

1

1−
(
z2

2!
− z4

4!
+ · · ·

)
= 1 +

(
z2

2!
− z4

4!
+ · · ·

)
+

(
z2

2!
− z4

4!
+ · · ·

)2

+ · · ·

= 1 +
z2

2!
+

5z4

4!
+ · · ·

Óýíèåóç ôõðéêþí ãåííçôñéþí

Ç óýíèåóç äýï ôõðéêþí ãåííçôñéþí ðñÝðåé íá ïñéóôåß êáôÜ ôÝôïéï ôñüðï þóôå íá åðåêôåßíåé

ôç óýíèåóç ðïëõùíýìùí. ¸ôóé, áí Á(z) =
∑∞

n=0 ánz
n êáé Â(z) =

∑∞
n=0 bnz

n, ôüôå ãéá íá åßíáé

êáëÜ ïñéóìÝíç ç íÝá ôõðéêÞ ãåííÞôñéá ðïõ èá ïíïìÜæïõìå óýíèåóç, èá ðñÝðåé ïé óõíôåëåóôÝò

ôçò íá ïñßæïíôáé ìÝóù åíüò ðåðåñáóìÝíïõ áèñïßóìáôïò.

Oñéóìüò 12. Ïñßæïõìå óýíèåóç ôùí ôõðéêþí äõíáìïóåéñþí Á(z); Â(z):

(A ◦B)(z) =
∞∑
n=0

án(B(z))n =
∞∑
n=0

án(b0 + b1z + : : :)n:

Ðáñáôçñïýìå üôé [z0](A ◦B)(z) =
∑∞

n=0 ánb
n
0 :

Áí ç Â(z) Ý÷åé ìç ìçäåíéêü óôáèåñü üñï b0; (b0 6= 0), ôüôå êÜèå óõíôåëåóôÞò ôçò óåéñÜò (Á◦Â)(z)

äßíåôáé ìÝóù åíüò Üðåéñïõ áèñïßóìáôïò. Ôüôå ç óýíèåóç èá Ý÷åé íüçìá åßôå áí ôï Üèñïéóìá

áõôü óõãêëßíåé (áëëÜ óôçí ôõðéêÞ èåùñßá èÝìáôá óýãêëéóçò äåí ôßèåíôáé), åßôå áí ç Á(z) åßíáé

ðïëõþíõìï. Áíôßèåôá, áí b0 = 0, ôüôå án(b1z + b2z
2 + · · · )n = ánz

n(b1 + b2z + · · · )n êáé ï

õðïëïãéóìüò êÜèå óõíôåëåóôÞ ôçò óåéñÜò (ÁïÂ)(z) ãßíåôáé ìÝóù ôïõ ðáñáêÜôù ðåðåñáóìÝíïõ

áèñïßóìáôïò:

[zn](A ◦B)(z) =
n∑

r=1

r! ar
∑

(j1;:::;jn)≥(0;:::;0);
j1+:::+jn=r;1j1+:::+njn=n

1

j1! · · · jn!
bj11 · · · bjnn : (2.1)
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¢ñá ç óýíèåóç äýï ôõðéêþí äõíáìïóåéñþí ïñßæåôáé áí êáé ìüíï áí b0 = 0 Þ ç A(z) åßíáé

ðïëõþíõìï. Óçìåéþíïõìå üôé óôç èåùñßá ôùí ôõðéêþí ãåííçôñéþí ùò ðïëõþíõìï èá èåùñïýìå

ìéá ôõðéêÞ äõíáìïóåéñÜ ìå ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò ìç ìçäåíéêþí óõíôåëåóôþí. ÅðéðëÝïí éó÷ýïõí

ïé åîÞò éäéüôçôåò:

(Á1 + Á2) ◦ Â = Á1 ◦ Â + Á2 ◦ Â (2.2)

(Á1Á2) ◦ Â = (Á1 ◦B)(Á2 ◦ Â); 1 ◦ Á = 1 (2.3)

üðïõ 1 åßíáé ôï ìïíáäéáßï óôïé÷åßï ôïõ äáêôõëßïõ CN0 . ÃåíéêÜ äåí éó÷ýåé üôé Â ◦ (Á1 + Á2) =

Â ◦ Á1 + Â ◦ Á2.

Ç ôõðéêÞ óåéñÜ É(z) = z åßíáé ôï ïõäÝôåñï óôïé÷åßï ùò ðñïò ôç óýíèåóç ôõðéêþí äõíáìïóåéñþí:

S ◦ I = S = I ◦ S: (2.4)

Oñéóìüò 13. Óõíáñôçóéáêüò áíôßóôñïöïò

Ï óõíáñôçóéáêüò áíôßóôñïöïò (functional inverse) ìéáò ôõðéêÞò ãåííÞôñéáò Á(z) =
∑∞

n=0 ánz
n,

áí õðÜñ÷åé, åßíáé ìéá äõíáìïóåéñÜ Â(z) =
∑∞

n=0 bnz
n ôÝôïéá þóôå

(A ◦B)(z) = A(B(z)) = B(A(z)) = É(z) = z:

Tüôå êáé ç B(z) åßíáé áíôéóôñÝøéìç êáé ç áíôßóôñïöÞ ôçò åßíáé ç A(z).

Óýìöùíá ìå ôá ðáñáðÜíù, ãéá íá ïñßæåôáé ç (Á ◦ Â), èá ðñÝðåé åßôå Á(z) ðïëõþíõìï åßôå

b0 = 0. Áíôßóôïé÷á ãéá íá ïñßæåôáé ç (Â ◦ Á), åßôå Â(z) ðïëõþíõìï åßôå á0 = 0.

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôï A(z) åßíáé ðïëõþíõìï ðñþôïõ âáèìïý, äçëáäÞ åßíáé ôçò ìïñöÞò A(z) =

á0 + á1z, ôüôå õðÜñ÷åé ðÜíôá óõíáñôçóéáêüò áíôßóôñïöïò. ÓõãêåêñéìÝíá áõôüò åßíáé åðßóçò

ðïëõþíõìï ðñþôïõ âáèìïý Â(z) = b0 + b1z, üðïõ b0 = −a0

a1
êáé b1 = 1

a1
.

Áíôßèåôá, áí A(z) åßíáé ðïëõþíõìï ìåãáëýôåñïõ âáèìïý, ôüôå áí õðÜñ÷åé óõíáñôçóéáêüò

áíôßóôñïöïò, áðïäåéêíýåôáé åýêïëá üôé áõôüò äåí ìðïñåß íá åßíáé ðïëõþíõìï, áëëÜ èá åßíáé

ôõðéêÞ äõíáìïóåéñÜ. ÌÜëéóôá éó÷ýåé üôé áí á0 = 0 êáé á1 6= 0, õðÜñ÷åé ðÜíôá Ýíáò óõíáñôçóéáêüò

áíôßóôñïöïò Â(z) =
∑∞

n=0 bnz
n ìå b0 = 0. Ôï ôåëåõôáßï éó÷ýåé êáé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôï A(z)

äåí åßíáé ðïëõþíõìï áëëÜ ôõðéêÞ ãåííÞôñéá ìå á0 = 0 êáé á1 6= 0. Ó÷åôéêÜ ìå ôçí ýðáñîç

óõíáñôçóéáêïý áíôßóôñïöïõ áðïäåéêíýïõìå ôï ðáñáêÜôù Èåþñçìá:
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Èåþñçìá 8. ¸óôù ç ôõðéêÞ äõíáìïóåéñÜ Á(z) =
∑∞

n=0 ánz
n. Áí á0 = 0, ôüôå ç Á(z) Ý÷åé

óõíáñôçóéáêü áíôßóôñïöï Â(z) =
∑∞

n=0 bnz
n ìå b0 = 0 áí êáé ìüíï áí ï óõíôåëåóôÞò ôïõ z

óôçí A(z) åßíáé ìç ìçäåíéêüò, äçëáäÞ á1 6= 0.

Áðüäåéîç:

¸óôù á0 = 0 êáé üôé ç Á(z) =
∑∞

n=1 ánz
n Ý÷åé óõíáñôçóéáêü áíôßóôñïöï Â(z) =

∑∞
n=0 bnz

n ìå

b0 = 0. ¸ôóé Á(Â(z)) = B(A(z)) = É(z) Þ
∑∞

n=1 an(B(z))n = z. ÄçëáäÞ

a1B(z) + a2(B(z))2 + · · · = z

a1(b1z + b2z
2 + · · · ) + a2(b1z + b2z

2 + · · · )2 + · · · = z

a1z(b1 + b2z + · · · ) + a2z
2(b1 + b2z + · · · )2 + · · · = z:

Åîéóþíïíôáò ôïõò óõíôåëåóôÝò ôïõ z ðñïêýðôåé:

á1b1 = 1⇒ á1 6= 0:

Áíôßóôñïöá, Ýóôù üôé á0 = 0 êáé á1 6= 0. Áíáæçôïýìå Â(z) =
∑∞

n=0 bnz
n, ìå b0 = 0 ôÝôïéá þóôå

A ◦B =
∑∞

n=1 an(B(z))n = z. Ç óýíèåóç ïñßæåôáé åöüóïí b0 = 0 êáé ãñÜöåôáé:

a1

∞∑
n=1

bnz
n + a2

( ∞∑
n=1

bnz
n
)2

+ · · · = z: (2.5)

Ôüôå åîéóþíïíôáò ôïõò óõíôåëåóôÝò ôïõ z ðñïêýðôåé á1b1 = 1. Åöüóïí á1 6= 0

b1 =
1

á1

:

Ïìïßùò ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò ôïõ z2 ðáßñíïõìå a1b2 + a2b
2
1 = 0 Þ

b2 = −a2b
2
1

a1

:

H äéáäéêáóßá õðïëïãéóìïý ôùí óõíôåëåóôþí bn; n = 0; 1; ::: óõíå÷ßæåôáé êáôÜ ôïí ßäéï ôñüðï

áíáäñïìéêÜ. ÃåíéêÜ ãéá ôï óõíôåëåóôÞ ôïõ zn, n > 1, óôï ðñþôï ìÝëïò ôçò (2.5), áõôüò åßíáé

ìçäåíéêüò. ÄçëáäÞ éó÷ýåé

a1bn + Pn(a2; : : : ; an; b1; : : : ; bn−1) = 0; (2.6)

üðïõ Pn åßíáé ãíùóôü ðïëõþíõìï ùò ðñïò a2; : : : ; an; b1; : : : ; bn−1 ìå ìç áñíçôéêïýò áêÝñáéïõò

óõíôåëåóôÝò, ãñáììéêü ùò ðñïò ôá a1; a2; : : : ; an: Ïé óõíôåëåóôÝò bn; n > 1; õðïëïãßæïíôáé åðá-

ãùãéêÜ áðü ôçí (2.6). ¸ôóé Ý÷ïõìå ôçí ýðáñîç êáé ôç ìïíáäéêüôçôá ôçò ôõðéêÞò äõíáìïóåéñÜò
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B(z), ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé üôé b0 = 0 êáé b1 6= 0. Óýìöùíá ìå ôï áðïôÝëåóìá ðïõ äåßîáìå

ðáñáðÜíù, ç B(z) Ý÷åé ôõðéêÞ áíôßóôñïöï, Ýóôù C(z) =
∑∞

n=0 cnz
n ôÝôïéá þóôå

c0 = 0 êáé Â ◦ C = I:

Áðü ôï ôåëåõôáßï Ýðåôáé

C = I ◦ C = (A ◦B) ◦ C = A ◦ (B ◦ C) = A ◦ I = A: (2.7)

¸ôóé Á = C êáé êáôÜ óõíÝðåéá ç Â åßíáé ç ôõðéêÞ áíôßóôñïöç ôçò Á. 2

ÃåíéêÜ ï õðïëïãéóìüò ôïõ óõíáñôçóéáêïý áíôßóôñïöïõ, ëüãù ôçò ðïëõðëïêüôçôáò ôùí ðñÜ-

îåùí, åßíáé áñêåôÜ äýóêïëïò.

ÐáñÜäåéãìá: Èá õðïëïãßóïõìå ôïõò ðñþôïõò üñïõò ôïõ óõíáñôçóéáêïý áíôßóôñïöïõ ôçò ôõðé-

êÞò ãåííÞôñéáò Á(z) = z + z3.

H Á(z) åßíáé ðïëõþíõìï êáé Üñá õðÜñ÷åé ï óõíáñôçóéáêüò áíôßóôñïöïò, Ýóôù Â(z) =
∑∞

n=0 bnz
n,

ôÝôïéïò þóôå (AoB)(z) = (BoA)(z) = z

(AoB)(z) = z ⇒ B(z) + (B(z))3 = z ⇒ (b0 + b1z + · · · ) + (b0 + b1z + · · · )3 = z.

Káôüðéí ðñÜîåùí ðñïêýðôåé üôé:

b2n = 0; n = 0; 1; :::, b1 = 1; b3 = −1; b5 = 3; : : :

¸óôù áêïëïõèßá (án)n∈N0 , ç ïðïßá áíôéóôïé÷åß óôçí ôõðéêÞ ãåííÞôñéá Á(z) =
∑∞

n=0 ánz
n. Áí

èåùñÞóïõìå ôçí áêïëïõèßá ìå üñïõò (á1; 2á2; 3á3; :::), ôüôå áõôÞ áíôéóôïé÷åß óôçí ôõðéêÞ ãåííÞ-

ôñéá á1z
0 + 2á2z

1 + · · · =
∑∞

n=1 nánz
n−1. Ç ôåëåõôáßá ó÷Ýóç èõìßæåé ôç ìïñöÞ ôçò ðáñáãþãïõ

ìéáò óõíÞèïõò äõíáìïóåéñÜò.

Oñéóìüò 14. ÐáñÜãùãïò ôõðéêÞò ãåííÞôñéáò

Ç ðáñÜãùãïò ôçò ôõðéêÞò äõíáìïóåéñÜò Á(z) =
∑∞

n=0 ánz
n åßíáé ç ôõðéêÞ äõíáìïóåéñÜ

Á′(z) =
∞∑
n=1

nánz
n−1 = (á1; 2á2; 3á3; :::):

Ãéá ôçí ôõðéêÞ ðáñÜãùãï éó÷ýïõí ïé óõíÞèåéò éäéüôçôåò ôçò ðáñáãþãïõ.

ÐáñÜäåéãìá 1: Áí Á′(z) = 0 ôüôå A(z) = c, c óôáèåñÜ.
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ÐñÜãìáôé,áðü ôïí ïñéóìü

Á′(z) = 0 ⇔
∞∑
n=1

nánz
n−1 = 0

Þ éóïäýíáìá (á1; 2á2; :::) = (0; 0; :::)

äçëáäÞ á1 = á2 = · · · = 0 ⇔ án = 0; n = 1; 2; :::

¢ñá A(z) = á0=óôáèåñÜ.

ÐáñÜäåéãìá 2: Áí Á′(z) = A(z) ôüôå A(z) = cez:

ÐñÜãìáôé, åöáñìüæïíôáò ôïí ïñéóìü

Á′(z) = A(z) ⇔
∞∑
n=1

nánz
n−1 =

∞∑
n=0

ánz
n:

Åîéóþíïíôáò ôïõò áíôßóôïé÷ïõò óõíôåëåóôÝò

[zn]{
∞∑
n=1

nánz
n−1} = [zn]{

∞∑
n=0

ánz
n}

áðü ôï ïðïßï ðñïêýðôåé

(n+ 1)án+1 = án Þ éóïäýíáìá án+1 =
1

n+ 1

1

án
:

ÄçëáäÞ

án =
1

n

1

án−1

=
1

n

1

n− 1
án−2 = : : : =

1

n!
á0:

¢ñá

Á(z) =
∑∞

n=0 ánz
n =

∑∞
n=0

1
n!
á0z

n = á0

∑∞
n=0

zn

n!
= á0e

z:

Ðáñáôçñïýìå üôé ïé ðáñáðÜíù éäéüôçôåò ôùí ôõðéêþí ãåííçôñéþí åîÜãïíôáé, ëüãù ôïõ ïñé-

óìïý êáé ôçò ìïñöÞò ôïõò, ìÝóù ôùí éäéïôÞôùí ôùí áêïëïõèéþí ãéá ôéò áíôßóôïé÷åò `êëáóéêÝò'

äõíáìïóåéñÝò, ÷ùñßò üðùò Ý÷ïõìå Þäç áíáöÝñåé íá èÝôïõìå æçôÞìáôá óýãêëéóçò. Âáóéæüìåíïé

óôçí éäÝá áõôÞ èá áíáöÝñïõìå óôç óõíÝ÷åéá ïñéóìÝíåò áêüìá âáóéêÝò éäéüôçôÝò ôïõò.
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Ëïãéóìüò ôõðéêþí ãåííçôñéþí

Óôá ðáñáêÜôù èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï óõìâïëéóìü {án} ←→ A(z) ãéá íá äçëþóïõìå üôé ç

Á(z) =
∑∞

n=0 ánz
n åßíáé ç ôõðéêÞ ãåííÞôñéá ôçò áêïëïõèßáò {án}.

Éó÷ýïõí ïé éäéüôçôåò:

1. {án+k} ←→
A(z)− á0 − á1z − · · · − ák−1z

k−1

zk

ÐñÜãìáôé,

∞∑
n=0

án+kz
n =

∞∑
n=k

ánz
n−k =

1

zk

∞∑
n=k

ánz
n

=
1

zk
(
∞∑
n=0

ánz
n −

k−1∑
n=0

ánz
n):

Äçë.
∞∑
n=0

án+kz
n =

A(z)− á0 − á1z − · · · − ák−1z
k−1

zk
:

ÐáñÜäåéãìá:¼ðùò Ý÷ïõìå Þäç äåßîåé {1(n)} ←→ A(z) = 1
1−z :

Óýìöùíá ìå ôçí ðáñáðÜíù éäéüôçôá

{1(n+2)} ←→
A(z)− á0 − á1z

z2
=

1
1−z − 1− z

z2
=

1− (1 + z)(1− z)

z2(1− z)
=

1

1− z
:

ÃåíéêÜ

{1(n+k)} ←→
A(z)− á0 − á1z − · · · − ák−1z

k−1

zk

=
1

1−z − (1 + z + · · ·+ zk−1)

zk
=

1− (1− zk)

zk(1− z)
=

1

1− z
= A(z):

2. {nán} ←→ (zD)A(z) Þ ãåíéêüôåñá {nkán} ←→ (zD)kA(z)

üðïõ ï óõìâïëéóìüò (zD)A(z) óçìáßíåé üôé ðñþôá ðáñáãùãßæïõìå ôçí Á(z) ùò ðñïò z

êáé óôç óõíÝ÷åéá ðïëëáðëáóéÜæïõìå ìå z. ÁíÜëïãá (zD)k óçìáßíåé üôé åðáíáëáìâÜíïõìå

ôç äéáäéêáóßá ðáñáãþãéóç-ðïëëáðëáóéáóìüò äéáäï÷éêÜ k öïñÝò.

∞∑
n=1

nánz
n = z

∞∑
n=1

nánz
n−1 = zA′(z) = (zD)A(z):
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Ìå åðáíÜëçøç ôçò äéáäéêáóßáò äýï öïñÝò ðáßñíïõìå äéáäï÷éêÜ

D(A(z)) =
∑∞

n=1 nánz
n−1 =⇒ (zD)A(z) =

∑∞
n=0 nánz

n =⇒

D((zD)A(z)) =
∑∞

n=0 n
2ánz

n−1 =⇒ (zD)2(A(z)) =
∑∞

n=0 n
2ánz

n:

¢ñá

{n2án} ←→ (zD)2(A(z)):

Óõíå÷ßæïíôáò åðáãùãéêÜ ðñïêýðôåé ãåíéêÜ ç éäéüôçôá

{nkán} ←→ (zD)kA(z):

ÐáñÜäåéãìá: Ãíùñßæïõìå üôé {1} ←→ A(z) = 1
1−z . ¸óôù Â(z) ç ôõðéêÞ ãåííÞôñéá ôçò

áêïëïõèßáò {n · 1}, äçëáäÞ {n}∞n=0 ←→ Â(z): Ôüôå åöáñìüæïíôáò ôçí ðáñáðÜíù éäéüôçôá

ðñïêýðôåé

Â(z) = (zD)A(z) =
z

(1− z)2
,

äçë.
∞∑
n=0

nzn =
z

(1− z)2
:

3. Ãåíßêåõóç ôçò ðáñáðÜíù éäéüôçôáò: Áí f(n) ðïëõþíõìï ôüôå

{f(n)án} ←→ f(zD)(A(z)):

ÐáñÜäåéãìá:

{
1

n!

}∞
n=0

←→ A(z) =
∞∑
n=0

1

n!
zn = ez:

Ôüôå {
(3n2 + 2n+ 1)

n!

}∞
n=0

←→ {3(zD)2 + 2(zD) + 1}A(z)

= 3(zez + z2ez) + 2(zez) + ez = (3z2 + 5z + 1)ez:

4. Áí {án} ←→ A(z) êáé {bn} ←→ B(z) ôüôå{
n∑

k=0

ákbn−k

}
←→ A(z)B(z);

ôï ïðïßï ðñïêýðôåé Üìåóá áðü ôïí ïñéóìü ôïõ ðïëëáðëáóéáóìïý óôï óýíïëï ôùí ôõðéêþí

ãåííçôñéþí CN0 :
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ÐáñÜäåéãìá: Óå ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá õðïëïãßóáìå üôé {n} ←→ A(z) = z
(1−z)2 :

ÅðéðëÝïí ãíùñßæïõìå üôé
{

1
n!

}
←→ Â(z) = ez: ¢ñá

Á(z)B(z) =
zez

(1− z)2
←→

{
n∑

k=0

k
1

(n− k)!

}
=

{
n∑

k=0

k

(n− k)!

}
:

5. ÃåíéêÜ ãéá ôïí ðïëëáðëáóéáóìü ðåñéóóüôåñùí ôõðéêþí äõíáìïóåéñþí éó÷ýåé üôé:

Áí Á1(z) =
∑∞

n=0 á1nz
n, A2(z) =

∑∞
n=0 á2nz

n, : : :, AN(z) =
∑∞

n=0 áNnz
n, ôüôå{ ∑

i1+i2+:::+iN=n

á1i1á2i2 : : : áÍiN

}
←→ A1(z)A2(z) : : : AN(z):

ÐáñÜäåéãìá: Áí Á1(z) = A2(z) = · · · = AN(z) =
∑∞

n=0 z
n =

1

1− z
, ôüôå

1

(1− z)N
=

1

1− z

1

1− z
· · · 1

1− z
←→

{ ∑
i1+i2+···+iN=n

1 · · · 1

}
=

(
N + n− 1

n

)
:

6.

{
n∑

j=0

áj

}
←→ A(z)

1− z
:

ÐñÜãìáôé,

Á(z)

1− z
= A(z)

1

1− z
=

∞∑
n=0

ánz
n ·

∞∑
n=0

zn
Iä5
=

∞∑
n=0

n∑
k=0

ákz
n:

¢ñá {
n∑

k=0

ák

}
←→ A(z)

1− z
:

ÐáñÜäåéãìá: ¼ðùò Ý÷ïõìå ïñßóåé

{
1

n!

}
←→ Á(z) = ez:

Åöáñìüæïíôáò ôçí ðáñáðÜíù éäéüôçôá ðñïêýðôåé üôé

n∑
j=0

1

j!
←→ A(z)

1− z
=

ez

1− z
:
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2.2 ÁíáëõôéêÞ Èåùñßá ãåííçôñéþí

Ç áíáëõôéêÞ èåùñßá ôùí äõíáìïóåéñþí, óå áíôßèåóç ìå ôçí ôõðéêÞ, ãéá ôçí åîáãùãÞ óõìðåñáóìÜ-

ôùí áðáéôåß ïé åìðëåêüìåíåò óå êÜèå ðñüâëçìá äõíáìïóåéñÝò íá óõãêëßíïõí êáé åîåôÜæåé ðïõ

óõìâáßíåé áõôü. Óôç óõíÝ÷åéá èá áíáöÝñïõìå äéÜöïñïõò ïñéóìïýò êáèþò êáé ïñéóìÝíåò áíáëõôé-

êÝò éäéüôçôåò ôùí äõíáìïóåéñþí ðïõ èá ìáò ÷ñçóéìåýóïõí ðáñáêÜôù.

Oñéóìüò 15. ÄõíáìïóåéñÜ ìå êÝíôñï z0 ∈ C ëÝãåôáé êÜèå óåéñÜ ôçò ìïñöÞò
∑∞

n=0 án(z− z0)
n,

án ∈ C; z ∈ C.

Oñéóìüò 16. Ìéá óõíÜñôçóç f : A→ C; A ⊆ C ëÝãåôáé áíáëõôéêÞ óå Ýíá óçìåßï z0 ôïõ Á,

áí õðÜñ÷åé $(z0), ðåñéï÷Þ ôïõ z0, ôÝôïéá þóôå ç f íá ðáñáãùãßæåôáé óå êÜèå z ∈ $(z0).

Éóïäýíáìá ç f åßíáé áíáëõôéêÞ óôï z0 áí ìðïñåß íá áíáëõèåß óå äõíáìïóåéñÜ ìå êÝíôñï ôï

z0, äçëáäÞ f(z) =
∑∞

n=0 án(z − z0)
n óå Ýíá äßóêï {z : |z − z0| < ñ} ãéá êÜðïéï ñ > 0. Ïé

óõíôåëåóôÝò án ôçò óåéñÜò äßíïíôáé ùò:

án =
1

n!
f (n)(z0):

Oñéóìüò 17. ¸óôù
∑∞

n=0 ánz
n ìéá äõíáìïóåéñÜ ìå án ∈ C; n = 0; 1; : : : O áñéèìüò

R = sup{r : r ≥ 0 êáé
∞∑
n=0

|án|rn <∞)}

ëÝãåôáé áêôßíá óýãêëéóçò ôçò äõíáìïóåéñÜò.

Oñéóìüò 18. ¸óôù áêïëïõèßá ðñáãìáôéêþí áñéèìþí {xn}n∈N. ËÝìå üôé ï ðñáãìáôéêüò áñéèìüò

L åßíáé ôï limit superior (åëÜ÷éóôï Üíù öñÜãìá) ôçò áêïëïõèßáò {xn} áí:

(a) Ôï L åßíáé ðåðåñáóìÝíï êáé

(i) ãéá êÜèå � > 0 üëïé ïé üñïé ôçò áêïëïõèßáò, åêôüò áðü ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò, éêáíï-

ðïéïýí ôç ó÷Ýóç xn < L+ �

(ii) ãéá êÜèå � > 0 Üðåéñï ðëÞèïò üñùí ôçò áêïëïõèßáò éêáíïðïéïýí ôç ó÷Ýóç xn > L− �

(b) ôï L = +∞ êáé ãéá êÜèå M > 0, õðÜñ÷åé Ýíá n ôÝôïéï þóôå xn > M

(c) ôï L = −∞ êáé ãéá êÜèå m, ìüíï ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò üñùí éêáíïðïéïýí ôç ó÷Ýóç

xn > m:
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Áðïäåéêíýåôáé üôé ï áñéèìüò R åêöñÜæåôáé óõíáñôÞóåé ôùí óõíôåëåóôþí ôçò óåéñÜò ìÝóù ôçò

ó÷Ýóçò

R =
1

lim supn→∞ |án|
1
n

:

Ôüôå ç äõíáìïóåéñÜ óõãêëßíåé ãéá üëá ôá z ìå |z| < R êáé áðïêëßíåé ãéá üëá ôá z ìå |z| > R.(Ãéá

áðüäåéîç âëÝðå Ó.Íåãñåðüíôçò,(1993)).

Oñéóìüò 19. ¸óôù f : Ω→ C áíáëõôéêÞ ìç ìçäåíéêÞ óõíÜñôçóç êáé á ∈ Ω ñßæá ôçò f . Ôüôå

ï öõóéêüò áñéèìüò m ãéá ôïí ïðïßï f(z) = (z − á)mh(z); h(á) 6= 0, h áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç

óôï Ù, ëÝãåôáé ôÜîç ôçò ñßæáò á (Þ ëÝìå üôé ç f Ý÷åé ñßæá ôÜîçò m óôï á).

Áðü ôïí ïñéóìü ôçò áêôßíáò óýãêëéóçò R ìéáò äõíáìïóåéñÜò, ëáìâÜíïíôáò õðüøç ôïí ïñéóìü

ôïõ limit superior, ðñïêýðôåé üôé ãéá êÜèå � > 0 üëïé ïé üñïé ôçò áêïëïõèßáò {|án|
1
n}n∈N, åêôüò

áðü ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò, éêáíïðïéïýí ôç ó÷Ýóç

|án|
1
n <

1

R
+ �:

¸ôóé õðÜñ÷åé êÜðïéï N ∈ N ôÝôïéï þóôå ∀ � > 0 êáé ∀ n > N; |án|
1
n < 1

R
+ �: ¢ñá

|án| <
(

1

R
+ �

)n

; ∀ n > N:

Óêåðôüìåíïé áíÜëïãá

|án| ≥
(

1

R
− �

)n

; ãéá Üðåéñá n:

Èåþñçìá 9. (Ôýðïò ôïõ Cauchy)

¸óôù áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç Á : Ω → C, Ω áíïéêôü õðïóýíïëï ôïõ C ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï ìçäÝí.

Tüôå ç A(z) áíáëýåôáé óå äõíáìïóåéñÜ Á(z) =
∑∞

n=0 ánz
n ìå óõíôåëåóôÝò

án =
1

2ði

∫
ã

A(z)

zn+1
dz ; n = 0; 1; :::

üðïõ ã ïðïéáäÞðïôå áðëÞ êëåéóôÞ êáìðýëç ãýñù áðü ôï ìçäÝí ç ïðïßá âñßóêåôáé åî ïëïêëÞñïõ

ìÝóá óôçí ðåñéï÷Þ óôçí ïðïßá ç Á(z) åßíáé áíáëõôéêÞ.
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Ðüñéóìá: (ÅêôéìÞóåéò Cauchy)

¸óôù áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç Á : Ω → C, Ω áíïéêôü õðïóýíïëï ôïõ C ïðüôå ç Á(z) áíáëýåôáé

óå äõíáìïóåéñÜ Á(z) =
∑∞

n=0 ánz
n ìå áêôßíá óýãêëéóçò R. Áí Ì(r) = sup|z|≤r |A(z)| =

sup|z|=r |A(z)| ôüôå

|án| ≤
M(r)

rn
; n = 0; 1; ::: 0 < r < R:

Áðüäåéîç:

Áðü ôï ðñïçãïýìåíï Èåþñçìá Ý÷ïõìå üôé

án =
1

2ði

∫
ã

A(z)

zn+1
dz ; n = 0; 1; :::

Ðáñáôçñïýìå üôé |A(z)

zn+1
| ≤ M(r)

rn+1
; z ∈ {z : |z| = r}:

ÅðïìÝíùò ðáßñíïíôáò ãéá ã ôïí êýêëï áêôßíáò r, äçëáäÞ ã(t) = reit; t ∈ [0; 2�] Ý÷ïõìå

|án| = |
1

2ði

∫
ã

A(z)

zn+1
dz| ≤ 1

2ð
· 2ðr · M(r)

rn+1
=
M(r)

rn
: 2

¸óôù üôé äéáèÝôïõìå ôñåéò áíáëõôéêÝò óõíáñôÞóåéò óå óýíïëá ðïõ äéáèÝôïõí óçìåßï óõó-

óþñåõóçò, ïðüôå áõôÝò áíáðôýóóïíôáé óå äõíáìïóåéñÝò, Ýóôù Á(z); B(z); C(z). Áí Á(z) =∑∞
n=0 ánz

n ; B(z) =
∑∞

n=0 bnz
n ; C(z) =

∑∞
n=0 cnz

n, ôüôå üðùò êáé óôéò ôõðéêÝò óåéñÝò, éó÷ýïõí

ïé ðáñáêÜôù éäéüôçôåò:

1. A(z) = B(z)⇐⇒ án = bn; n = 0; 1; :::

2. C(z) = A(z) +B(z)⇐⇒ cn = án + bn; n = 0; 1; :::

3. C(z) = A(z)B(z)⇐⇒ cn =
∑n

k=0 ákbn−k; n = 0; 1; :::

4. Ç Á(z) åßíáé ðáñáãùãßóéìç êáé Á′(z) =
∑∞

n=1 nánz
n−1 üðïõ ç A′(z) Ý÷åé ôçí ßäéá áêôßíá

óýãêëéóçò ìå ôçí A(z).

44



2.3 Èåùñßá Ðéèáíïãåííçôñéþí

Oñéóìüò 20. ¸óôù äéáêñéôÞ, ìç áñíçôéêÞ, áêÝñáéá ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ × êáé (pn) ç áíôßóôïé÷ç

óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôáò. Ïñßæïõìå ùò ðéèáíïãåííÞôñéá óõíÜñôçóç ôçò × Þ ôçò áíôßóôïé÷çò

êáôáíïìÞò ôçí

P (z) = E[zX ] =
∞∑
n=0

pnz
n

ç ïðïßá óõãêëßíåé áðüëõôá ôïõëÜ÷éóôïí ãéá |z| ≤ 1.

ÅðåéäÞ ç óåéñÜ óõãêëßíåé ïìïéüìïñöá óôï {z : |z| < 1}, ìðïñïýìå íá ðáñáãùãßóïõìå åíáë-

ëÜóóïíôáò ôéò ðñÜîåéò ôçò ðáñáãþãéóçò êáé ôçò Üèñïéóçò.

Ïé ðéï óçìáíôéêÝò éäéüôçôåò ôùí ðéèáíïãåííçôñéþí óõíáñôÞóåùí åßíáé:

i. ÕðÜñ÷åé ìéá Ýíá ðñïò Ýíá áíôéóôïé÷ßá ìåôáîý ðéèáíïãåííçôñéþí êáé óõíáñôÞóåùí ðéèáíü-

ôçôáò. ÓõãêåêñéìÝíá, ç ðéèáíïãåííÞôñéá óõíÜñôçóç ïñßæåé ìïíïóÞìáíôá ôç óõíÜñôçóç

ðéèáíüôçôáò {pn} ìÝóù ôçò ó÷Ýóçò

P [X = n] = pn =
1

n!
P (n)(0); n ∈ N0

êáé áíôßóôñïöá.

ii. Ïé ñïðÝò ôçò ô.ì. × õðïëïãßæïíôáé ìå äéáäï÷éêÝò ðáñáãùãßóåéò ôçò áíôßóôïé÷çò ðéèáíïãåí-

íÞôñéáò óõíÜñôçóçò P (z). ÓõãêåêñéìÝíá, áí E(|Xk|) < ∞ ôüôå ïñßæåôáé ç P (k)(1) êáé ç

ðáñáãïíôéêÞ ñïðÞ k-ôÜîçò ôçò ô.ì. × äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç:

ì(k) = E[X(k)] = E[X(X − 1):::(X − k + 1)] = P (k)(1):

¸ôóé, ç ìÝóç ôéìÞ êáé ç äéáóðïñÜ ôçò ô.ì. × õðïëïãßæïíôáé ùò

E[X] = E[X(1)] = P (1)(1)

V ar[X] = E[X(X − 1)] + E[X]− (E[X])2 = P (2)(1) + P (1)(1)− (P (1)(1))2:

Ç r-ôÜîçò ñïðÞ ìéáò ìç áñíçôéêÞò ô.ì. × , ì
′
r = Å[× r], ìðïñåß íá åêöñáóèåß óõíáñôÞóåé

ôùí ðáñáãïíôéêþí ñïðþí ì(k) ôçò × . ÓõãêåêñéìÝíá, éó÷ýåé üôé

ì
′

r =
r∑

k=1

S(r; k)ì(k); r = 1; 2; :::

45



üðïõ S(r; k) = 1
k!

∑k
j=0(−1)k−j

(
k
j

)
jr åßíáé ï áñéèìüò ôïõ Stirling äåýôåñïõ åßäïõò.

¸ôóé, ð.÷. ×3 = ×(3) + 3×(2) + ×(1) êáé Üñá

ì
′

3 = ì(3) + 3ì(2) + ì(1):

Ïìïßùò

ì
′

4 = ì(4) + 6ì(3) + 7ì(2) + ì(1):

(Ãéá ðåñéóóüôåñá âëÝðå ×áñáëáìðßäçò(1999).)

iii. Áí ×j; j = 1; 2; :::; n åßíáé ìç áñíçôéêÝò, áêÝñáéåò, áíåîÜñôçôåò ô.ì. ìå ðéèáíïãåííÞôñéåò

PXj
(z); j = 1; 2; :::; n ôüôå ç ðéèáíïãåííÞôñéá PSn(z) ôïõ áèñïßóìáôïò Sn = X1 +X2 + :::+

Xn äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

PSn(z) = PX1(z)PX2(z):::PXn
(z):

iv. ¸óôù ×1; ×2; : : : ; ×n äéáêñéôÝò, áêÝñáéåò, ìç áñíçôéêÝò ô.ì. ìå ðéèáíïãåííÞôñéåò óõíáñôÞ-

óåéò P×1(z); P×2(z); : : : ; P×n
(z) áíôßóôïé÷á. ÅðéðëÝïí õðïèÝôïõìå üôé ìå ðéèáíüôçôá pi ç

ô.ì. × éóïýôáé ìå ôçí ô.ì. ×i; i = 1; 2; :::; n, ìå p1 + p2 + · · ·+ pn = 1 äçë.

× =



X1; ìå ðéèáíüôçôá p1

X2; ìå ðéèáíüôçôá p2

...

Xn; ìå ðéèáíüôçôá pn:

Ôüôå éó÷ýåé üôé

PX(z) = p1PX1(z) + p2PX2(z) + · · ·+ pnPXn
(z):

v. ¸óôù {Xn}n∈N ìßá áêïëïõèßá áíåîÜñôçôùí êáé éóüíïìùí áêÝñáéùí, ìç áñíçôéêþí ô.ì. ìå

êïéíÞ ðéèáíïãåííÞôñéá óõíÜñôçóç P×(z) êáé Í ìßá ìç áñíçôéêÞ áêÝñáéá ô.ì., áíåîÜñôçôç

áðü ôéò Xi, ìå ðéèáíïãåííÞôñéá PN(z). Ôüôå ãéá ôï ôõ÷áßï Üèñïéóìá SN = X1 + ::: +

XN ç ðéèáíïãåííÞôñéá PSN (z) äßíåôáé ùò óýíèåóç ôùí ðéèáíïãåííçôñéþí óõíáñôÞóåùí

PN(z); P×(z), äçëáäÞ õðïëïãßæåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

PSN (z) = PN(PX(z)):

Ãéá ôçí áðüäåéîç ôùí ðáñáðÜíù éäéïôÞôùí âëÝðå\Èåùñßá ÐéèáíïôÞôùí êáé åöáñìïãÝò"

×áñÜëáìðïõ Á. ×áñáëáìðßäç, (1999).
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Óôç óõíÝ÷åéá ðáñáèÝôïíôáé ïé ðéèáíïãåííÞôñéåò óõíáñôÞóåéò ìåñéêþí âáóéêþí êáôáíïìþí.

êáôáíïìÞ óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôáò ðéè/ôñéá óõíÜñôçóç

ÄéùíõìéêÞ Bin(n; p) pk =
(
n
k

)
pk(1− p)n−k; k = 1; :::; n P (z) = (pz + 1− p)n

ÃåùìåôñéêÞ Geo(1− p) pk = p(1− p)k−s; k ≥ s P (z) = pzs

1−(1−p)z

Poisson(ë) pk = e−ë ë
k

k!
; k ≥ 0 P (z) = e−ë(1−z)

Pascal(r; p) pk =
(
k−1
r−1

)
pr(1− p)k−r; k ≥ r P (z) =

∑∞
k=r

(
k−1
r−1

)
pr(1− p)k−rzk

ÐáñáêÜôù áðïäåéêíýïíôáé ïé ðáñáðÜíù ôýðïé ôùí ðéèáíïãåííçôñéþí óõíáñôÞóåùí îå÷ùñé-

óôÜ ãéá êÜèå êáôáíïìÞ.

1. ¸óôù × ìç áñíçôéêÞ ô.ì. ç ïðïßá áêïëïõèåß ôç äéùíõìéêÞ êáôáíïìÞ ìå ðáñáìÝôñïõò

(n; p). Ôüôå ç ðéèáíïãåííÞôñéá óõíÜñôçóç õðïëïãßæåôáé ùò åîÞò:

P (z) = E[zX ] =
∑∞

k=0 z
kpk =

∑n
k=0 z

k
(
n
k

)
pk(1− p)n−k =

∑n
k=0

(
n
k

)
(zp)k(1− p)n−k =

(1− p+ zp)n:

2. ¸óôù × ìç áñíçôéêÞ ô.ì. ç ïðïßá áêïëïõèåß ôç ãåùìåôñéêÞ êáôáíïìÞ ìå ðáñÜìåôñï

p êáé óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôáò pk = (1 − p)pk−s; k ≥ s. Ôüôå ç ðéèáíïãåííÞôñéá óõ-

íÜñôçóç õðïëïãßæåôáé ùò åîÞò:

P (z) = E[zX ] =
∑∞

k=0 z
kpk =

∑∞
k=s z

k(1 − p)pk−s = (1 − p)zs
∑∞

k=s(zp)
k−s =

(1− p)zs 1
1−pz = (1−p)zs

1−pz :

3. ¸óôù × ∼ Poisson(ë) êáé P (z) ç áíôßóôïé÷ç ðéèáíïãåííÞôñéá. Ôüôå

P (z) = E[zX ] =
∑∞

k=0 z
kpk =

∑∞
k=s z

ke−ë ë
k

k!
= e−ë

∑∞
k=0

(ëz)k

k!
= e−ëe−ëz = e−ë(1−z):

4. ¸óôù × ∼ Pascal(r; p) êáé P (z) ç áíôßóôïé÷ç ðéèáíïãåííÞôñéá. Ôüôå

P (z) = E[zX ] =
∞∑
k=0

zkpk =
∞∑
k=r

zk
(
k − 1

r − 1

)
pr(1−p)k−r =

∞∑
k=r

(
k − 1

k − r

)
pr(1−p)k−rzk;

üðïõ óôçí ôåëåõôáßá éóüôçôá ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôçí éäéüôçôá
(
k−1
r−1

)
=
(
k−1
k−r

)
:
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ÐáñáôÞñçóç: ¸óôù ×i; i = 1; :::; n áíåîÜñôçôåò êáé éóüíïìåò ô.ì. êáé ×i ∼ Bernoulli(p).

Åöáñìüæïíôáò ôçí éäéüôçôá (iii) ôùí ðéèáíïãåííçôñéþí ãéá ôçí ô.ì. Õ = ×1 + ×2 + ::: + ×n

ðñïêýðôåé üôé

PY (z) = P×1(z):::P×n
(z) = (PX(z))n = (pz + 1− p)n:

ÄçëáäÞ Õ ∼ Bin(n; p).

Åöáñìüæïõìå ôçí ßäéá éäéüôçôá óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ïé ×i; i = 1; :::; r; åßíáé áíåîÜñôçôåò êáé

éóüíïìåò ô.ì. êáé ×i ∼ Geo(1− p) ìå óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôáò pk = p(1− p)k−1; k ≥ 1. Ôüôå ç

ðéèáíïãåííÞôñéá åßíáé PX(z) = pz
1−(1−p)z , åíþ ç áíôßóôïé÷ç ãéá ôçí ô.ì. Õ = ×1 + ×2 + ::: + ×r

åßíáé

PY (z) = P×1(z):::P×r
(z) = (PX(z))r =

( pz

1− (1− p)z

)r
=

∞∑
k=0

(
r + k − 1

k

)
(pz)r((1− p)z)k =

∞∑
k=r

(
k − 1

k − r

)
pr(1− p)k−rzk

=
∞∑
k=r

(
k − 1

r − 1

)
pr(1− p)k−rzk

äçëáäÞ Õ ∼ Pascal(r; p).

Óå áñêåôÝò åöáñìïãÝò äåí åßíáé äõíáôüò ï Üìåóïò õðïëïãéóìüò êáôáíïìþí ðéèáíüôçôáò ìå

÷ñÞóç óôïé÷åéùäþí ðéèáíïôÞôùí. Ãéá ôï ëüãï áõôü, óõ÷íÜ ãéá ôçí åðßëõóç ôÝôïéùí ðñïâëçìÜôùí

êáôáöåýãïõìå óôïí õðïëïãéóìü ôùí ðéèáíïãåííçôñéþí óõíáñôÞóåùí êáé óôç óõíÝ÷åéá ìÝóù

áõôþí ðñïóðáèïýìå íá åîÜãïõìå áíáëõôéêü ôýðï ãéá ôéò áíôßóôïé÷åò ðéèáíüôçôåò. ÂÝâáéá ðáñüëï

ðïõ ï õðïëïãéóìüò ôçò ðéèáíïãåííÞôñéáò ìðïñåß íá åßíáé óå ïñéóìÝíåò ðåñéðôþóåéò áðëüò, ç

åîáãùãÞ áíáëõôéêïý ôýðïõ ãéá ôéò áíôßóôïé÷åò ðéèáíüôçôåò ìðïñåß íá åßíáé åîáéñåôéêÜ ðïëýðëïêç.
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ÊåöÜëáéï 3

ÁëãåâñéêÝò Ôå÷íéêÝò

Óôü÷ïò ôïõ êåöáëáßïõ áõôïý åßíáé ç ðáñïõóßáóç áëãåâñéêþí ìåèüäùí ãéá ôïí õðïëïãéóìü åßôå

åðáêñéâþò ôçò óõíÜñôçóçò ðéèáíüôçôáò ìéáò ô.ì. åßôå ìéáò áíáäñïìéêÞò ó÷Ýóçò, äåäïìÝíïõ üôé

ãíùñßæïõìå ôçí ðéèáíïãåííÞôñéá óõíÜñôçóç.

3.1 ÁíÜëõóç óå áðëÜ êëÜóìáôá

Ç ìÝèïäïò áõôÞ åöáñìüæåôáé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç ðéèáíïãåííÞôñéá óõíÜñôçóç P (z) åßíáé ñçôÞ

óõíÜñôçóç, äçëáäÞ ôçò ìïñöÞò P (z) =
N(z)

D(z)
, üðïõ N(z) êáé D(z) åßíáé ðïëõþíõìá âáèìïý r

êáé l áíôßóôïé÷á. ×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò õðïèÝôïõìå üôé ïé N(z); D(z) äåí Ý÷ïõí êïéíÝò

ñßæåò, åíþ ï ðáñáíïìáóôÞò D(z) Ý÷åé s ñßæåò z1; z2; :::; zs ìå ðïëëáðëüôçôåò m1;m2; :::;ms áíôß-

óôïé÷á, m1 +m2 + · · ·+ms = l.

Áí r ≥ l ôüôå P (z) = Q(z) +
Ñ(z)

D(z)
, üðïõ deg(Ñ(z)) < deg(D(z)):

Áí r < l ôüôå Q(z) = 0 êáé P (z) =
N(z)

D(z)
, üðïõ deg(N(z)) < deg(D(z)):

¸ôóé, ÷ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò èá áíáöåñüìáóôå óôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ r ≥ l.

Óýìöùíá ìå ôç ìÝèïäï ï üñïò
Ñ(z)

D(z)
åðéäÝ÷åôáé ôçí åîÞò áíÜëõóç:
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Ñ(z)

D(z)
=

A11

z − z1

+
A12

(z − z1)2
+ · · ·+ A1m1

(z − z1)m1

+
A21

z − z2

+
A22

(z − z2)2
+ · · ·+ A2m2

(z − z2)m2

+ · · ·

+
As1

z − zs
+

As2

(z − zs)2
+ · · ·+ Asms

(z − zs)ms

=
s∑

k=1

mk∑
j=1

Akj

(z − zk)j
; (3.1)

üðïõ ïé óõíôåëåóôÝò Ákj; k = 1; :::; s; j = 1; :::;mk õðïëïãßæïíôáé ùò åîÞò:

A1m1 = limz→z1(z − z1)
m1 Ñ(z)

D(z)

A1m1−1 = limz→z1
1
1!

d
dz

[
(z − z1)

m1 Ñ(z)
D(z)

]
...

A11 = limz→z1
1

(m1−1)!
dm1−1

dzm1−1

[
(z − z1)

m1 Ñ(z)
D(z)

]
:

Ïìïßùò A2m2 = limz→z2

[
(z − z2)

m2 Ñ(z)
D(z)

]
...

A21 = limz→z1
1

(m2−1)!
dm2−1

dzm2−1

[
(z − z2)

m2 Ñ(z)
D(z)

]
:

(3.2)

ÃåíéêÜ Akj = lim
z→zk

1

(mk − j)!

dmk−j

dzmk−j

[
(z − zk)

mk
Ñ(z)

D(z)

]
; k = 1; :::; s; j = 1; :::;mk: (3.3)

ÅðéðëÝïí Ýóôù Q(z) =
∑r

n=0 qnz
n =

∑∞
n=0 qnz

n; qn = 0; n > r. Õðåíèõìßæïõìå üôé P (z) =∑∞
n=0 pnz

n êáé
1

(1− z)j
=

∞∑
n=0

(
j + n− 1

n

)
zn:

¢ñá

[zn]P (z) = [zn]Q(z) + [zn]
s∑

k=1

mk∑
j=1

Akj

(z − zk)j
:

¹ éóïäýíáìá

pn = qn +
s∑

k=1

mk∑
j=1

Akj(−1)j
(
j + n− 1

n

)(
1

zk

)n+j

; n ≥ 0: (3.4)
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To ôåëåõôáßï ðñïÝêõøå ùò åîÞò:

[zn]
s∑

k=1

mk∑
j=1

Akj

(z − zk)j
=

s∑
k=1

mk∑
j=1

Akj[z
n]

1

(z − zk)j
:

¼ìùò
1

(z − zk)j
=

1[
−zk

(
1− z

zk

)]j =

(
− 1

zk

)j
1(

1− z
zk

)j
=

(
− 1

zk

)j ∞∑
n=0

(
j + n− 1

n

)(
1

zk

)n

zn

=
∞∑
n=0

(−1)j
(
j + n− 1

n

)(
1

zk

)n+j

zn: (3.5)

¢ñá [zn]
1

(z − zk)j
= (−1)j

(
j + n− 1

n

)(
1

zk

)n+j

:

3.1.1 ÅöáñìïãÞ: Ðñüâëçìá ÓõëëïãÞò Êïõðïíéþí

ÕðïèÝôïõìå üôé õðÜñ÷ïõí ô äéáöïñåôéêïß ôýðïé êïõðïíéþí êáé êÜèå öïñÜ ðïõ áðïêôïýìå Ýíá

êïõðüíé åßíáé ôï ßäéï ðéèáíü íá åßíáé ïðïéïõäÞðïôå áðü ôïõò ô ôýðïõò. Èá õðïëïãßóïõìå ôç

óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôáò ôïõ áñéèìïý ôùí êïõðïíéþí ðïõ ÷ñåéÜæåôáé íá óõãêåíôñþóïõìå ìÝ÷ñé íá

áðïêôÞóïõìå Ýíá áðü êÜèå Ýíá áðü ôá ô äéáöïñåôéêÜ êïõðüíéá. ¸ôóé, áí óõìâïëßóïõìå ìå ×

ôçí ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ ôïõ áñéèìïý ôùí êïõðïíéþí ìÝ÷ñé íá óõëëÝîïõìå ôá ô êïõðüíéá, æçôÜìå

ôçí êáôáíïìÞ ôçò × , Ýóôù pn = P (X = n); n = 0; 1; :::.

Ïñßæïõìå ôéò ô.ì. Õi; i = 1; :::; ô, üðïõ Õi åêöñÜæåé ôïí áñéèìü ôùí åðéðëÝïí êïõðïíéþí ðïõ

÷ñåéÜæåôáé íá áðïêôÞóïõìå, áí äéáèÝôïõìå (i− 1) äéáöïñåôéêÜ êïõðüíéá ìÝ÷ñé íá ôá áõîÞóïõìå

óå i. Ôüôå ðñïöáíþò

X = Y1 + · · ·+ Yô; (3.6)

üðïõ ïé ô.ì. Y1; · · · ; Yô åßíáé áíåîÜñôçôåò. ÅðéðëÝïí Y1 = 1.

Áí äéáèÝôïõìå (i − 1) êïõðüíéá, ôüôå ìå ðéèáíüôçôá
i− 1

ô
áðïêôïýìå Ýíá áðü áõôÜ ðïõ Þäç

Ý÷ïõìå êáé áõôü ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò áðïôõ÷ßá. Ôçí ðñþôç öïñÜ ðïõ èá âñïýìå êÜðïéï áðü

ôá ô − (i − 1) ðïõ ìáò ëåßðïõí ãéá íá óõìðëçñþóïõìå ôá ô, ìå ðéèáíüôçôá
ô − (i− 1)

ô
, áõôü

åßíáé åðéôõ÷ßá. Ôï ðëÞèïò ôùí äïêéìþí ðïõ áðáéôïýíôáé ìÝ÷ñé ôçí ðñþôç åðéôõ÷ßá åßíáé áêñéâþò
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ç ôéìÞ ôçò ô.ì. Õi. ¢ñá ç ô.ì. Õi ∼ Geom( i−1
ô

), äçë.

Ñ(Yi = n) =

(
i− 1

ô

)n−1(
1− i− 1

ô

)
; n ≥ 1:

Ïé ðéèáíïãåííÞôñéåò ôùí ô.ì. Õi; i = 1; :::; ô åßíáé:

PY1(z) = z (3.7)

PYi(z) =

(
1− i−1

ô

)
z

1− i−1
ô
z

; i = 2; :::; ô: (3.8)

¸ôóé, óýìöùíá ìå ôéò éäéüôçôåò ôùí ðéèáíïãåííçôñéþí óõíáñôÞóåùí ðïõ Ý÷ïõìå Þäç áíáöÝñåé,

ç ðéèáíïãåííÞôñéá ôçò ô.ì. ×; Ñ×(z) =
∑∞

n=0 pnz
n, äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç:

Ñ×(z) = PY1(z) · · ·PYô(z)

Áíôéêáèéóôþíôáò óôçí ôåëåõôáßá ôéò (3.7), (3.8) ðñïêýðôåé

Ñ×(z) = z
ô−1
ô
z

1− z
ô

ô−2
ô
z

1− 2z
ô

· · ·
1
ô
z

1− ô−1
ô
z

Þ Ñ×(z) = zô
ô!

ôô
1(

1− z
ô

) (
1− 2z

ô

)
· · ·
(
1− ô−1

ô
z
) : (3.9)

ÈÝôïõìå Á(z) =
1(

1− z
ô

) (
1− 2z

ô

)
· · ·
(
1− ô−1

ô
z
) . Óýìöùíá ìå ôç ìÝèïäï ôçò áíÜëõóçò óå áðëÜ

êëÜóìáôá ðïõ áíáðôýîáìå ðáñáðÜíù, áõôü áíáëýåôáé ùò åîÞò:

A(z) =
a1

1− z
ô

+
a2

1− 2z
ô

+ · · · aô−1

1− ô−1
ô
z

=
ô−1∑
i=1

ai
1− iz

ô

: (3.10)

Ïé óõíôåëåóôÝò ái, óýìöùíá ìå ôç ó÷Ýóç (3.3) êáé ëáìâÜíïíôáò õðüøç üôé üëåò ïé ñßæåò ôïõ

ðáñáíïìáóôÞ åßíáé áðëÝò, äçëáäÞ Ý÷ïõí ðïëëáðëüôçôá Ýíá, õðïëïãßæïíôáé ìÝóù ôçò ó÷Ýóçò

ai = lim
z→ ô

i

A(z)

(
1− i

ô
z

)
; i = 1; 2; :::; ô − 1:

Áíôéêáèéóôþíôáò ôï Á(z) ðñïêýðôåé:

ai =
ô−1∏

j=1;j 6=i

(
1− jz

ô

)−1∣∣
z= ô

i

=
ô−1∏

j=1;j 6=i

(
1− j

i

)−1

=
iô−2

(i− 1)!(ô − i− 1)!(−1)ô−i−1
; i = 1; 2; :::; ô − 1: (3.11)
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¸ôóé, ç (3.10), ëüãù ôçò (3.11), ãßíåôáé

A(z) =
ô−1∑
i=1

∞∑
n=0

ai

(
i

ô

)n

zn

=
∞∑
n=0

ô−1∑
i=1

iô−2

(i− 1)!(ô − i− 1)!(−1)ô−i−1

(
i

ô

)n

zn: (3.12)

×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ôåëåõôáßá ó÷Ýóç, ç ðéèáíïãåííÞôñéá ðïõ äßíåôáé áðü ôçí (3.9) ãñÜöåôáé

óôç ìïñöÞ

PX(z) =
∞∑
n=0

ô−1∑
i=1

ô!

ôô
iô−2

(i− 1)!(ô − i− 1)!(−1)ô−i−1

(
i

ô

)n

zn+ô: (3.13)

ÔåëéêÜ, ç æçôïýìåíç êáôáíïìÞ, ðñïêýðôåé áðü ôçí (3.13) ùò åîÞò:

pn = P [X = n] = [zn]PX(z)

= [zn−ô]

{
∞∑
n=0

ô−1∑
i=1

ô!

ôô
iô−2

(i− 1)!(ô − i− 1)!(−1)ô−i−1

(
i

ô

)n

zn

}

Þ éóïäýíáìá pn =
ô−1∑
i=1

ô!

ôô
iô−2

(i− 1)!(ô − i− 1)!(−1)ô−i−1

(
i

ô

)n−ô

; n ≥ ô: (3.14)

ÓõìðåñáóìáôéêÜ, äåßîáìå üôé ç êáôáíïìÞ ôïõ áñéèìïý ôùí êïõðïíéþí ðïõ èá ÷ñåéáóôïýí, ìÝ÷ñé

íá óõëëÝîïõìå Ýíá áðü ôï êÜèå Ýíá áðü ôá ô äéáöïñåôéêÜ åßäç, åßíáé

pn =
ô!

ôô

ô−1∑
i=1

ái

(
i

ô

)n−ô

; n ≥ ô

pn = 0; n < ô;

üðïõ ïé óõíôåëåóôÝò ái äßíïíôáé áðü ôç ó÷Ýóç (3.11).

3.1.2 ÅöáñìïãÞ: Ïé Ì=Ås=1 êáé Ìc=M=1 ÏõñÝò

Óôçí ðåñßðôùóç ôçòÌ=Ås=1, áíáöåñüìáóôå óå Ýíá óýóôçìá åîõðçñÝôçóçò óôï ïðïßï ïé åíäéÜìå-

óïé ÷ñüíïé áößîåùí Ý÷ïõí ôçí åêèåôéêÞ (ë) êáôáíïìÞ åíþ ïé ÷ñüíïé åîõðçñÝôçóçò áêïëïõèïýí ôç

Ãáììá(s; sì) êáôáíïìÞ êáé äéáèÝôåé Ýíá õðçñÝôç. Ãéá ôçí ðåñéãñáöÞ ôïõ óõóôÞìáôïò èåùñïýìå

üôé êÜèå åîõðçñÝôçóç áðïôåëåßôáé áðü s öÜóåéò, üðïõ ïé ÷ñüíïé ðáñáìïíÞò óå êÜèå öÜóç åßíáé

áíåîÜñôçôåò êáé éóüíïìåò åêèåôéêÝò ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò ìå ðáñÜìåôñï (sì). ¸ôóé, ç åîõðçñÝ-

ôçóç êÜèå ðåëÜôç áñ÷ßæåé ìå ôç öÜóç 1, åíþ üôáí áõôÞ ôåëåéþóåé áñ÷ßæåé áìÝóùò ç öÜóç 2, êïê.
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Ç åîõðçñÝôçóç èåùñåßôáé ïëïêëçñùìÝíç üôáí ôåëåéþóåé êáé ç ôåëåõôáßá öÜóç s, ïðüôå ï ðåëÜôçò

áíá÷ùñåß áðü ôï óýóôçìá êáé Ýíáò íÝïò ðåëÜôçò áñ÷ßæåé ôçí ðñþôç öÜóç ôçò åîõðçñÝôçóÞò ôïõ,

åöüóïí ôï óýóôçìá äåí åßíáé êåíü.

Ôï óýóôçìá ðåñéãñÜöåôáé áðü ìéá äéäéÜóôáôç ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá óõíå÷ïýò ÷ñüíïõ

{(Q(t); S(t); t ≥ 0)}, üðïõ

Q(t): ôï ìÞêïò ôçò ïõñÜò ôç óôéãìÞ t êáé

S(t): ôï ðëÞèïò ôùí öÜóåùí ðïõ áðïìÝíïõí ìÝ÷ñé íá ïëïêëçñùèåß ç åîõðçñÝôçóç ôïõ ðåëÜôç

ðïõ åîõðçñåôåßôáé ôç óôéãìÞ t.

Ìå âÜóç ôçí ðåñéãñáöÞ áõôÞ ï ÷þñïò êáôáóôÜóåùí ôçò Ì.á.ó.÷. åßíáé

S = {(n; i); n = 0; 1; :::; i = 1; 2; :::; s}

êáé ôï äéÜãñáììá ñõèìþí ìåôÜâáóçò ôï ðáñáêÜôù:

?>=<89:;0

ë

��

ONMLHIJK1; 1sì
oo ë // ONMLHIJK2; 1 ë //

sì

����
��

��
��

��
��

��
��

��
��

��
��

��
��

ONMLHIJK3; 1 ë //

sì

����
��

��
��

��
��

��
��

��
��

��
��

��
��

· · ·

ONMLHIJK1; 2 ë //

sì

OO

ONMLHIJK2; 2 ë //

sì

OO

ONMLHIJK3; 2 ë //

sì

OO

· · ·

...

sì

OO

...

sì

OO

...

sì

OO

· · ·

ONMLHIJK1; s ë //

sì

OO

ONMLHIJK2; s ë //

sì

OO

ONMLHIJK3; s ë //

sì

OO

· · ·

Ìéá áðëïýóôåñç ÌáñêïâéáíÞ ðåñéãñáöÞ åðéôõã÷Üíåôáé áí èåùñÞóïõìå ãéá êÜèå t ≥ 0, ôï

óõíïëéêü áñéèìü õðïëïéðüìåíùí öÜóåùí åîõðçñÝôçóçò, Ýóôù Ì(t), ãéá üëïõò ôïõò ðåëÜôåò ðïõ

âñßóêïíôáé óôï óýóôçìá ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t. Ðñïöáíþò ïé ô.ì. Ì(t); Q(t); S(t) óõíäÝïíôáé

ìå ôç ó÷Ýóç

Ì(t) =

 s max(Q(t)− 1; 0) + (s+ 1− S(t)), áí Q(t) > 0

0 áí Q(t) = 0.

Ç ìïíïäéÜóôáôç óôï÷áóôéêÞ äéáäéêáóßá {Ì(t); t ≥ 0} åßíáé ìéá Ì.á.ó.÷. ìå ÷þñï êáôáóôÜóåùí

S = N0 êáé äéÜãñáììá ñõèìþí ìåôÜâáóçò ôï ðáñáêÜôù:
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ONMLHIJK0

ë

''ONMLHIJK1sì
oo

ë

((ONMLHIJK2sì
oo · · · WVUTPQRSs− 1 WVUTPQRSssì

oo WVUTPQRSs+ 1sì
oo · · ·

Ðáñáôçñïýìå üôé ç ó.ä. {Ì(t); t ≥ 0} ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò ìéá Ì c=M=1 ÏõñÜ, äç-

ëáäÞ Ýíá óýóôçìá ìå ïìáäéêÝò áößîåéò ðåëáôþí óôáèåñïý ìåãÝèïõò s êáé ÷ñüíïõò åîõðçñÝôçóçò

åêèåôéêïýò(sì). Èá ìåëåôÞóïõìå ôçí ôåëåõôáßá óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ ïé ðåëÜôåò öèÜíïõí

óå ïìÜäåò ìåãÝèïõò 2. (Ôï ïðïßï åßíáé éóïäýíáìï ìå ôç Ì=Å2=1 ÏõñÜ üðïõ ç åîõðçñÝôçóç êÜèå

ðåëÜôç ïëïêëçñþíåôáé óå äýï öÜóåéò.).

Áò èåùñÞóïõìå ôçí M c=M=1 ÏõñÜ, äçëáäÞ Ýíá óýóôçìá åîõðçñÝôçóçò óôï ïðïßï ðåëÜôåò

êáôáöèÜíïõí óýìöùíá ìå ìßá äéáäéêáóßá Poisson(ë) óå ïìÜäåò ôùí äýï áôüìùí. Ôï óýóôçìá

äéáèÝôåé Ýíáí õðçñÝôç êáé ï ÷ñüíïò åîõðçñÝôçóçò êÜèå ðåëÜôç åßíáé åêèåôéêüò(ì). Áí Q(t)

åßíáé ôï ìÞêïò ôçò ÏõñÜò ôç óôéãìÞ t, ôüôå ç ó.ä. {Q(t); t ≥ 0} åßíáé ìéá Ì.á.ó.÷. ìå ÷þñï

êáôáóôÜóåùí N0 êáé äéÜãñáììá ñõèìþí ìåôÜâáóçò

ONMLHIJK0

ë

##ONMLHIJK1ìkk

ë

##ONMLHIJK2ìkk ONMLHIJK3ìkk · · ·

¸óôù (pn) ç óôÜóéìç êáôáíïìÞ, üôáí õðÜñ÷åé êáé P (z) =
∑∞

n=0 pnz
n ç áíôßóôïé÷ç ðéèáíï-

ãåííÞôñéá. Ïé åîéóþóåéò éóïññïðßáò åßíáé:

ëp0 = ìp1 (3.15)

(ë+ ì)p1 = ìp2 (3.16)

(ë+ ì)pn = ëpn−2 + ìpn+1; n ≥ 2: (3.17)

ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò ôç n-ïóôÞ åîßóùóç ìå zn êáé áèñïßæïíôáò ãéá üëá ôá n = 0; 1; ::: ðñïêýðôåé:

(ë+ ì)
∞∑
n=0

pnz
n − ìp0 = ë

∞∑
n=2

pn−2z
n + ì

∞∑
n=0

pn+1z
n:

Ç ôåëåõôáßá éóïäýíáìá ãñÜöåôáé

(ë+ ì)P (z)− ìp0 = ëz2P (z) +
ì

z
(P (z)− p0)
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áðü ôçí ïðïßá ôåëéêÜ ðñïêýðôåé üôé ç ðéèáíïãåííÞôñéá äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

P (z) =
ìp0

ì − ëz − ëz2
: (3.18)

ÈÝôïíôáò ñ =
ë

ì
ç (3.18) ãñÜöåôáé ùò:

P (z) =
p0

1− ñz − ñz2
: (3.19)

ÅðéðëÝïí áðü ôçí åîßóùóç êáíïíéêïðïßçóçò
∑∞

n=0 pn = Ñ(1) = 1. ¸ôóé, èÝôïíôáò óôçí ðáñá-

ðÜíù ó÷Ýóç z = 1 êáé ëýíïíôáò ùò ðñïò p0 ðñïêýðôåé üôé

p0 = 1− 2ñ (3.20)

Áíôéêáèéóôþíôáò óôç (3.19) êáôáëÞãïõìå óôç ó÷Ýóç

P (z) =
2ñ − 1

ñz2 + ñz − 1
: (3.21)

Ðñïöáíþò èá ðñÝðåé p0 > 0 Þ éóïäýíáìá ñ <
1

2
. ÁõôÞ åßíáé ç óõíèÞêç åõóôÜèåéáò ôïõ óõóôÞ-

ìáôïò. ¸ôóé, õðÜñ÷åé ãíÞóéá óôÜóéìç êáôáíïìÞ áí ñ <
1

2
, åíþ äéáöïñåôéêÜ pn = 0, ãéá êÜèå

n ≥ 0.

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ñ <
1

2
ðáñáôçñïýìå üôé ï ðáñáíïìáóôÞò ñz2 + ñz− 1 = 0 óôçí P (z) Ý÷åé

äýï äéáêåêñéìÝíåò ñßæåò, Ýóôù ñ1; ñ2, ïðüôå ãñÜöåôáé ñz
2 + ñz − 1 = ñ(z − ñ1)(z − ñ2). Ç ðéèá-

íïãåííÞôñéá åßíáé ñçôÞ óõíÜñôçóç êáé êáôÜ óõíÝðåéá ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå ôç ìÝèïäï ôçò

áíÜëõóçò óå áðëÜ êëÜóìáôá. Óýìöùíá ìå ôçí ôåëåõôáßá, ç P (z) åðéäÝ÷åôáé ôçí åîÞò áíÜëõóç:

P (z) =
Á

z − ñ1

+
Â

z − ñ2

: (3.22)

Ïé óôáèåñÝò Á; Â ùò ãíùóôü õðïëïãßæïíôáé áðü ôéò ó÷Ýóåéò:

Á = lim
z→ñ1

P (z)(z − ñ1) =
2ñ − 1

ñ(ñ1 − ñ2)
(3.23)

êáé B = lim
z→ñ2

P (z)(z − ñ2) =
2ñ − 1

ñ(ñ2 − ñ1)
: (3.24)
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Áíôéêáèéóôþíôáò óôçí (3.22) ðáßñíïõìå:

Ñ(z) =
2ñ − 1

ñ(ñ1 − ñ2)

(
1

z − ñ1

− 1

z − ñ2

)

=
2ñ − 1

ñ(ñ1 − ñ2)

(
− 1

ñ1

1

1− z

ñ1

+
1

ñ2

1

1− z

ñ2

)

=
2ñ − 1

ñ(ñ1 − ñ2)

(
1

ñ2

∞∑
n=0

( 1

ñ2

)n
zn − 1

ñ1

∞∑
n=0

( 1

ñ1

)n
zn
)
:

¢ñá pn = [zn]P (z) =
2ñ − 1

ñ(ñ1 − ñ2)

[(
1

ñ2

)n+1

−
(

1

ñ1

)n+1
]
; n ≥ 0: (3.25)

¸ôóé, ìå ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôçò áíÜëõóçò óå áðëÜ êëÜóìáôá, õðïëïãßóôçêå áêñéâþò ç óôÜóéìç

êáôáíïìÞ.
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3.2 Åðßëõóç åîéóþóåùí äéáöïñþí

Oñéóìüò 21. ÃñáììéêÞ åîßóùóç äéáöïñþí k-ôÜîçò

Ìßá áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç ôçò ìïñöÞò

zn+k + a1(n)zn+k−1 + a2(n)zn+k−2 + · · ·+ ak(n)zn = bn

êáëåßôáé ãñáììéêÞ åîßóùóç äéáöïñþí k-ôÜîçò.

• Áí bn = 0, ãéá êÜèå n, ôüôå ç åîßóùóç ëÝãåôáé ïìïãåíÞò, åíþ äéáöïñåôéêÜ ëÝãåôáé ìç

ïìïãåíÞò.

• Áí ai(n) = ai, ãéá êÜèå n, ôüôå ëÝãåôáé åîßóùóç äéáöïñþí ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò.

Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ, ç åîßóùóç zk+a1z
k−1+· · ·+ak = 0 ëÝãåôáé ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç

ôçò åîßóùóçò äéáöïñþí.

ð.÷. Ç óåéñÜ Fibonacci ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ôïõò üñïõò 1; 1; 2; 3; 5; ::: ïñßæåôáé ìÝóù ôçò

ó÷Ýóçò

xn − xn−1 − xn−2 = 0; n ≥ 2

x0 = 1

x1 = 1:

Ç ðñþôç åßíáé ìéá ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ åîßóùóç äéáöïñþí äåýôåñçò ôÜîçò ìå óõíôåëåóôÝò

a1 = a2 = −1 êáé ç áíôßóôïé÷ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç åßíáé x2 − x− 1 = 0.

Ç ëýóç ôùí åîéóþóåùí áõôþí äåí åßíáé ìïíáäéêÞ. Ãéá íá ôçí êÜíåé êáíåßò ìïíáäéêÞ ðñÝðåé íá

èÝóåé åðéðëÝïí õðïèÝóåéò. ¸íáò ôñüðïò íá ãßíåé áõôü åßíáé íá êáèïñßóåé ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

z0; z1; :::; zk−1: Ôüôå ìéëÜìå ãéá Ýíá ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí. Ç ëýóç åíüò ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí

ôéìþí åßíáé ìïíáäéêÞ. Åßíáé åðßóçò ðéèáíü íá èÝóïõìå Üëëåò õðïèÝóåéò. Ãéá ðáñÜäåéãìá ìðïñåß

íá èÝëïõìå íá ëýóïõìå ìéá åîßóùóç äéáöïñþí äåýôåñçò ôÜîçò ìå äåäïìÝíåò ôéìÝò óå äýï ôåñìá-

ôéêÜ óçìåßá z0 êáé zN . Ôüôå ðñÝðåé íá êáèïñßóïõìå ôá z1; :::; zÍ−1 äåäïìÝíùí ôùí z0; zN . ÔÝôïéï

ðñüâëçìá áíáöÝñåôáé ùò ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí. Ç ëýóç ó' Ýíá ôÝôïéï ðñüâëçìá ìðïñåß

íá ìçí õðÜñ÷åé, áëëÜ áêüìá êé áí õðÜñ÷åé äåí åßíáé êáô' áíÜãêç ìïíáäéêÞ. Èá îåêéíÞóïõìå ìå

Ýíá ðáñÜäåéãìá.
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ÐáñÜäåéãìá: Ðñüâëçìá ÷ñåïêïðßáò ôïõ ðáßêôç

¸íáò ðáßêôçò îåêéíÜåé ìå 1 åõñþ íá ðáßæåé `êïñþíá - ãñÜììáôá' ìå Ýíá ìç-áìåñüëçðôï êÝñìá.

Ìå ðéèáíüôçôá p åìöáíßæåôáé êïñþíá,ïðüôå ï ðáßêôçò êåñäßæåé 1 åõñþ, åíþ ìå ðéèáíüôçôá q =

1 − p åìöáíßæïíôáé ãñÜììáôá, ïðüôå ï ðáßêôçò ÷Üíåé 1 åõñþ. Ôï ðáé÷íßäé ïëïêëçñþíåôáé åßôå

üôáí ï ðáßêôçò óõãêåíôñþóåé Í åõñþ êáé ôüôå èåùñåßôáé íéêçôÞò åßôå áí ÷ñåïêïðÞóåé, äçë. ìåßíåé

÷ùñßò ÷ñÞìáôá êáé ôüôå èåùñåßôáé ÷áìÝíïò. Ôéò êáôáóôÜóåéò áðü ôéò ïðïßåò ðåñíÜåé ï ðáßêôçò

êáé ôéò ðéèáíüôçôåò ìåôÜâáóçò ìåôáîý áõôþí ìðïñïýìå íá ôéò ðáñáóôÞóïõìå óôï ðáñáêÜôù

äéÜãñáììá:

ONMLHIJK01 11
ONMLHIJK1

q
gg

p
''ONMLHIJK2

q
gg

p

  ::: _^]\XYZ[N − 1
q

cc

p
(( ONMLHIJKN 1ss

¸óôù pn ç ðéèáíüôçôá íá öôÜóåé óôçí êáôÜóôáóç Í îåêéíþíôáò áðü ôçí n. Åöáñìüæïíôáò ôçí

áíÜëõóç ðñþôïõ âÞìáôïò ãéá ôéò ðéèáíüôçôåò pn ðñïêýðôïõí ïé åîéóþóåéò:

p0 = 0; pN = 1 (3.26)

pn = ppn+1 + qpn−1; n = 1; :::; N − 1:

Ç ôåëåõôáßá éóïäýíáìá ãñÜöåôáé

ppn+1 − pn + qpn−1 = 0: (3.27)

Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ïìïãåíÞ åîßóùóç äéáöïñþí äåýôåñçò ôÜîçò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. ¸óôù

P (z) =
∑N

n=0 pnz
n ç ãåííÞôñéá óõíÜñôçóç ôùí ðéèáíïôÞôùí (pn)n=0;:::;N . ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò

ôçí åîßóùóç (3.27) ìå zn êáé áèñïßæïíôáò ãéá üëá ôá n = 1; :::; N − 1 ðñïêýðôåé:

p
N−1∑
n=1

pn+1z
n −

N−1∑
n=1

pnz
n + q

N−1∑
n=1

pn−1z
n = 0:

Ç ó÷Ýóç áõôÞ, ëáìâÜíïíôáò õðüøç ôïí ïñéóìü ôçò P (z), ãßíåôáé

p

z
(P (z)− p0 − p1z)− (P (z)− p0 − pNz

N) + qz(P (z)− pN−1z
N−1 − pNz

N) = 0 (3.28)

Þ ëüãù ôçò (3.26)

(qz2 − z + p)P (z) = pp1z + qpN−1z
N+1 − (1− qz)zN+1: (3.29)
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ÈÝôïíôáò óôçí ôåëåõôáßá áñ÷éêÜ z = 1 êáé óôç óõíÝ÷åéá z =
p

q
; p 6= q ðñïêýðôïõí áíôßóôïé÷á

ïé åîéóþóåéò:

0 = pp1 + qpN−1 − (1− q)

êáé 0 = pp1
p

q
+ qpN−1

(
p

q

)N+1

− (1− q
p

q
)

(
p

q

)N+1

:

Ëýíïíôáò ôï ôåëåõôáßï óýóôçìá ôùí äýï åîéóþóåùí ìå áãíþóôïõò ôéò ðéèáíüôçôåò p1 êáé pN−1

ðáßñíïõìå:

p1 =
1− q

p

1−
(
q
p

)N (3.30)

êáé pN−1 =
1−

(
q
p

)N−1

1−
(
q
p

)N : (3.31)

ÐëÝïí ç ðéèáíïãåííÞôñéá åßíáé ðëÞñùò ãíùóôÞ êáé ç (3.29) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ:

P (z) =
pp1z + (qpN−1 − 1)zN+1 + qzN+2

q(z − 1)(z − p
q
)

=
pp1z + (qpN−1 − 1)zN+1 + qzN+2

p(1− z)(1− q
p
z)

(3.32)

=
C(z)

(1− z)(1− q
p
z)

(3.33)

üðïõ ôá p1; pN−1 äßíïíôáé áðü ôéò (3.30) êáé (3.31) áíôßóôïé÷á êáé C(z) = p1z + 1
p
(qpN−1 −

1)zN+1 + q
p
zN+2 ðïëõþíõìï âáèìïý ôï ðïëý Í + 2.

Ï üñïò 1=[(1− z)(1− q
p
z)] áíáëýåôáé óå áðëÜ êëÜóìáôá ùò åîÞò:

1

(1− z)(1− q
p
z)

=
A

1− z
+

B

1− q
p
z
; (I)

üðïõ ôá Á; Â äßíïíôáé áðü ôéò ó÷Ýóåéò

A = lim
z→1

A(z)(1− z) =
p

p− q

B = lim
z→ p

q

A(z)(1− q

p
z) =

q

q − p
:

¸ôóé ç (3.33) ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí (É) ãßíåôáé

P (z) = C(z)
Á

1− z
+ C(z)

Â

1− q
p
z

Þ P (z) = ÁC(z)
∞∑
n=0

zn + ÂC(z)
∞∑
n=0

(
q

p

)n

zn:
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Áíôéêáèéóôþíôáò óôçí ôåëåõôáßá ôï C(z), ôá Á; Â; ôéò p1; pN−1 êáé åîéóþíïíôáò ôïõò áíôßóôïé-

÷ïõò óõíôåëåóôÝò ðñïêýðôåé üôé ïé ðéèáíüôçôåò pn äßíïíôáé áðü ôéò ó÷Ýóåéò:

pn =
1

1−
(
q
p

)N −
(
q
p

)n
1−

(
q
p

)N ; n = 0; 1; :::; N: (3.34)

Ðáñáôçñïýìå üôé ïé ðáñáðÜíù ðéèáíüôçôåò åßíáé ôçò ìïñöÞò

pn = c11
n + c2

(
q

p

)n

; (3.35)

üðïõ 1 êáé q
p
åßíáé ïé ñßæåò ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîßóùóçò ö(z) = pz2−z+q ôçò áñ÷éêÞò åîßóùóçò

äéáöïñþí (3.27), óôçí ðåñßðôùóç ðïõ p 6= q. ÅðéðëÝïí ðáñáôçñþíôáò ôçí (3.29), ï óõíôåëåóôÞò

ôçò P (z) åßíáé áêñéâþò qz2 − z + p = z2(q − 1=z + p=z2) = z2ö(z−1).

Ç ðåñßðôùóç p = q (áìåñüëçðôï íüìéóìá) áíôéìåôùðßæåôáé áíÜëïãá. ¸ôóé áí p = q = 1=2 ç

(3.29) ãßíåôáé

(z − 1)2P (z) = p1z + pN−1z
N+1 − (2− z)zN+1: (3.36)

ÈÝôïíôáò z = 1 ðñïêýðôåé üôé

0 = p1 + pN−1 − 1 Þ pN−1 = 1− p1:

Ïðüôå áíôéêáèéóôþíôáò óôçí (3.36) ðáßñíïõìå:

P (z) =
p1z − (1 + p1)z

N+1 + zN+2

(z − 1)2
: (3.37)

Ãíùñßæïõìå üôé

1

(z − 1)2
=

∞∑
n=0

(
2 + n− 1

n

)
zn =

∞∑
n=0

(n+ 1)zn:

ËáìâÜíïíôáò áõôü õðüøç êáé åîéóþíïíôáò ôïõò óõíôåëåóôÝò óôçí (3.37) ôïõ üñïõ zN ðñïêýðôåé

üôé

pN = p1N

ôï ïðïßï, ëüãù ôçò (3.26) äßíåé üôé

p1 =
1

N
:
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¸ôóé áíôéêáèéóôþíôáò óôçí (3.37), åîéóþíïõìå ôïõò áíôßóôïé÷ïõò óõíôåëåóôÝò êáé ðáßñíïõìå

ãéá ôéò æçôïýìåíåò ðéèáíüôçôåò óôçí ðåñßðôùóç p = q üôé:

pn =
n

N
; n = 0; 1; :::; N: (3.38)

Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ìðïñïýìå íá äïýìå üôé ç ëýóç åßíáé ôçò ìïñöÞò

pn = c11
n + c2n1n; (3.39)

üðïõ 1 åßíáé äéðëÞ ñßæá ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîßóùóçò ö(z) = 1
2
z2−z+ 1

2
= 1

2
(z−1)2 ôçò áñ÷éêÞò

ìáò åîßóùóçò äéáöïñþí (3.27), óôçí ðåñßðôùóç ðïõ p = q.

Óôç óõíÝ÷åéá èá õðïëïãßóïõìå ìå áíÜëïãï ôñüðï ôï ìÝóï áñéèìü âçìÜôùí (ñßøåùí ôïõ íï-

ìßóìáôïò) mn; n = 0; 1; :::; N ðïõ áðáéôïýíôáé ãéá íá ïëïêëçñùèåß ôï ðáé÷íßäé, äåäïìÝíïõ üôé ï

ðáßêôçò îåêéíÜåé ìå n åõñþ. ¸óôùM(z) =
∑N

n=0 mnz
n ç ãåííÞôñéá óõíÜñôçóç ôùí æçôïýìåíùí

áñéèìþí. Ìå áíÜëõóç ðñþôïõ âÞìáôïò ðñïêýðôïõí ïé åîéóþóåéò:

m0 = 0; mN = 0 (3.40)

mn = pmn+1 + qmn−1 + 1; n = 1; :::; N − 1:

Ç ôåëåõôáßá éóïäýíáìá ãñÜöåôáé

pmn+1 −mn + qmn−1 = −1; (3.41)

ç ïðïßá åßíáé ìéá ìç ïìïãåíÞò åîßóùóç äéáöïñþí äåýôåñçò ôÜîçò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò.

ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò ôçí ôåëåõôáßá ìå zn+1 êáé áèñïßæïíôáò ãéá n = 1; :::; N − 1 ðñïêýðôåé:

p
N−1∑
n=1

mn+1z
n+1 −

N−1∑
n=1

mnz
n+1 + q

N−1∑
n=1

mn−1z
n+1 = −

N−1∑
n=1

zn+1:

Ç ó÷Ýóç áõôÞ, ëáìâÜíïíôáò õðüøç ôïí ïñéóìü ôçò M(z), ãßíåôáé

p(M(z)−m0−m1z)− z(M(z)−m0−mNz
N)+ qz2(M(z)−mN−1z

N−1−mNz
N) = −z2

N−2∑
n=0

zn

(3.42)

ç ïðïßá ëüãù ôçò (3.40) ãßíåôáé

(qz2 − z + p)M(z) = pm1z + qmN−1z
N+1 − z2 1− zN−1

1− z

q(z − 1)(z − p

q
)M(z) = pm1z + qmN−1z

N+1 − z2(1 + z + · · ·+ zN−2): (3.43)
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ÈÝôïíôáò óôçí ôåëåõôáßá áñ÷éêÜ z = 1 êáé óôç óõíÝ÷åéá z = p
q
; p 6= q ðñïêýðôïõí áíôßóôïé÷á

ïé ó÷Ýóåéò:

0 = pm1 + qmN−1 − (N − 1)

êáé 0 = pm1
p

q
+ qmN−1

(
p

q

)N+1

−
(
p

q

)2 1−
(
p
q

)N−1

1− p
q

:

Ëýíïíôáò ôï ôåëåõôáßï óýóôçìá ôùí äýï åîéóþóåùí ìå áãíþóôïõò ôéò m1 êáé mN−1 ðáßñíïõìå:

m1 =
N

p

1

1−
(
q
p

)N +
1

q − p
(3.44)

êáé mN−1 =
N

p− q

1−
(
q
p

)N−1

1−
(
q
p

)N +
N − 1

N
: (3.45)

Ôþñá ç ãåííÞôñéá åßíáé ðëÞñùò ãíùóôÞ êáé ç (3.43) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ:

M(z) =
pm1z + qmN−1z

N+1 − z2(1 + z + · · ·+ zN−2)

q(z − 1)(z − p
q
)

=
pm1z + qmN−1z

N+1 − z2(1 + z + · · ·+ zN−2)

p(1− z)(1− q
p
z)

(3.46)

=
C ′(z)

(1− z)(1− q
p
z)
; (3.47)

üðïõ ôá m1; mN−1 äßíïíôáé áðü ôéò (3.44), (3.45) áíôßóôïé÷á êáé

C ′(z) = m1z + q=pmN−1z
N+1 − 1

p
z2(1 + z + · · ·+ zN−2)

= m1z −
1

p
z2 − 1

p
z3 − · · · − 1

p
zN +

q

p
mN−1z

N+1:

Ï üñïò 1=(1−z)(1− q
p
z) áíáëýåôáé óå áðëÜ êëÜóìáôá üðùò ðñïçãïýìåíá. ¸ôóé áíôéêáèéóôþíôáò

óôçí (3.46) êáé åîéóþíïíôáò ôïõò áíôßóôïé÷ïõò óõíôåëåóôÝò ðñïêýðôåé üôé:

mn =
N

p− q

1

1−
(
q
p

)N − N

p− q

(
q
p

)n
1−

(
q
p

)N +
n

q − p
; n = 0; 1; :::; N: (3.48)

Ðáñáôçñïýìå üôé ç ëýóç ôçò ìç ïìïãåíïýò åîßóùóçò åßíáé ôçò ìïñöÞò

mn =
n

q − p
+ c

′

11
n + c

′

2

(
q

p

)n

(3.49)
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üðïõ, üðùò êáé óôçí ïìïãåíÞ ðåñßðôùóç, ïé 1; q
p
åßíáé ñßæåò ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîßóùóçò ö(z).

Åñãáæüìåíïé üðùò ðáñáðÜíù ãéá ôçí ðåñßðôùóç p = q, ðñïêýðôåé ôåëéêÜ üôé

mn = n(N − n); n = 0; 1; :::; N: (3.50)

Ç äéáäéêáóßá ðïõ áêïëïõèÞóáìå êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò, õðïëïãßæïíôáò åßôå ôéò ðéèáíüôçôåò,

åßôå ôï ìÝóï ÷ñüíï äéÜñêåéáò ôïõ ðáé÷íéäéïý, ìÝóù ìéáò åîßóùóçò äéáöïñþí ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò

áíôßóôïé÷åò ãåííÞôñéåò óõíáñôÞóåéò, ãåíéêåýåôáé ãéá ôéò åîéóþóåéò äéáöïñþí k-ôÜîçò êáé ôåëéêÜ

êáôáëÞãïõìå óôç ãåíéêÞ ôïõò ëýóç. Ôç äéáäéêáóßá áõôÞ èá ðáñïõóéÜóïõìå óôç óõíÝ÷åéá.
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3.2.1 Ëýóåéò åéäéêþí åîéóþóåùí äéáöïñþí k ôÜîçò

Áò èåùñÞóïõìå ìéá ãñáììéêÞ ìç ïìïãåíÞ åîßóùóç äéáöïñþí k-ôÜîçò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò

yn+k + a1yn+k−1 + a2yn+k−2 + · · ·+ akyn = bn; n = 0; 1; ::: (3.51)

ìå ãíùóôÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò y0; y1; :::; yk−1: ¸óôù Õ (z) =
∑∞

n=0 ynz
n; A(z) =

∑k
n=0 anz

n ìå

a0 = 1 êáé Â(z) =
∑∞

n=0 bnz
n ïé ãåííÞôñéåò óõíáñôÞóåéò ôùí áêïëïõèéþí (yn)n∈N0 ; (an)n=0;:::;k

êáé (bn)n∈N0 áíôßóôïé÷á. ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò ôçí (3.51) ìå zn+k êáé áèñïßæïíôáò ãéá üëá ôá

n ≥ 0 ðáßñíïõìå:

∞∑
n=0

yn+kz
n+k + a1z

∞∑
n=0

yn+k−1z
n+k−1 + · · ·+ akz

k
∞∑
n=0

ynz
n = zk

∞∑
n=0

bnz
n

Þ {Õ (z)−
k−1∑
n=0

ynz
n}+ a1z{Õ (z)−

k−2∑
n=0

ynz
n}+ · · ·+ ak−1z

k−1y0 + akz
kY (z) = zkB(z):

H ôåëåõôáßá ó÷Ýóç ãñÜöåôáé éóïäýíáìá:

A(z)Y (z) =
k−1∑
n=0

ynz
n + a1z

k−2∑
n=0

ynz
n + · · ·+ ak−1z

k−1y0 + zkB(z): (3.52)

ÈÝôïõìå

C(z) =
k−1∑
n=0

ynz
n + a1z

k−2∑
n=0

ynz
n + · · ·+ ak−1z

k−1y0:

To C(z) åßíáé Ýíá ðïëõþíõìï âáèìïý ôï ðïëý k − 1, ôï ïðïßï åßíáé ãíùóôü ëüãù ôùí áñ÷éêþí

óõíèçêþí y0; :::; yk−1 êáé ôçò áêïëïõèßáò ôùí óõíôåëåóôþí (an)n=0;:::;k. ¸ôóé ôåëéêÜ

Õ (z) =
C(z) + zkB(z)

A(z)
: (3.53)

H ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç ôçò áñ÷éêÞò åîßóùóçò äéáöïñþí (3.51) åßíáé

ö(z) = zk + a1z
k−1 + a2z

k−2 + · · ·+ ak−1z + ak:

Ðáñáôçñïýìå üôé

Á(z) = zkö(z−1):

¸óôù üôé ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç Ý÷åé s äéáêåêñéìÝíåò ñßæåò ñ1; ñ2; : : : ; ñs ìå ðïëëáðëüôçôåò

m1; m2; : : : ;ms áíôßóôïé÷á. Ðñïöáíþò m1 + m2 + · · · + ms = k. Ôüôå ç (3.53) ãñÜöåôáé óôç
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ìïñöÞ:

Õ (z) =
C(z) + zkB(z)

zk(z−1 − ñ1)m1(z−1 − ñ2)m2 · · · (z−1 − ñs)ms

=
C(z) + zkB(z)

(1− ñ1z)m1(1− ñ2z)m2 · · · (1− ñsz)ms
: (3.54)

Ìå áíÜëõóç óå áðëÜ êëÜóìáôá ðáßñíïõìå üôé

1

(1− ñ1z)m1(1− ñ2z)m2 · · · (1− ñsz)ms
=

s∑
j=1

mj∑
h=1

dhj
(1− ñjz)h

;

üðïõ ïé óõíôåëåóôÝò dhj õðïëïãßæïíôáé êáôÜ ôá ãíùóôÜ. ¸ôóé

C(z) =
s∑

j=1

mj∑
h=1

chj
(1− ñjz)h

êáé ç (3.54) ãßíåôáé

Õ (z) =
s∑

j=1

mj∑
h=1

chj
(1− ñjz)h

+ zkB(z)
s∑

j=1

mj∑
h=1

dhj
(1− ñjz)h

:

Åîéóþíïíôáò ôïõò áíôßóôïé÷ïõò óõíôåëåóôÝò ðñïêýðôåé üôé

[zn]Y (z) =
s∑

j=1

mj∑
h=1

chj[z
n]

{
1

(1− ñjz)h

}
+ [zn−k]B(z)

s∑
j=1

mj∑
h=1

dhj
1

(1− ñjz)h

äçëáäÞ

yn =
s∑

j=1

mj∑
h=1

chj

(
h+ n− 1

n

)
ñnj +

s∑
j=1

mj∑
h=1

dhj

n−k∑
`=0

b`

(
h+ n− k − `− 1

n− k − `

)
ñn−k−`j : (3.55)

Ç åìöÜíéóç ôïõ äåýôåñïõ üñïõ óôï ôåëåõôáßï Üèñïéóìá ïöåßëåôáé óôçí ýðáñîç ôïõ Â(z), äçëáäÞ

ôïõ ìç ïìïãåíÞ üñïõ bn óôçí áñ÷éêÞ åîßóùóç äéáöïñþí (3.51). ¸ôóé óôçí ïìïãåíÞ ðåñßðôùóç,

äçëáäÞ üôáí bn = 0; n = 0; 1; :::, ç (3.51) Ý÷åé ôç ìïñöÞ

yn+k + a1yn+k−1 + a2yn+k−2 + · · ·+ akyn = 0; n = 0; 1; ::: (3.56)

êáé óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ç ëýóç åßíáé

yn =
s∑

j=1

mj∑
h=1

chj

(
h+ n− 1

n

)
ñnj
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Þ ãåíéêÜ

yn =
s∑

j=0

fj(n)ñnj

üðïõ fj(n) åßíáé ðïëõþíõìï âáèìïý mj − 1; j = 1; :::; s.

Ôá áðïôåëÝóìáôá ôçò äéáäéêáóßáò ðïõ ðåñéãñÜøáìå óõíïøßæïíôáé óôï ðáñáêÜôù Èåþñçìá.

Èåþñçìá 10. ¸óôù ñ1; :::; ñs ïé ñßæåò ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîßóùóçò êáé õðïèÝôïõìå üôé ç ñßæá

ñi Ý÷åé ðïëëáðëüôçôá mi; i = 1; :::; s: Tüôå ïé áêïëïõèßåò

ñn1 , nñn−1
1 ,

(
n
2

)
ñn−2
1 , . . . ,

(
n

m1−1

)
ñn−m1+1
1 ,

...

ñns , nñn−1
s ,

(
n
2

)
ñn−2
s , . . . ,

(
n

ms−1

)
ñn−ms+1
s ,

áðïôåëïýí âÜóç ôïõ óõíüëïõ ôùí ëýóåùí ôçò åîßóùóçò äéáöïñþí (3.56).

Ãéá ôç ìç ïìïãåíÞ ðåñßðôùóç éó÷ýåé üôé ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò (yn) åßíáé ôï Üèñïéóìá ôçò ãåíéêÞò

ëýóçò ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò åîßóùóçò (yïìïãn ) êáé ìéáò åéäéêÞò ëýóçò ôçò ìç ïìïãåíïýò

(yåéän ). ÄçëáäÞ

yn = yïìïãn + yåéän :

Ç ìïñöÞ ôçò åéäéêÞò ëýóçò ôçò ìç ïìïãåíïýò ðïõ áíáæçôÜìå åîáñôÜôáé áðü ôç ìïñöÞ ôïõ ìç

ïìïãåíÞ üñïõ bn. Óôïí ðáñáêÜôù ðßíáêá áíáöÝñïíôáé ìåñéêÝò ðåñéðôþóåéò ìç ïìïãåíþí üñùí

ðïõ åìöáíßæïíôáé óå ðñïâëÞìáôá êáé ç áíôßóôïé÷ç ìïñöÞ ôçò åéäéêÞò ëýóçò ðïõ áíáæçôïýìå óå

êÜèå ðåñßðôùóç.

bn zåéän

can c′an Þ c′nan Þ c′n2an Þ · · ·

cnk c0 + c1n+ · · ·+ ckn
k

cnkan (c0 + c1n+ · · ·+ ckn
k)an

sin(an)bnnk (c0 + c1n+ · · ·+ ckn
k)bn sin(an)+

+(c0 + c1n+ · · ·+ ckn
k)bn cos(an)
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3.2.2 ÅöáñìïãÝò

Óôçí ðáñÜãñáöï 1.3 ðåñéãñÜøáìå Ýíá óýóôçìá åîõðçñÝôçóçò ðåðåñáóìÝíçò ÷ùñçôéêüôçôáò, ôï

ïðïßï ìåëåôÞóáìå ùò ìéá Ì.á.ó.÷. ìå äéÜãñáììá ñõèìþí ìåôÜâáóçò

ONMLHIJK0; 1

ç

��

ë ,, ONMLHIJK1; 1
ë ,,

ì
ll ONMLHIJK2; 1

ë **

ì
ll · · ·

ë ,,

ì
ll ONMLHIJKk; 1

ì
jj

ONMLHIJK0; 0 ë // ONMLHIJK1; 0 ë // ONMLHIJK2; 0 ë // · · · ë // ONMLHIJKk; 0

è

OO

êáé åîéóþóåéò éóïññïðßáò:

ëð(0; 0) = çð(0; 1) (3.57)

ëð(n; 0) = ëð(n− 1; 0) n = 1; :::; k − 1 (3.58)

èð(k; 0) = ëð(k − 1; 0) (3.59)

(ë+ ç)ð(0; 1) = ìð(1; 1) (3.60)

(ë+ ì)ð(n; 1) = ëð(n− 1; 1) + ìð(n+ 1; 1) n = 1; :::; k − 1 (3.61)

ìð(k; 1) = ëð(k − 1; 1) + èð(k; 0): (3.62)

Ãéá ôç óôÜóéìç êáôáíïìÞ ôçò áëõóßäáò, ç ïðïßá õðÜñ÷åé ðÜíôá, Ý÷ïõìå Þäç áðïäåßîåé ôéò ó÷Ýóåéò:

ð(0; 0) =
ç

ë
ð(0; 1)

ð(k − 1; 0) = ð(k − 2; 0) = · · · = ð(0; 0) =
ç

ë
ð(0; 1)

ð(k; 0) =
ë

è
ð(k − 1; 0) =

ç

è
ð(0; 1)

êáé ìå âÜóç áõôÝò, ç åîßóùóç êáíïíéêïðïßçóçò Ý÷åé ðÜñåé ôç ìïñöÞ

k
ç

ë
ð(0; 1) +

ç

è
ð(0; 1) +

k∑
n=0

ð(n; 1) = 1: (3.63)

Ìåëåôþíôáò ðñïóåêôéêÜ ôéò åîéóþóåéò éóïññïðßáò äéáðéóôþíïõìå üôé ç åîßóùóç (3.61) åßíáé ìéá

ïìïãåíÞò åîßóùóç äéáöïñþí äåýôåñçò ôÜîçò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò, ç ïðïßá ãñÜöåôáé:

ìð(n+ 1; 1)− (ë+ ì)ð(n; 1) + ëð(n− 1; 1) = 0; n = 1; :::; k − 1: (3.64)
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H ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç åßíáé:

ìx2 − (ë+ ì)x+ ë = 0;

ç ïðïßá èÝôïíôáò ñ =
ë

ì
ãñÜöåôáé

x2 − (1 + ñ)x+ ñ = 0

êáé Ý÷åé ñßæåò ñ1 = ñ êáé ñ2 = 1.

Áí ñ 6= 1, Þ éóïäýíáìá ë 6= ì, ôüôå ñ1 6= ñ2 êáé ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò (3.61) åßíáé

ð(n; 1) = c1ñ
n
1 + c2ñ

n
2

= c1ñ
n + c2; n = 0; 1; : : : ; k (3.65)

üðïõ c1; c2 óôáèåñÝò ïé ïðïßåò ðñïóäéïñßæïíôáé ìå ÷ñÞóç ôùí åîéóþóåùí éóïññïðßáò êáé ôçò

åîßóùóçò êáíïíéêïðïßçóçò, ùò åîÞò:

H (3.60) ëüãù ôçò (3.65) äßíåé

(ë+ ç)(c1 + c2) = ì(c1ñ + c2)

Þ c2 =
çc1

ì − ë− ç
=

ç

ì(1− ñ)− ç
c1: (3.66)

Áíôéêáèéóôþíôáò ôçí ôåëåõôáßá óôçí (3.65), áõôÞ ãßíåôáé

ð(n; 1) = c1ñ
n +

çc1
ì(1− ñ)− ç

n = 0; 1; : : : ; k: (3.67)

ÈÝôïíôáò n = 0 ðñïêýðôåé üôé

ð(0; 1) = c1 +
çc1

ì(1− ñ)− ç
=

ì(1− ñ)

ì(1− ñ)− ç
c1: (3.68)

H óôáèåñÜ c1 èá õðïëïãéóôåß áðü ôçí åîßóùóç êáíïíéêïðïßçóçò (3.63), ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò

äýï ôåëåõôáßåò åîéóþóåéò ùò åîÞò:

kç

ë

ì(1− ñ)

ì(1− ñ)− ç
c1 +

ç

è

ì(1− ñ)

ì(1− ñ)− ç
c1 +

k∑
n=0

{
c1ñ

n +
çc1

ì(1− ñ)− ç

}
= 1

Þ éóïäýíáìá

(
kç

ë
+
ç

è
+
ç(k + 1)

ì(1− ñ)

)
ì(1− ñ)

ì(1− ñ)− ç
c1 +

1− ñk+1

1− ñ
c1 = 1:

Ïðüôå, ôåëéêÜ

c1 =

{
1 + ñ + · · ·+ ñk +

(
kç

ë
+
ç

è
+
ç(k + 1)

ì(1− ñ)

)
ì(1− ñ)

ì(1− ñ)− ç

}−1

: (3.69)
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¸ôóé ç ð(n; 1), üðùò õðïëïãßæåôáé áðü ôç ó÷Ýóç (3.67), Ý÷åé êáèïñéóôåß ðëÞñùò êáé ç óôÜóéìç

êáôáíïìÞ åßíáé ðëÝïí ãíùóôÞ. ÌÜëéóôá áíôéêáèéóôþíôáò ôç óôáèåñÜ c1 óôçí (3.68) ðñïêýðôåé:

ð(0; 1) =

{
kç

ë
+
ç

è
+
ç(k + 1) + ì(1− ñk+1)− ç(1 + · · ·+ ñk)

ì(1− ñ)

}−1

=

{
kç

ë
+
ç

è
+
ì(1− ñk+1) + çk − çñ(1 + · · ·+ ñk−1)

ì(1− ñ)

}−1

ðïõ åßíáé áêñéâþò ç ó÷Ýóç (1.15) ðïõ õðïëïãßóáìå óôï ðñþôï êåöÜëáéï ìå äéáöïñåôéêü ôñüðï.

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ë = ì, ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç Ý÷åé ñßæåò ñ1 = ñ2 = ñ = 1 êáé ç ãåíéêÞ

ëýóç ôçò (3.61) èá äßíåôáé ôþñá áðü ôç ó÷Ýóç:

ð(n; 1) = c
′

1ñ
n + c

′

2nñ
n = c

′

1 + c
′

2n n = 0; 1; : : : ; k: (3.70)

Åñãáæüìåíïé áíÜëïãá ìå ôçí ðñïçãïýìåíç ðåñßðôùóç, èá ðñïóäéïñßóïõìå ôéò óôáèåñÝò c
′
1 êáé

c
′
2. ¸ôóé, ç (3.60) ëüãù ôçò (3.70) äßíåé

(ë+ ç)c
′

1 = ì(c
′

1 + c
′

2)

Þ

c
′
2 = ç

ì
c
′
1:

Áíôéêáèéóôþíôáò ôçí ôåëåõôáßá óôçí (3.70), áõôÞ ãßíåôáé

ð(n; 1) = c
′

1 + n
ç

ì
c
′

1 n = 0; 1; : : : ; k: (3.71)

ÈÝôïíôáò n = 0 ðñïêýðôåé üôé ð(0; 1) = c
′
1: ¼ðùò êáé ðñïçãïõìÝíùò, ç óôáèåñÜ c

′
1 èá

ðñïêýøåé áðü ôçí åîßóùóç êáíïíéêïðïßçóçò, áíôéêáèéóôþíôáò ôéò äýï ôåëåõôáßåò åîéóþóåéò óôçí

(3.63). ÄçëáäÞ èá Ý÷ïõìå:

k
ç

ë
c
′

1 +
ç

è
c
′

1 +
k∑

n=0

{c′1 + n
ç

ì
c
′

1} = 1

Þ éóïäýíáìá (
kç

ë
+
ç

è
+ k + 1

)
c
′

1 +
ç

ì
c
′

1

k(k + 1)

2
= 1:

Ïðüôå, ôåëéêÜ

c
′

1 =

{
kç

ë
+
ç

è
+ (k + 1)

(
1 +

çk

2ì

)}−1

: (3.72)

¸ôóé ç (3.71) Ý÷åé êáèïñéóôåß ðëÞñùò êáé ç óôÜóéìç êáôáíïìÞ êáé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ë = ì

åßíáé ðëÝïí ãíùóôÞ.

70



3.3 ÁíáäñïìéêÝò ó÷Ýóåéò

ÌÝ÷ñé ôþñá ïé ìÝèïäïé ðïõ Ý÷ïõìå áíáðôýîåé êáôáëÞãïõí óôïí áêñéâÞ õðïëïãéóìü ôçò óôÜóéìçò

êáôáíïìÞò ìéáò ÌáñêïâéáíÞò áëõóßäáò. Áõôü äåí åßíáé ðÜíôá áðëü êáé õðÜñ÷ïõí ðåñéðôþóåéò

óôéò ïðïßåò ìáò åíäéáöÝñåé Þ áñêïýìáóôå óôïí õðïëïãéóìü áíáäñïìéêþí ó÷Ýóåùí. Ç ìÝèïäïò

ðïõ èá áíáðôýîïõìå óôçí ðáñïýóá ðáñÜãñáöï óôï÷åýåé áêñéâþò ðñïò áõôÞ ôçí êáôåýèõíóç êáé

åöáñìüæåôáé êõñßùò üôáí ç ðéèáíïãåííÞôñéá óõíÜñôçóç åßíáé ôçò ìïñöÞò P (z) = eD(z), üðïõ

P (z) =
∑∞

n=0 pnz
n êáé D(z) =

∑∞
n=0 dnz

n. Ç ôå÷íéêÞ ïíïìÜæåôáé z
d

dz
log êáé ç ïíïìáóßá ôçò

ìáò õðåíèõìßæåé áêñéâþò ôç óåéñÜ ôùí âçìÜôùí ðïõ ðñÝðåé íá áêïëïõèÞóïõìå. ÓõãêåêñéìÝíá ç

äéáäéêáóßá åßíáé ç åîÞò:

P (z) = eD(z)

Ëïãáñéèìßæïõìå logP (z) = D(z)

Ðáñáãùãßæïõìå ùò ðñïò z
P ′(z)

P (z)
= D′(z)

ÐïëëáðëáóéÜæïõìå ìå z z
P ′(z)

P (z)
= zD′(z)

zP ′(z) = zD′(z)P (z)

Þ
∞∑
n=1

npnz
n =

(
∞∑
n=1

ndnz
n

)(
∞∑
n=0

pnz
n

)

Þ éóïäýíáìá
∞∑
n=1

npnz
n =

∞∑
n=0

n∑
k=1

kdkpn−kz
n:

Åîéóþíïíôáò ôïõò óõíôåëåóôÝò ôïõ üñïõ zn ðñïêýðôåé:

[zn]

{ ∞∑
n=1

npnz
n

}
= [zn]

{ ∞∑
n=0

n∑
k=1

kdkpn−kz
n

}
npn =

n∑
k=1

kdkpn−k:

ÔåëéêÜ pn =
1

n

n∑
k=1

kdkpn−k; n ≥ 1 (3.73)

êáé p0 = P (0) = eD(0): (3.74)

Ç ìÝèïäïò âÝâáéá åöáñìüæåôáé ãåíéêÜ ãéá ôçí åýñåóç áíáäñïìéêþí ó÷Ýóåùí ãéá ôïõò üñïõò

ìéá áêïëïõèßáò ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí áíôßóôïé÷ç ãåííÞôñéá óõíÜñôçóç, áöïý óå üëá ôá ðáñáðÜíù

äåí ÷ñçóéìïðïéÞóáìå êÜðïéá éäéüôçôá ôùí ðéèáíïãåííçôñéþí óõíáñôÞóåùí.
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3.3.1 ÅöáñìïãÝò

Óôç óõíÝ÷åéá èá äïýìå ìéá ðñþôç áðëÞ åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ. ¸óôù ×1; ×2; : : : ; ×k áíåîÜñ-

ôçôåò êáé éóüíïìåò ô.ì. ðïõ áêïëïõèïýí ôçí êáôáíïìÞ Âernoulli ìå ðéèáíüôçôá åðéôõ÷ßáò p êáé

ðéèáíïãåííÞôñéá P (z) = 1− p+ pz. Èåùñïýìå ôçí ô.ì. Õ = ×1 +×2 + · · ·+×k êáé Ýóôù PÕ (z)

ç áíôßóôïé÷ç ðéèáíïãåííÞôñéá. Áðü ãíùóôÞ éäéüôçôá ôùí ðéèáíïãåííçôñéþí

PÕ (z) = (P (z))k :

Ëïãáñéèìßæïõìå logPY (z) = klogP (z)

Ðáñáãùãßæïõìå ùò ðñïò z
P

′
Y (z)

PY (z)
= k

P ′(z)

P (z)

ÐïëëáðëáóéÜæïõìå ìå z z P
′

Y (z)P (z) = kzP ′(z)PY (z)( ∞∑
n=1

npnz
n

)
(1− p+ pz) = kpz

∞∑
n=0

pnz
n

[zn]

{ ∞∑
n=1

(1− p)npnz
n

}
+
[
zn−1

]{ ∞∑
n=1

nppnz
n

}
= kp

[
zn−1

]{ ∞∑
n=0

pnz
n

}
(1− p)npn + (n− 1)ppn−1 = kppn−1; n ≥ 1:

ÔåëéêÜ

pn =
k − n+ 1

n

p

1− p
pn−1; n ≥ 1 (3.75)

êáé

p0 = PY (0) = (1− p)k: (3.76)

¸ôóé åîÜãáìå ìéá áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç ãéá ôéò ðéèáíüôçôåò pn = P (Y = n) áðü ôçí ïðïßá åßíáé

äõíáôüò ï áêñéâÞò õðïëïãéóìüò ôùí ðéèáíïôÞôùí êáé Üñá ôçò êáôáíïìÞò ôçò ô.ì. Õ , ç ïðïßá ùò

ãíùóôü åßíáé ç ÄéùíõìéêÞ ìå ðáñáìÝôñïõò (k; p).

ÐñÜãìáôé, áðü ôçí (3.75) óõíå÷ßæïíôáò áíáäñïìéêÜ Ýðåôáé

pn =
k − n+ 1

n

p

1− p
pn−1 =

k − n+ 1

n

p

1− p

k − n+ 2

n− 1

p

1− p
pn−2 = · · ·

=
(k − n+ 1)(k − n+ 2) · · · k

n(n− 1) · · · 1
pn

(1− p)n
p0 =

k!
(k−n)!

n!

pn

(1− p)n
(1− p)k

Ýôóé pn =

(
k

n

)
pn(1− p)k−n; n ≥ 0: (3.77)

72



Áò äïýìå ìéá ðéï óýíèåôç åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ. Èåùñïýìå ôç Ì c=Ì=∞ ïõñÜ, äçë. Ýíá

óýóôçìá åîõðçñÝôçóçò áðåñéüñéóôçò ÷ùñçôéêüôçôáò óôï ïðïßï ïé ðåëÜôåò öèÜíïõí óå ïìÜäåò

óýìöùíá ìå ìéá äéáäéêáóßá Poisson(ë). Ôá ìåãÝèç Õ1; Õ2; ::: ôùí äéáäï÷éêþí ïìÜäùí åßíáé

áíåîÜñôçôåò, éóüíïìåò ô.ì. ìå óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôáò (gn)n∈N, áíôßóôïé÷ç ðéèáíïãåííÞôñéá

G(z) =
∑∞

n=1 gnz
n, ìå ðåðåñáóìÝíç ìÝóç ôéìÞ g êáé áíåîÜñôçôåò áðü áðü ôïõò ÷ñüíïõò áößîåùí.

Ôï óýóôçìá äéáèÝôåé áðåñéüñéóôïõò õðçñÝôåò. ¸ôóé üëá ôá ìÝëç êÜèå áöéêíïýìåíçò ïìÜäáò îåêé-

íïýí áìÝóùò ôçí åîõðçñÝôçóÞ ôïõò. ¼ëïé ïé õðçñÝôåò åßíáé éóïäýíáìïé, ëåéôïõñãïýí ðáñÜëëçëá

êáé áíåîÜñôçôá ï Ýíáò áðü ôïí Üëëï, åíþ ïé ÷ñüíïé åîõðçñÝôçóçò åßíáé áíåîÜñôçôåò, éóüíïìåò

ô.ì. ðïõ áêïëïõèïýí ôçí åêèåôéêÞ(ì) êáôáíïìÞ. Ôï óýóôçìá ðåñéãñÜöåôáé áðü ìéá Ì.á.ó.÷. ìå

÷þñï êáôáóôÜóåùí S = N0 êáé äéÜãñáììá ñõèìþí ìåôÜâáóçò

?>=<89:;0
ëg1
%%
ëg2 !!

ëg3

��?>=<89:;1
ì
jj

ëg1
%%
ëg2 !!?>=<89:;2

2ì
jj

ëg1
%% ?>=<89:;3

3ì
jj :::

¸óôù (pn) ç óôÜóéìç êáôáíïìÞ, üôáí áõôÞ õðÜñ÷åé êáé P (z) =
∑∞

n=0 pnz
n ç áíôßóôïé÷ç

ðéèáíïãåííÞôñéá. Ïé åîéóþóåéò éóïññïðßáò åßíáé

ëp0 = ìp1

(ë+ nì)pn = (n+ 1)ìpn+1 +
n−1∑
j=0

ëgn−jpj:

Áðïäåéêíýåôáé üôé:

P (z) = exp

{
−ñ
∫ 1

z

1−G(u)

1− u
du

}
(3.78)

(âëÝðå Ïéêïíüìïõ-Öáêßíïò (1999)).

Ðáñáôçñïýìå üôé ç P (z) åßíáé ôçò ìïñöÞò P (z) = eD(z), ìå D(z) = −ñ
∫ 1

z
1−G(u)

1−u du. ¸ôóé

åíäåßêíõôáé ç åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ z
d

dz
log ðñïêåéìÝíïõ íá åîÜãïõìå ìéá áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç

ãéá ôç óôÜóéìç êáôáíïìÞ (pn). Áêïëïõèþíôáò ôç äéáäéêáóßá üðùò ôçí ðåñéãñÜøáìå èá ðÜñïõìå

äéáäï÷éêÜ:
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logP (z) = −ñ
∫ 1

z

1−G(u)

1− u
du

P ′(z)

P (z)
= ñ

1−G(z)

1− z

zP ′(z) = zñ
1−G(z)

1− z
P (z):

[zn] {zP ′(z)} = ñ
[
zn−1

]{ P (z)

1− z

}
− ñ

[
zn−1

]{G(z)

1− z
P (z)

}
npn = ñ

n−1∑
k=0

pk − ñ
n−1∑
k=0

k∑
j=1

gjpn−1−k:

ÔåëéêÜ pn =
ñ

n

n−1∑
k=0

[
pk −

k∑
j=1

gjpn−1−k

]
; n ≥ 1 (3.79)

êáé p0 = P (0) = exp
{
− ñ

∫ 1

0

1−G(u)

1− u
du
}
: (3.80)

3.3.2 Áíáäñïìéêü ó÷Þìá ôïõ Adelson

¸íá ôåëåõôáßï ðáñÜäåéãìá åöáñìïãÞò ôçò ôå÷íéêÞò z
d

dz
log ðïõ èá äïýìå åßíáé ï õðïëïãéóìüò

áíáäñïìéêÞò ó÷Ýóçò ãéá ôç óõíÜñôçóç ðéèáíüôçôáò ìéáò óýíèåôçò Poisson ô.ì. Õ = ×1 +

· · · + ×Í . Ïé ×1; ×2; ::: åßíáé áíåîÜñôçôåò êáé éóüíïìåò ô.ì. ìå ðéèáíïãåííÞôñéá óõíÜñôçóç

G(z) =
∑∞

n=0 gnz
n åíþ ç Í åßíáé ìéá ô.ì. áíåîÜñôçôç áðü ôéò ×i; i = 1; 2; ::: ðïõ áêïëïõèåß ôçí

Poisson(ë) êáôáíïìÞ, ïðüôå ç ðéèáíïãåííÞôñéá åßíáé PN(z) = e−ë(1−z):

H ðéèáíïãåííÞôñéá ôçò ô.ì. Õ , Ýóôù PY (z), ùò ãíùóôü äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç PY (z) =

PN (G(z)). Áíôéêáèéóôþíôáò ðñïêýðôåé

PY (z) = e−ë(1−G(z)):

Åöüóïí ç PY (z) åßíáé ôçò ìïñöÞò P (z) = eD(z) ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå ôçí ôå÷íéêÞ z
d

dz
log.

¸ôóé, áñ÷éêÜ ëïãáñéèìßæïíôáò êáé óõíå÷ßæïíôáò ôç äéáäéêáóßá ðáßñíïõìå äéáäï÷éêÜ:
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logPY (z) = −ë(1−G(z))

P
′
Y (z)

PY (z)
= ëG′(z)

zP
′

Y (z) = ëzG′(z)PY (z)

[zn]
{
zP

′

Y (z)
}

= ë [zn]
{
zG′(z)PY (z)

}
npn = ë

n∑
j=1

jgjpn−j:

Áðü ôï ôåëåõôáßï pn =
ë

n

n∑
j=1

jgjpn−j; n ≥ 1 (3.81)

êáé p0 = PY (0) = e−ë(1−g0): (3.82)
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ÊåöÜëáéï 4

ÁíáëõôéêÝò Ôå÷íéêÝò

4.1 Èåþñçìá Rouch�e êáé åöáñìïãÝò

ÐñïêåéìÝíïõ íá õðïëïãßóïõìå ôç óôÜóéìç êáôáíïìÞ áäéá÷þñéóôùí, èåôéêÜ åðáíáëçðôéêþí Ìáñ-

êïâéáíþí áëõóßäùí, Ý÷ïõìå Þäç äåß üôé ðïëëÝò öïñÝò êáôáöåýãïõìå óôïí õðïëïãéóìü ôçò áíôß-

óôïé÷çò ðéèáíïãåííÞôñéáò óõíÜñôçóçò. Óôéò ðåñéðôþóåéò áõôÝò, åðåéäÞ êÜèå ðéèáíïãåííÞôñéá

ðñÝðåé íá óõãêëßíåé ôïõëÜ÷éóôïí óôïí êëåéóôü ìïíáäéáßï äßóêï, ôßèåíôáé æçôÞìáôá ôùí óõíèçêþí

êÜôù áðü ôéò ïðïßåò óõìâáßíåé áõôü.

¸íá ÷áñáêôçñéóôéêü ðáñÜäåéãìá åßíáé ç Ì=Ì=1 ïõñÜ ìå ïìáäéêÝò åîõðçñåôÞóåéò ìåãÝèïõò

r. Ðñüêåéôáé ãéá Ýíá óýóôçìá åîõðçñÝôçóçò óôï ïðïßï ïé ðåëÜôåò öèÜíïõí óýìöùíá ìå ìéá

äéáäéêáóßá Poisson(ë). Ôï óýóôçìá äéáèÝôåé Ýíáí õðçñÝôç ï ïðïßïò åîõðçñåôåß ôáõôü÷ñïíá r

ðåëÜôåò óå ÷ñüíï ðïõ áêïëïõèåß ôçí ÅêèåôéêÞ(ì) êáôáíïìÞ. Áí óôï óýóôçìá, ôï ïðïßï Ý÷åé

áðåñéüñéóôç ÷ùñçôéêüôçôá, äåí õðÜñ÷ïõí r ðåëÜôåò, ôüôå ï õðçñÝôçò ðåñéìÝíåé ìÝ÷ñé áõôïß íá

óõìðëçñùèïýí þóôå íá áñ÷ßóåé ôçí åîõðçñÝôçóÞ ôïõò.

Áí ïñßóïõìå Q(t) ôïí áñéèìü ôùí ðåëáôþí óôï óýóôçìá ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t, ôüôå ç {Q(t); t ≥

0} åßíáé Ì.á.ó.÷. ìå äéáêñéôü ÷þñï êáôáóôÜóåùí S = {0; 1; :::} êáé äéÜãñáììá ñõèìþí ìåôÜâáóçò

ôï ðáñáêÜôù:

ONMLHIJK0
ë ++ONMLHIJK1

ë ++ONMLHIJK2 · · · WVUTPQRSr − 1
ë ,,WVUTPQRSr

ë --

ì

gg
WVUTPQRSr + 1

ì

gg
:::
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¸óôù {pn}n∈S ç óôÜóéìç êáôáíïìÞ, üôáí õðÜñ÷åé, êáé P (z) =
∑∞

n=0 pnz
n ç áíôßóôïé÷ç

ðéèáíïãåííÞôñéá óõíÜñôçóç. Ïé åîéóþóåéò éóïññïðßáò åßíáé:

ëp0 = ìpr (4.1)

ëpn = ëpn−1 + ìpn+r; 1 ≤ n ≤ r − 1 (4.2)

(ë+ ì)pn = ëpn−1 + ìpn+r; n ≥ r: (4.3)

ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò ôç n-ïóôÞ åîßóùóç ìå zn êáé áèñïßæïíôáò ãéá üëá ôá n = 0; 1; ::: ðñïêýðôåé:

(ë+ ì)
∞∑
n=0

pnz
n − ì

r−1∑
n=0

pnz
n = ë

∞∑
n=1

pn−1z
n + ì

∞∑
n=0

pn+rz
n:

Ç ôåëåõôáßá éóïäýíáìá ãñÜöåôáé

(ë+ ì)P (z)− ì
r−1∑
n=0

pnz
n = ëzP (z) +

ì

zr

(
P (z)−

r−1∑
n=0

pnz
n

)

áðü ôçí ïðïßá ôåëéêÜ ðñïêýðôåé üôé ç ðéèáíïãåííÞôñéá äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

P (z) =
ì(zr − 1)

∑r−1
n=0 pnz

n

(ë+ ì)zr − ëzr+1 − ì
: (4.4)

ÈÝôïíôáò ñ =
ë

ì
ç (4.4) ãßíåôáé

P (z) =
(zr − 1)

∑r−1
n=0 pnz

n

(1 + ñ)zr − ñzr+1 − 1
: (4.5)

H P (z) åßíáé ñçôÞ óõíÜñôçóç, äçëáäÞ ôçò ìïñöÞò P (z) = N(z)
D(z)

, üðïõ degN(z) = 2r − 1

êáé degD(z) = r + 1. ¸ôóé, ï áñéèìçôÞò Ý÷åé 2r − 1 ñßæåò åíþ ï ðáñáíïìáóôÞò r + 1. Áí

z0 ∈ {z : |z| ≤ 1} êáé åßíáé ñßæá ôïõ ðáñáíïìáóôÞ áëëÜ ü÷é ôïõ áñéèìçôÞ, äçëáäÞ D(z0) = 0 åíþ

N(z0) 6= 0, ôüôå ç P (z) èá Ý÷åé ðüëï óôï z0 êáé Üñá äåí èá óõãêëßíåé ãéá êÜèå z ∈ {z : |z| ≤ 1}.

Áõôü äåí ìðïñåß íá óõìâáßíåé åöüóïí åßíáé ðéèáíïãåííÞôñéá óõíÜñôçóç. ÊáôÜ óõíÝðåéá åßíáé

áðáñáßôçôï, ðñïêåéìÝíïõ íá âãÜëïõìå óõìðåñÜóìáôá ãéá ôç óýãêëéóç ôçò P (z), ï ðñïóäéïñéóìüò

ôïõ ðëÞèïõò êáé ôçò èÝóçò (åíôüò Þ åêôüò ôïõ ìïíáäéáßïõ äßóêïõ) ôùí ñéæþí ôïõ ðáñáíïìáóôÞ.

Ôï ðñüâëçìá áíôéìåôùðßæåôáé áðïôåëåóìáôéêÜ åöáñìüæïíôáò äýï ÷ñÞóéìá ÈåùñÞìáôá ìå ôá

ïðïßá èá áó÷ïëçèïýìå óôç óõíÝ÷åéá.
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Èåþñçìá 11. Èåþñçìá Rouch�e

¸óôù f(z) êáé g(z) áíáëõôéêÝò óõíáñôÞóåéò óôï åóùôåñéêü êáé ðÜíù óå ìéá áðëÞ êëåéóôÞ

êáìðýëç C ìå |f(z)− g(z)| < |f(z)| óôï C. Ôüôå ïé f(z); g(z) Ý÷ïõí ôïí ßäéï áñéèìü ñéæþí óôï

åóùôåñéêü ôïõ C.

Èåþñçìá 12. ¸óôù áêïëïõèßá (án)n∈N0 , án ≥ 0 ãéá êÜèå n ∈ N0,
∑∞

n=0 an ≤ 1 êáé a(z) =∑∞
n=0 anz

n ç áíôßóôïé÷ç ãåííÞôñéá óõíÜñôçóç. ÅðéðëÝïí Ýóôù Í èåôéêüò áêÝñáéïò. Ïñßæïõìå

Á(z) = zN−a(z) êáé k = MKÄ{j−N | ãéá ôïõò äåßêôåò j ðïõ aj 6= 0}. Ôüôå ôá áðïôåëÝóìáôá

ôïõ ÈåùñÞìáôïò, ó÷åôéêÜ ìå ôéò ñßæåò ôçò Á(z), óõíïøßæïíôáé óôïí ðáñáêÜôù ðßíáêá:

ÓõíèÞêåò # ñéæþí óôï # ñéæþí óôï # ñéæþí óôï

{z : |z| < 1} {z : |z| = 1} {z : |z| ≤ 1}

a(1) < 1 N 0 N

a(1) = 1; A′(1) > 0 N − k k(áðëÝò, ôéò Í∑∞
n=0 nan <∞ k-ïóôÝò ñßæåò ôçò 1)

a(1) = 1; A′(1) = 0 N − k k(äéðëÝò, ôéò Í + k∑∞
n=0 nan <∞;

∑∞
n=0 n

2an <∞ k-ïóôÝò ñßæåò ôçò 1)

a(1) = 1; A′(1) < 0 N k(áðëÝò, ôéò Í + k∑∞
n=0 nan <∞ k-ïóôÝò ñßæåò ôçò 1)

Óçìåßùóç: Êáé óôá äýï èåùñÞìáôá áí ìéá ñßæá Ý÷åé ðïëëáðëüôçôá s, ôüôå áõôÞ ðñïóìåôñÜ-

ôáé s öïñÝò.

Ôï ôåëåõôáßï Èåþñçìá äéáôõðþíåôáé ìå áñêåôÜ ãåíéêÝò óõíèÞêåò. Ëüãù ôçò äõóêïëßáò ôçò

áðüäåéîçò, áõôÞ èá ãßíåé åéóÜãùíôáò åðéðëÝïí õðïèÝóåéò êáé ìüíï ãéá ôéò ðéï áðëÝò ðåñéðôþóåéò.

(Ãéá ðëÞñç áðüäåéîç âëÝðå Gail et al. 1996.)

Ó÷Ýäéï áðüäåéîçò:

¸óôù f(z) = zN êáé g(z) = zN − a(z) = A(z) þóôå f(z)− g(z) = a(z).

Ãéá íá åöáñìüóïõìå ôï Èåþñçìá ôïõ Rouch�e, áñêåß íá äåßîïõìå üôé

|f(z)− g(z)| < |f(z)| óôç ìïíáäéáßá ðåñéöÝñåéá Þ éóïäýíáìá |a(z)| < |zN |:
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Áí á(1) < 1, ôüôå ôï ôåëåõôáßï ðñïêýðôåé Üìåóá áöïý, ãéá z ìå |z| = 1

|a(z)| = |
∑

anz
n| ≤

∑
|anzn|

=
∑

an|z|n = a(|z|) = á(1) < 1 = |zÍ |:

Åöüóïí éó÷ýïõí ïé õðïèÝóåéò ôïõ ÈåùñÞìáôïò Rouch�e óôï C = {z : |z| = 1}, ðñïêýðôåé

üôé áí á(1) < 1, ç A(z) Ý÷åé Í ìçäåíéêÜ óôïí áíïéêôü ìïíáäéáßï äßóêï (üóåò êáé ïé ñßæåò ôçò

f(z) = zN). ÅðéðëÝïí äåí Ý÷åé êáíÝíá óôç ìïíáäéáßá ðåñéöÝñåéá äéüôé, áí õðÜñ÷åé z ìå |z| = 1

êáé Á(z) = 0 ôüôå zN − a(z) = 0, äçëáäÞ a(z) = zN ôï ïðïßï åßíáé Üôïðï áöïý äåßîáìå üôé

|a(z)| < |zÍ |:

To ðáñáðÜíù óêåðôéêü äåí ìðïñåß íá åöáñìïóôåß óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôï a(1) = 1, äéüôé

åéäéêÜ ãéá z = 1, á(z) = 1 = |z|N . ¸ôóé, ðñïêåéìÝíïõ íá áðïäåßîïõìå üôé |a(z)| < |zN | èá

÷ñçóéìïðïéÞóïõìå Ýíá ïñéáêü åðé÷åßñçìá.

ÕðïèÝôïõìå üôé ç á(z) åßíáé áíáëõôéêÞ óôïí êëåéóôü ìïíáäéáßï äßóêï. ¸óôù üôé a(1) = 1

êáé Á′(1) > 0 þóôå a′(1) = Í − Á′(1) < Í . ¢ñá ç g(z) = zN − a(z) éêáíïðïéåß üôé g(1) = 0

êáé g′(1) > 0. Ôüôå éó÷ýåé üôé ç g åßíáé áýîïõóá óå ìéá ðåñéï÷Þ ôïõ 1, äçëáäÞ õðÜñ÷åé � > 0

þóôå ç g íá åßíáé áýîïõóá óôï (1− �; 1 + �) (ìå ôçí ðñïûðüèåóç üôé g′ óõíå÷Þò óôï 1) êáé Üñá

g(1 + �) > 0. Åöüóïí a(z) =
∑

anz
n êáé an ìç áñíçôéêïß ãéá êÜèå n ∈ N0, ôüôå èá Ý÷ïõìå üôé

ãéá êÜèå z óôï C = {z : |z| = 1 + �}, äçë. ðÜíù óôïí êýêëï áêôßíáò 1 + �:

|zN − Á(z)| = |a(z)| ≤ a(|z|) = a(1 + �) = (1 + �)N − g(1 + �) < (1 + �)N = |zN |:

¢ñá ëüãù ôïõ ÈåùñÞìáôïò Rouch�e ç Á(z) Ý÷åé Í ñßæåò óôï åóùôåñéêü ôïõ C, äçë. óôïí áíïéêôü

äßóêï {z : |z| < 1+ �}. Áí èåùñÞóïõìå �→ 0, ôüôå ç Á(z) Ý÷åé Í ñßæåò óôïí êëåéóôü ìïíáäéáßï

äßóêï.

¸óôù ôþñá üôé á(1) = 1 êáé Á′(1) < 0, ïðüôå á′(1) = Í − Á′(1) > Í . Åöáñìüæïíôáò

óêåðôéêü áíÜëïãï ìå ôçí ðñïçãïýìåíç ðåñßðôùóç, ç g(z) = zN − a(z) éêáíïðïéåß üôé g(1) = 0

êáé g′(1) = A′(1) < 0. ¸ôóé, ç g(z) åßíáé öèßíïõóá óå ìéá ðåñéï÷Þ ôïõ 1, äçëáäÞ õðÜñ÷åé � > 0

þóôå ç g íá åßíáé öèßíïõóá óôï (1− �; 1 + �) (ìå ôçí ðñïûðüèåóç üôé g′ óõíå÷Þò óôï 1) êáé Üñá

g(1 − �) > 0. Ãéá êÜèå z óôï C={z : |z| = 1 − �} äçë. óôçí ðåñéöÝñåéá ôïõ êýêëïõ áêôßíáò

1− �, èá Ý÷ïõìå:

|zN − Á(z)| = |a(z)| ≤ a(|z|) ≤ a(1− �) = (1− �)N − g(1− �) < (1− �)N = |zN |:
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Åöáñìüæïíôáò ôï Èåþñçìá Rouch�e ç Á(z) Ý÷åé Í ñßæåò óôïí áíïéêôü äßóêï {z : |z| < 1− �}.

Áí èåùñÞóïõìå �→ 0, ôüôå ç Á(z) Ý÷åé Í ñßæåò óôïí áíïéêôü ìïíáäéáßï äßóêï.

¸ôóé äåßîáìå ãéá ôçí ðåñßðôùóç ðïõ á(1) = 1 üôé ç Á(z) Ý÷åé Í ìçäåíéêÜ óôïí êëåéóôü

ìïíáäéáßï äßóêï áí Á′(1) > 0 êáé Í ìçäåíéêÜ óôïí áíïéêôü ìïíáäéáßï äßóêï áí Á′(1) < 0.

Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç áðáéôÞóáìå ç Á(z) íá åßíáé áíáëõôéêÞ óôïí êëåéóôü äßóêï (áíôß ãéá áðëÜ

áíáëõôéêÞ óôïí áíïéêôü) êáé óõíå÷Þò óôçí êëåéóôüôçôá. ÅðéðëÝïí åêôüò ôïõ üôé ôï z = 1 åßíáé

ñßæá, äåí åîÜãáìå êáìßá åðéðñüóèåôç ðëçñïöïñßá ãéá ñßæåò ðÜíù óôï ìïíáäéáßï êýêëï. ¼ìùò

ìðïñåß íá ðñïêýøïõí ðåñéóóüôåñá ìçäåíéêÜ ìå |z| = 1.

¸÷ïõìå ïñßóåé

k = max{d : d äéáéñåß j −N ãéá üëá ôá aj 6= 0}:

Ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß üôé ôá ìçäåíéêÜ ôïõ Á(z) óôç ìïíáäéáßá ðåñéöÝñåéá åßíáé ïé k-ïóôÝò ñßæåò

ôçò ìïíÜäáò. ÅðéðëÝïí Ý÷ïõí üëá ôçí ßäéá ðïëëáðëüôçôá ìå ôï z = 1.

¼ôáí Á′(1) 6= 0, ôüôå ùò ãíùóôü ôï z = 1 åßíáé áðëÞ ñßæá ôïõ Á(z). ¢ñá êáé ïé k-ïóôÝò

ñßæåò ôçò ìïíÜäáò åßíáé áðëÝò. ¸ôóé, áí Á′(1) > 0 äåßîáìå üôé ôï Á(z) Ý÷åé Í ìçäåíéêÜ óôïí

êëåéóôü ìïíáäéáßï äßóêï êáé óýìöùíá ìå ôá ðñïçãïýìåíá ôá Í − k âñßóêïíôáé óôïí áíïéêôü,

åíþ ôá õðüëïéðá åßíáé ïé áðëÝò k-ïóôÝò ñßæåò ôçò ìïíÜäáò.

Áí Á′(1) < 0 äåßîáìå üôé ôï Á(z) Ý÷åé Í ìçäåíéêÜ óôïí áíïéêôü ìïíáäéáßï äßóêï êáé åðéðëÝïí

k áðëÝò, ôéò k-ïóôÝò ñßæåò ôçò ìïíÜäáò ðÜíù óôç ìïíáäéáßá ðåñéöÝñåéá.

Áí üìùò Á′(1) = 0 ç ñßæá z = 1 Ý÷åé ðïëëáðëüôçôá ìåãáëýôåñç ôçò ìïíÜäáò. Èá äåßîïõìå

üôé ç ðïëëáðëüôçôÜ ôçò åßíáé áêñéâþò äýï üôáí Á(z) = zN − a(z) äåí åßíáé ôáõôïôéêÜ ìçäÝí.

A′′(1) =
d2

dz2
[zN − a(z)]

∣∣∣∣
z=1

= N(N − 1)−
∞∑
k=0

k(k − 1)ak

= N2 −N −
∞∑
k=0

k2ak +
∞∑
k=0

kak:

(ÕðïèÝôïõìå åðéðëÝïí üôé
∑∞

k=0 k
2ak <∞:)

Ëüãù ôïõ üôé Á′(1) = 0 Ýðåôáé üôé
∑∞

k=0 kak = Í: ¢ñá

Á′′(1) = Í2 −
∞∑
k=0

k2ak:
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¸ôóé

0 ≤
∞∑
k=0

(k −N)2ak =
∞∑
k=0

k2ak − 2N
∞∑
k=0

kak +N2

∞∑
k=0

ak

=
∞∑
k=0

k2ak − 2N2 +N2

=
∞∑
k=0

k2ak −N2 = −A′′(1):

ÄçëáäÞ Á′′(1) ≤ 0: (4.6)

Áí Á′′(1) = 0 ôüôå ç A(z) Ý÷åé ìçäåíéêü óôï z = 1 ðïëëáðëüôçôáò ôïõëÜ÷éóôïí 2 êáé ôüôå∑∞
k=0(k − Í)2ak = 0 Þ ák = 0; ∀k 6= N: Åöüóïí

∑∞
k=0 ak = 1, êáôÜ óõíÝðåéá aN = 1 ïðüôå

a(z) =
∑∞

k=0 akz
k = zN : ¢ñá Á(z) = zN−a(z) = 0, ôï ïðïßï åßíáé Üôïðï, áöïý Ý÷ïõìå õðïèÝóåé

üôé ç Á(z) = zN − a(z) äåí åßíáé ôáõôïôéêÜ ìçäÝí. ¸ôóé ç ñßæá z = 1 åßíáé ôÜîçò 2. Ôï ßäéï êáé

ïé k-ïóôÝò ñßæåò ôçò ìïíÜäáò. ¸ôóé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ Á
′
(1) = 0, ç Á(z) Ý÷åé k äéðëÝò ñßæåò,

ôéò k-ïóôÝò ñßæåò ôçò ìïíÜäáò ðÜíù óôç ìïíáäéáßá ðåñéöÝñåéá.

¸ôóé ïëïêëçñþèçêå ãéá ìåñéêÝò áðëÝò ðåñéðôþóåéò ç áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò. 2

ÅðéóôñÝöïõìå óôï ðáñÜäåéãìá ôçò Ì/Ì/1 ïõñÜò ìå ïìáäéêÝò åîõðçñåôÞóåéò, ãéá ôï ïðïßï

Ý÷ïõìå Þäç õðïëïãßóåé ôçí ðéèáíïãåííÞôñéá:

P (z) =
(zr − 1)

∑r−1
n=0 pnz

n

(1 + ñ)zr − ñzr+1 − 1
: (4.7)

ÁõôÞ åßíáé ôçò ìïñöÞò P (z) = N(z)
D(z)

êáé ï ðáñáíïìáóôÞò ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ

D(z) = (1 + ñ)zr − ñzr+1 − 1 = (1 + ñ)

(
zr −

(
ñ

1+ñ
zr+1 + 1

1+ñ

))
:

Ïñßæïõìå

Á(z) = zr −
(

ñ

1 + ñ
zr+1 +

1

1 + ñ

)
êáé ôçí áêïëïõèßá {án}n∈N0 ìå a0 = 1

1+ñ
; a1 = a2 = · · · = ar = 0; ar+1 = ñ

1+ñ
êáé

an = 0; n ≥ r + 2. Ôüôå

Á(z) = zr − a(z)

üðïõ á(z) =
∑∞

n=0 anz
n = 1

1+ñ
+ ñ

1+ñ
zr+1,

∑∞
n=0 an = 1;

∑∞
n=0 nan = (r + 1) ñ

1+ñ
<∞ êáé∑∞

n=0 n
2an = (r + 1)2 ñ

1+ñ
<∞:
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¢ñá éó÷ýïõí üëåò ïé õðïèÝóåéò ôïõ ÈåùñÞìáôïò 12 êáé ïñßæïõìå

k = ÌÊÄ{ j − r |ãéá ôïõò äåßêôåò j ìå aj 6= 0}

= ÌÊÄ{ j − r |ãéá j = 0 êáé j = r + 1 } = ÌÊÄ{−r; 1 } = 1:

Ôüôå a(1) =
1

1 + ñ
+

ñ

1 + ñ
= 1 êáé Á′(1) = r − a′(1) =

r − ñ

1 + ñ
:

Äéáêñßíïõìå ôéò åîÞò ðåñéðôþóåéò:

i. A′(1) > 0 Þ r > ñ

Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ìå âÜóç ôï Èåþñçìá 12 ðñïêýðôåé üôé ôï D(z) Ý÷åé r−1 ñßæåò, Ýóôù

z1; :::; zr−1, óôïí áíïéêôü ìïíáäéáßï äßóêï, ìßá áðëÞ ñßæá ôç ìïíÜäá êáé Üñá èá Ý÷åé êáé ìßá

ñßæá, Ýóôù z0, ìå |z0| > 1. Ïðüôå D(z) = (z− 1)(z− z0)(z− z1) · · · (z− zr−1). ÄåäïìÝíïõ

üôé ç ðéèáíïãåííÞôñéá ðñÝðåé íá óõãêëßíåé óôï {z : |z| ≤ 1}, èá ðñÝðåé ïé r − 1 ñßæåò ôïõ

D(z) ðïõ âñßóêïíôáé óôïí áíïéêôü äßóêï íá åßíáé êáé ñßæåò ôïõ áñéèìçôÞ Í(z), þóôå áõôÝò

íá ìçí åßíáé ðüëïé ãéá ôçí P (z). Óçìåéþíïõìå üôé ôï z = 1 åßíáé ñßæá ôüóï ôïõ áñéèìçôÞ

üóï êáé ôïõ ðáñáíïìáóôÞ áöïý D(1) = N(1) = 0.

¸ôóé ç (4.7) ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ:

P (z) =
N(z)

D(z)
= c

zr − 1

(z − 1)(z − z0)
=
c(zr−1 + zr−2 + · · ·+ 1)

z − z0

: (4.8)

Ç óôáèåñÜ c õðïëïãßæåôáé áðü ôçí åîßóùóç êáíïíéêïðïßçóçò
∑∞

n=0 pn = 1 Þ P (1) = 1 áðü

ôï ïðïßï ðñïêýðôåé üôé c =
1− z0

r
. Áíôéêáèéóôþíôáò óôçí (4.8) ç ðéèáíïãåííÞôñéá Ý÷åé

ôåëéêÜ ôç ìïñöÞ:

P (z) =
1− z0

r
(1 + z + · · ·+ zr−1)

1

z − z0

:
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Áðü ôçí ôåëåõôáßá ó÷Ýóç èá ðñïóäéïñßóïõìå ôç óôÜóéìç êáôáíïìÞ ùò åîÞò:

P (z) =
z0 − 1

r
(1 + z + · · ·+ zr−1)

1

z0

1

1− z=z0

=
(1 + z + · · ·+ zr−1)

r

(
1− 1

z0

) ∞∑
n=0

1

zn0
zn;

ïðüôå

[zn]P (z) = [zn]

{
(1 + z + · · ·+ zr−1)

r

∞∑
n=0

(
1− 1

z0

)
1

zn0
zn

}
:

¢ñá

pn =
1

r

n∑
k=0

(
1− 1

z0

)
1

zn−k0

; n = 0; 1; :::; r − 1

êáé

pn =
1

r

r−1∑
k=0

(
1− 1

z0

)
1

zn−k0

; n = r; r + 1; :::

¸ôóé óõìðåñáßíïõìå üôé áí ñ < r ôï óýóôçìá åßíáé åõóôáèÝò êáé Üñá õðÜñ÷åé óôÜóéìç

êáôáíïìÞ, ôçí ïðïßá õðïëïãßóáìå.

ii. A′(1) = 0 Þ r = ñ

Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ, ìå âÜóç ôï Èåþñçìá 12, ðñïêýðôåé üôé ôï D(z) Ý÷åé r − 1 áðëÝò

ñßæåò óôï åóùôåñéêü ôïõ ìïíáäéáßïõ äßóêïõ êáé ôç ìïíÜäá ìå ðïëëáðëüôçôá 2. ¢ñá èá

ðñÝðåé êáé ï áñéèìçôÞò N(z) = (zr− 1)
∑r−1

n=0 pnz
n íá Ý÷åé (r− 1) ñßæåò óôï åóùôåñéêü ôïõ

äßóêïõ êáé äéðëÞ ôç ìïíÜäá. Ï üñïò (zr − 1) Ý÷åé ôéò r-ïóôÝò ñßæåò ôçò ìïíÜäáò. ¢ñá ï

üñïò
∑r−1

n=0 pnz
n èá ðñÝðåé íá Ý÷åé áðëÞ ñßæá ôç ìïíáäá êáé Üëëåò (r − 1) óôï åóùôåñéêü

ôïõ äßóêïõ, äçëáäÞ èá Ý÷åé óõíïëéêÜ r ñßæåò. ÁëëÜ ðñüêåéôáé ãéá ðïëõþíõìï âáèìïý

(r − 1). ÊáôÜ óõíÝðåéá áõôü åßíáé ôáõôïôéêÜ ôï ìçäåíéêü ðïëõþíõìï. ¢ñá P (z) = 0 êáé

pn = 0; ∀n ∈ N0. Óõíåðþò óôçí ðåñßðôùóç ðïõ r = ñ, ôï óýóôçìá åßíáé áóôáèÝò.

iii. A′(1) < 0 Þ r < ñ

Ìå åöáñìïãÞ ôïõ ÈåùñÞìáôïò 12 äéáðéóôþíïõìå üôé óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ôï D(z) Ý÷åé

r ñßæåò óôï åóùôåñéêü ôïõ ìïíáäéáßïõ äßóêïõ êáé ìéá áðëÞ ôç ìïíÜäá. ¸ôóé, üðùò êáé

ðñïçãïõìÝíùò, èá ðñÝðåé ôï ðïëõþíõìï
∑r−1

n=0 pnz
n âáèìïý (r−1) íá Ý÷åé r ñßæåò êáé êáôÜ
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óõíÝðåéá áõôü åßíáé ôáõôïôéêÜ ìçäÝí. ¢ñá êáé óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ, ôï óýóôçìá åßíáé

áóôáèÝò êáé pn = 0; ∀n ∈ N0.

Ðáñáôçñïýìå ëïéðüí üôé ôï Èåþñçìá 12, ôï ïðïßï ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò ðüñéóìá ôïõ ÈåùñÞ-

ìáôïò ôïõ Rouch�e, ÷ñçóéìåýåé áöåíüò ãéá íá ðñïóäéïñßóïõìå Üãíùóôåò ðáñáìÝôñïõò ðïõ õðåéóÝñ-

÷ïíôáé óôçí ðéèáíïãåííÞôñéá êáé áöåôÝñïõ íá åîÜãïõìå ôç óõíèÞêç åõóôÜèåéáò ôïõ óõóôÞìáôïò.
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4.2 ¸íá áóõìðôùôéêü áðïôÝëåóìá

ÕðïèÝôïõìå üôé Ý÷ïõìå âñåß ôç ãåííÞôñéá óõíÜñôçóç f(z) ìéáò áêïëïõèßáò. Óôçí ðáñÜãñáöï

áõôÞ ìáò åíäéáöÝñåé íá ìåëåôÞóïõìå ôçí áóõìðôùôéêÞ óõìðåñéöïñÜ ôçò áêïëïõèßáò áõôÞò, äçëáäÞ

íá âñïýìå ìéá áðëÞ óõíÜñôçóç ðïõ íá áðïôåëåß êáëÞ ðñïóÝããéóç ôçò áêïëïõèßáò ãéá ìåãÜëá n.

Ãéá ôï óêïðü áõôü, áñ÷éêÜ îåêéíÜìå ìå ôçí áíáæÞôçóç ôùí ðüëùí ôçò f(z). Ç áêôßíá ôïõ

ìåãáëýôåñïõ äßóêïõ ï ïðïßïò äåí ðåñéÝ÷åé êáíÝíá ðüëï åßíáé áêñéâþò ç áêôßíá óýãêëéóçò ôçò

äõíáìïóåéñÜò f(z), äçë. ç f(z) åßíáé áíáëõôéêÞ ìÝóá óôï äßóêï áõôü. Óôç óõíÝ÷åéá èá áíáöå-

ñüìáóôå óå ìåñüìïñöåò óõíáñôÞóåéò, äçëáäÞ óå óõíáñôÞóåéò ïé ïðïßåò åßíáé áíáëõôéêÝò óå ìéá

ðåñéï÷Þ åêôüò áðü ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò ðüëùí. ÐáñáêÜôù èá ìåëåôÞóïõìå ôçí åðßäñáóç ôùí

ðüëùí ôÝôïéùí óõíáñôÞóåùí óôçí áóõìðôùôéêÞ óõìðåñéöïñÜ ôùí óõíôåëåóôþí ôïõò.

¸óôù f(z) ìåñüìïñöç óå ìéá ðåñéï÷Þ ôïõ ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ. Áí R åßíáé ôï ìéêñüôåñï áðü

ôá ìÝôñá ôùí ðüëùí ôçò, ôüôå ç f åßíáé áíáëõôéêÞ óôï äßóêï {z : |z| < R} êáé Üñá ç áêôßíá

óýãêëéóÞò ôçò åßíáé áêñéâþò R. Áíôßóôñïöá, áí ç äõíáìïóåéñÜ f(z) óõãêëßíåé ó'Ýíá äßóêï

{z : |z| < R} áëëÜ ü÷é óå ìåãáëýôåñï (ìå ôï ßäéï êÝíôñï), ôüôå õðÜñ÷ïõí ìßá Þ ðåñéóóüôåñåò

áíùìáëßåò ôçò f óôçí ðåñéöÝñåéá |z| = R. Ç ôáêôéêÞ ðïõ èá áêïëïõèÞóïõìå åßíáé íá ðñïóðáèÞ-

óïõìå íá âñïýìå ìéá Üëëç óõíÜñôçóç g(z) ìå ôéò ßäéåò áíùìáëßåò ìå ôçí f óôçí ðåñéöÝñåéá

{z : |z| = R}. Ôüôå ç f − g åßíáé áíáëõôéêÞ óå Ýíá ìåãáëýôåñï äßóêï áêôßíáò Ýóôù R′ > R.

Ç éäÝá åßíáé üôé êïíôÜ óå Ýíá ðüëï z0, ìéá ìåñüìïñöç óõíÜñôçóç ðñïóåããßæåôáé êáëÜ áðü ôï

êýñéï ìÝñïò ôïõ áíáðôýãìáôüò ôçò óå óåéñÜ Laurent, äçë. áðü ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò üñùí ðïõ

ðåñéÝ÷ïõí ôïí üñï (z − z0) õøùìÝíï óå áñíçôéêÞ äýíáìç.

Õðåíèõìßæïõìå ìåñéêïýò âáóéêïýò ïñéóìïýò áðü ôç ÌéãáäéêÞ ÁíÜëõóç ðïõ èá ìáò ÷ñåéáóôïýí

óôç óõíÝ÷åéá.

Oñéóìüò 22. ÁíÜðôõãìá Laurent

Áí f : S(z0; r1; r2) → C áíáëõôéêÞ, üðïõ S(z0; r1; r2) = {z ∈ C : r1 < |z − z0| < r2}, ôüôå

õðÜñ÷åé áêïëïõèßá {án; n = 0;±1;±2; : : :} ìéãáäéêþí áñéèìþí þóôå

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)
n +

∞∑
n=1

a−n(z − z0)
−n;
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üðïõ

an =
1

2�i

∫
c2

f(z)dz

(z − z0)n+1
n = 0; 1; :::

a−n =
1

2�i

∫
c1

f(z)(z − z0)
n−1dz n = 1; 2; :::

êáé c1; c2 åßíáé ïé êýêëïé |z − z0| = r1 êáé |z − z0| = r2 áíôßóôïé÷á.

Ï ðñþôïò üñïò
∑∞

n=0 an(z−z0)
n ëÝãåôáé êáíïíéêü ìÝñïò ôçò óåéñÜò, åíþ ï äåýôåñïò

∑∞
n=1 a−n(z−

z0)
−n ëÝãåôáé êýñéï Þ ðñùôåýïí ìÝñïò. Ðñïöáíþò áí ç óõíÜñôçóç åßíáé áíáëõôéêÞ óôï |z−z0| <

r1, ôüôå ç óåéñÜ Laurent åêöõëßæåôáé óôï êáíïíéêü ôçò ìÝñïò, äçëáäÞ óå óåéñÜ Taylor.

Oñéóìüò 23. H f Ý÷åé ðüëï ôÜîçò m ≥ 1 óôï z0 ôüôå êáé ìüíï ôüôå áí a−m 6= 0 êáé a−n = 0

ãéá êÜèå n > m.

Ôüôå ç f áíáëýåôáé ùò

f(z) =
m∑
j=1

a−j
(z − z0)j

+
∞∑
j=0

aj(z − z0)
j:

Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ, ôï êýñéï ìÝñïò ôïõ áíáðôýãìáôïò ôçò f ãýñù áðü ôï z0, ôï ïðïßï èá

óõìâïëßæïõìå ìå PP (f; z0), åßíáé ôï ðñþôï Üèñïéóìá, äçëáäÞ

PP (f; z0) =
a−1

z − z0

+ · · ·+ a−m
(z − z0)m

:

¸ôóé, áí f åßíáé ìåñüìïñöç óå ìéá ðåñéï÷Þ < êáé z0 ðüëïò ôÜîçò r; 1 ≤ r < ∞, ôüôå

áíáëýåôáé óå Ýíá äßóêï ìå êÝíôñï ôï z0 ùò:

f(z) = PP (f; z0) +
∞∑
j=0

aj(z − z0)
j:

H óõíÜñôçóç f(z)−PP (f; z0) =
∑∞

j=0 aj(z− z0)
j åßíáé áíáëõôéêÞ óôï z0. ÄçëáäÞ ìðïñïýìå

íá ðïýìå üôé áðáëåßöïõìå ôçí áíùìáëßá ôçò f áöáéñþíôáò ôï êýñéï ìÝñïò ôçò. Áí åêôüò áðü

ôï z0 õðÜñ÷ïõí êé Üëëïé ðüëïé ðÜíù óôïí ßäéï êýêëï áêôßíáò R = |z0|, Ýóôù z1; :::; zs, ôüôå ç

óõíÜñôçóç

h(z) = f(z)− PP (f; z0)− PP (f; z1)− · · · − PP (f; zs)

åßíáé áíáëõôéêÞ óå êÜèå Ýíá áðü ôá óçìåßá z0; z1; :::; zs êáé ãåíéêÜ óå Ýíá äßóêï áêôßíáò R
′ > R:
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Áðü ãíùóôü èåþñçìá (âëÝðå ÊåöÜëáéï 2) ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò, Ýóôù hn, ôïõ áíáðôýãìáôïò

ôçò h(z) éó÷ýåé üôé, ãéá êÜèå � > 0

|hn| <
(

1

R′ + �

)n

; ãéá êÜèå n ≥ n0 ãéá êÜðïéï n0 ∈ N:

¸ôóé, áí f ↔ {an} êáé g = PP (f; z0) + · · ·+ PP (f; zs)↔ {bn} ôüôå

án = bn +O

((
1

R′ + �

)n)
; êáèþò n→∞:

Áí z0 ðüëïò ôÜîçò r ôçò f(z), ôüôå

PP (f; z0) =
r∑

j=1

a−j
(z − z0)j

=
r∑

j=1

(−1)ja−j

zj0(1− (z=z0))j

=
r∑

j=1

(−1)ja−j

zj0

(
∞∑
n=0

(
n+ j − 1

n

)
(z=z0)

n

)

=
∞∑
n=0

zn
{ r∑

j=1

(−1)ja−j

zn+j
0

(
n+ j − 1

j − 1

)}
: (4.9)

¸ôóé, Ýíáò ðüëïò ôÜîçò r óôï óçìåßï z0 ìéáò óõíÜñôçóçò f , óõíåéóöÝñåé
∑r

j=1
(−1)ja−j

zn+j
0

(
n+j−1
j−1

)
óôï óõíôåëåóôÞ zn ôçò f . Óôï âáóéêü Èåþñçìá ðïõ áêïëïõèåß óõíïøßæïíôáé ôá ðáñáðÜíù

áðïôåëÝóìáôá.

Èåþñçìá 13. ¸óôù f ìåñüìïñöç óõíÜñôçóç óå ìéá ðåñéï÷Þ < ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï ìçäÝí. ¸óôù

R ôï åëÜ÷éóôï ìÝôñï ôùí ðüëùí ôçò f . Áí z0; z1; : : : ; zs åßíáé ïé ðüëïé ìå ôï ßäéï ìÝôñï R > 0

êáé R′ ôï áìÝóùò ìåãáëýôåñï ìÝôñï ôïõò, ôüôå

[zn]f(z) = [zn]
s∑

j=0

PP (f; zj) +O

((
1

R′ + �

)n)
:

Áðüäåéîç:

¸óôù g0(z) = f(z)− PP (f; z0)

Ôüôå ç g0(z) ðñïöáíþò åßíáé áíáëõôéêÞ óôï z0. ÅðéðëÝïí éó÷ýåé üôé:

PP (g0; z1) = PP (f; z1):
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To ôåëåõôáßï ðñÜãìáôé éó÷ýåé áí ëÜâïõìå õðüøç üôé ãéá íá õðïëïãßóïõìå ôï áíÜðôõãìá Laurent

ìéáò óõíÜñôçóçò, ìðïñïýìå íá ìåôáó÷çìáôßóïõìå ôïí ôýðï ôçò óå Üèñïéóìá åðéìÝñïõò óõíáñ-

ôÞóåùí êáé íá âñïýìå ôá áíáðôýãìáôÜ ôïõò ÷ùñéóôÜ, ïðüôå

PP (g0; z1) = PP ( f − PP (f; z0); z1 )

= PP (f; z1)− PP (PP (f; z0); z1):

ÁëëÜ ç PP (f; z0) åßíáé áíáëõôéêÞ óôï z1. ¢ñá ÑÑ(PP (f; z0); z1)=0.

¸ôóé,

PP (g0; z1) = PP (f; z1):

Óõíå÷ßæïíôáò åðáãùãéêÜ ðñïêýðôåé üôé

f(z) =
s∑

j=0

PP (f; zj) + h(z);

üðïõ ç h(z) äåí ðáñïõóéÜæåé áíùìáëßá óôá z0; z1; : : : ; zs êáé Üñá åßíáé áíáëõôéêÞ ó'Ýíá ìåãáëý-

ôåñï äßóêï R′ > R (R′ åßíáé ôï ìÝôñï ôïõ ðüëïõ ìå ôï áìÝóùò ìåãáëýôåñï ìÝôñï ôïõ R). Óôï

äßóêï áõôü ìðïñåß íá ãñáöåß óôç ìïñöÞ h(z) =
∑∞

n=0 hnz
n. ¼ðùò Ý÷ïõìå Þäç áíáöÝñåé, ãéá

ôïõò óõíôåëåóôÝò hn éó÷ýåé üôé

|hn| <
(

1
R′

+ �
)n
:

¢ñá

[zn]f(z) = [zn]
s∑

j=0

PP (f; zj) +O

((
1

R′ + �

)n)
;

üðïõ üðùò äåßîáìå ðáñáðÜíù, áí zj ðüëïò ôçò f ôÜîçò r, ôüôå

[zn]PP (f; zj) =
r∑

k=1

(−1)ka−k

zn+k
j

(
n+ k − 1

k − 1

)
: 2

Ôï âáóéêü áõôü Èåþñçìá âñßóêåé åöáñìïãÞ óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç óõíÜñôçóç ðïõ ìåëåôÜìå

åßíáé ç ðéèáíïãåííÞôñéá ìéáò êáôáíïìÞò ðéèáíüôçôáò. Ç ðéèáíïãåííÞôñéá åßíáé ðÜíôïôå áíáëõ-

ôéêÞ óôï äßóêï {z : |z| ≤ 1}. ¸ôóé, áíáæçôïýìå ìéá áêïëïõèßá (án)n∈N ç ïðïßá áðïôåëåß êáëÞ

ðñïóÝããéóç ôçò óõíÜñôçóçò ðéèáíüôçôáò.
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Ðüñéóìá:

¸óôù ç ðéèáíïãåííÞôñéá P (z) =
∑∞

n=0 pnz
n ôçò êáôáíïìÞò ðéèáíüôçôáò {pn; n = 0; 1; :::}, ç

ïðïßá åßíáé ñçôÞ óõíÜñôçóç ôçò ìïñöÞò P (z) = N(z)
D(z)

. ÁõôÞ ïñßæåôáé ãéá |z| ≤ 1, áëëÜ åðé-

ðëÝïí õðïèÝôïõìå üôé ïé N(z); D(z) åßíáé áíáëõôéêÝò óõíáñôÞóåéò ôïõëÜ÷éóôïí óå êÜðïéï äßóêï

{z : |z| < R} óôï ìéãáäéêü åðßðåäï ìå R > 1. ÕðïèÝôïõìå üôé éêáíïðïéïýíôáé ïé ðáñáêÜôù

óõíèÞêåò:

i. Ç åîßóùóç D(z) = 0 Ý÷åé ìéá ðñáãìáôéêÞ ñßæá z0 óôï äéÜóôçìá (1; R).

ii. Ç óõíÜñôçóç D(z) äåí Ý÷åé ìçäåíéêÜ (ñßæåò) óôçí ðåñéï÷Þ 1 < |z| < z0 ôïõ ìéãáäéêïý

åðéðÝäïõ.

iii. Ç ñßæá z = z0 ôçò D(z) Ý÷åé ðïëëáðëüôçôá 1 êáé åßíáé ç ìïíáäéêÞ ñßæá ôçò D(z) óôçí

ðåñéöÝñåéá {z : |z| = z0}.

ÊÜôù áðü ôéò õðïèÝóåéò áõôÝò

pn ∼ −
N(z0)

D′(z0)

(
1

z0

)n+1

;

üðïõ D
′
(z0) ç ðáñÜãùãïò ôçò D(z) óôï óçìåßï z0.

Áðüäåéîç:

¢ìåóá áðü ôï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá, åöüóïí z0 ðüëïò ôÜîçò 1 êáé ç áíÜëõóç ôçò P (z) óå óåéñÜ

Laurent åßíáé

P (z) =
a−1

z − z0

+ h(z)

üðïõ á−1 = limz→z0(z − z0)P (z) =
N(z0)

D′(z0)
:

ÐáñÜäåéãìá: Äýï ðáßêôåò ñß÷íïõí Ýíá íüìéóìá. ÊáôÜ ôç ñßøç ôïõ íïìßóìáôïò ç üøç `êï-

ñþíá'(Ê) åìöáíßæåôáé ìå ðéèáíüôçôá p, åíþ ç üøç `ãñÜììáôá'(Ã) ìå ðéèáíüôçôá q = 1 − p.

ÍéêçôÞò áíáêçñýóóåôáé áõôüò ðïõ èá êáôáöÝñåé óôéò Í äïêéìÝò íá åìöáíéóôïýí s óõíå÷üìåíåò
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öïñÝò ç üøç (Ê). ¸óôù PN ç ðéèáíüôçôá íßêçò, äçëáäÞ ç ðéèáíüôçôá, óå N áíåîÜñôçôåò äïêéìÝò

ìå ðéèáíüôçôá åðéôõ÷ßáò p, íá åìöáíéóôåß ìéá áêïëïõèßá áðü s äéáäï÷éêÝò åðéôõ÷ßåò.Ôüôå

PN =
N∑
j=0

pj

üðïõ pj åßíáé ç ðéèáíüôçôá ôïõ åíäå÷ïìÝíïõ Á íá óõìâåß ìéá áêïëïõèßá áðü s äéáäï÷éêÝò åðéôõ-

÷ßåò ãéá ðñþôç öïñÜ óôç j äïêéìÞ, äçë. pj = P (A): Éó÷ýïõí ïé ðñïöáíåßò ó÷Ýóåéò:

pj =

 0; j < s

ps; j = s
: (4.10)

Èá õðïëïãßóïõìå ôçí ðéèáíüôçôá pj; j > s. ¸óôù S ï áñéèìüò ôçò ñßøçò ðïõ åìöáíßæåôáé ãéá

ðñþôç öïñÜ áðïôõ÷ßá. Ôüôå ç ô.ì. S áêïëïõèåß ôçí ÃåùìåôñéêÞ êáôáíïìÞ ìå ðáñÜìåôñï p.

¸ôóé

P (S = n) = qpn−1; n ≥ 1:

Åöáñìüæïíôáò ôï Èåþñçìá ÏëéêÞò Ðéèáíüôçôáò ðñïêýðôåé

pj =
∞∑
n=1

P (A|S = n) P (S = n)

=
s∑

n=1

P (A|S = n) P (S = n) +
∞∑

n=s+1

P (A|S = n) P (S = n): (4.11)

Óôï äåýôåñï Üèñïéóìá ç ðéèáíüôçôá P (A|S = n) = 0 äéüôé, áí ç áðïôõ÷ßá Ýñèåé ìåôÜ ôçí s

äïêéìÞ (n > s), ôüôå Þäç èá Ý÷ïõí ðñïçãçèåß ïé s óõíå÷üìåíåò åðéôõ÷ßåò êáé ôï åíäå÷üìåíï Á èá

Ý÷åé ðñáãìáôïðïéçèåß ãéá j ≤ s. ÅðéðëÝïí êÜèå öïñÜ ðïõ åìöáíßæåôáé `Ã', äçë. Ý÷ïõìå áðïôõ÷ßá,

áñ÷ßæåé åê íÝïõ ç êáôáìÝôñçóç ôùí åðéôõ÷éþí. ¸ôóé P (A|S = n) = pj−n; n ≤ s. Óýìöùíá ìå

ôá ðáñáðÜíù, ç (4.11) ãßíåôáé

pj =
s∑

n=1

qpn−1pj−n; j > s: (4.12)

Ç ôåëåõôáßá áðïôåëåß ìßá áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôùí æçôïýìåíùí ðéèáíïôÞôùí.

¸ôóé åßíáé äõíáôüò ï áêñéâÞò õðïëïãéóìüò ôïõò. Ãéá ìåãÜëá j, ìðïñïýìå íá áðïêôÞóïõìå ìéá

êáëÞ ðñïóÝããéóç ôùí ðéèáíïôÞôùí pj, åöáñìüæïíôáò ôï áóõìðôùôéêü áðïôÝëåóìá. Ç ðéèáíïãåí-

íÞôñéá óõíÜñôçóç P (z) =
∑∞

j=0 pjz
j ôçò {pj} ëüãù ôùí (4.10) êáé (4.12) ãñÜöåôáé
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P (z) =
s−1∑
j=0

pjz
j + psz

s +
∞∑

j=s+1

pjz
j

= 0 + psz
s +

∞∑
j=s+1

s∑
n=1

qpn−1pj−nz
j

= psz
s +

s∑
n=1

qpn−1zn
∞∑

j=s+1

pj−nz
j−n

= psz
s + P (z)

s∑
n=1

qpn−1zn:

Áðü ôçí ôåëåõôáßá ó÷Ýóç ðñïêýðôåé üôé

P (z) =
psz

s

1−
∑s

n=1 qp
n−1zn

: (4.13)

Ðáñáôçñïýìå üôé ç ðéèáíïãåííÞôñéá åßíáé ñçôÞ óõíÜñôçóç. Ï áñéèìçôÞò N(z) = psz
s Ý÷åé ñßæá

ìüíï ôï ìçäÝí, ôï ïðïßï äåí åßíáé ñßæá ôïõ ðáñáíïìáóôÞ D(z) = 1−
∑s

n=1 qp
n−1zn. ÅðéðëÝïí ç

áêôßíá óýãêëéóçò êáé ôùí äýï ìðïñåß íá åðåêôáèåß ìÝ÷ñé ôï Üðåéñï áöïý ðñüêåéôáé ãéá ðïëõþ-

íõìá. Äéáðéóôþíïõìå üôé éó÷ýïõí ôá åîÞò:

i. Ç åîßóùóç D(z) = 0 Ý÷åé ìßá ðñáãìáôéêÞ ñßæá óôï äéÜóôçìá (1;∞).

ÐñÜãìáôé, èÝôïíôáò z = 1, D(1) = ps > 0 êáé limz→∞D(z) = −∞. ¢ñá ç D(z) Ý÷åé ìßá

ñßæá, Ýóôù z0 ∈ (1;∞).

ii. Ç D(z) äåí Ý÷åé ñßæåò óôçí ðåñéï÷Þ 1 < |z| < z0:

ÐñÜãìáôé,

|1−D(z)| = |
s∑

n=1

qpn−1zn| ≤
s∑

n=1

qpn−1|zn| <
s∑

n=1

qpn−1zn0 = 1:

¢ñá |1−D(z)| < 1, äçë. D(z) 6= 0 óôï {z : 1 < |z| < z0}.

iii. Ç ñßæá z0 ôçò D(z) = 0 åßíáé áðëÞ, äçëáäÞ Ý÷åé ðïëëáðëüôçôá 1 êáé åßíáé ç ìïíáäéêÞ ñßæá

ôçò åîßóùóçò óôçí ðåñéöÝñåéá {z : |z| = z0}.

ÐñÜãìáôé, Ýóôù z ñßæá ôçò D(z) ìå |z| = z0. Ôüôå 1 =
∑s

n=1 qp
n−1zn. Åîéóþíïíôáò ôá

ðñáãìáôéêÜ ìÝñç ðáßñíïõìå

1 = Re[
s∑

n=1

qpn−1zn]
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áðü ôï ïðïßï ðñïêýðôåé

1 =
s∑

n=1

qpn−1Re[zn] ≤
s∑

n=1

qpn−1|zn| =
s∑

n=1

qpn−1|z|n =
s∑

n=1

qpn−1zn0 = 1:

¢ñá üëåò ïé ðáñáðÜíù áíéóüôçôåò éó÷ýïõí ùò éóüôçôåò êáé åîéóþíïíôáò ôïõò óõíôåëåóôÝò

ãéá n = 1 ðáßñíïõìå

Re(z) = |z| = z0:

Ôï ôåëåõôáßï óçìáßíåé üôé ï z åßíáé ðñáãìáôéêüò áñéèìüò êáé åðéðëÝïí z = z0.

ÔÝëïò, D′(z) = −
∑s

n=1 nqp
n−1zn−1. ¸ôóé, D′(z0) 6= 0 (áöïý ôï z0 åßíáé èåôéêüò ðñáãìáôé-

êüò áñéèìüò) êáé êáôÜ óõíÝðåéá ç ñßæá z0 åßíáé áðëÞ.

¸ôóé äåßîáìå üôé éó÷ýïõí ïé õðïèÝóåéò ôïõ Ðïñßóìáôïò, óýìöùíá ìå ôï ïðïßï

pn ∼ − N(z0)

z0D′(z0)

1

(z0)n

=
p(pz0)

s−1

q
∑s

k=1 k(pz0)k−1

1

(z0)n
: (4.14)
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4.3 ¢èñïéóìá üñùí áêïëïõèßáò óå áñéèìçôéêÞ ðñüïäï äåéêôþí

Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ èá äïýìå ìéá åíäéáöÝñïõóá åöáñìïãÞ ôùí ðéèáíïãåííçôñéþí óõíáñôÞ-

óåùí óôéò ðåñéðôþóåéò ðïõ èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå áèñïßóìáôá óå äåßêôåò ðïõ ó÷çìáôßæïõí

áñéèìçôéêÞ ðñüïäï.

Áí ìéá äõíáìïóåéñÜ óõãêëßíåé óå êÜðïéá óõíÜñôçóç ôüôå ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå

ôéò ñßæåò ôçò ìïíÜäáò ðñïêåéìÝíïõ íá îå÷ùñßóïõìå ìéá áñéèìçôéêÞ ðñüïäï üñùí áðü ôç óåéñÜ.

¸ôóé ãéá ðáñÜäåéãìá áò äïýìå ðùò ìðïñïýìå íá äéáëÝîïõìå ìüíï ôéò Üñôéåò äõíÜìåéò ìéáò

äõíáìïóåéñÜò. Áí ç óåéñÜ áíôéóôïé÷åß óôç óõíÜñôçóç f , ôüôå ùò ãíùóôü ç
f(x) + f(−x)

2
Ý÷åé

ìüíï ôïõò üñïõò ìå ôéò Üñôéåò äõíÜìåéò ôïõ x, åíþ ç
f(x)− f(−x)

2
Ý÷åé ìüíï ôéò ðåñéôôÝò. Áõôü

âáóßæåôáé óôï ãåãïíüò üôé ïé äýï ôåôñáãùíéêÝò ñßæåò ôçò ìïíÜäáò, 1 êáé −1, Ý÷ïõí ôçí éäéüôçôá

üôé

1n + (−1)n

2
=

 1; áí n Üñôéïò

0; áí n ðåñéôôüò
:

Áíôßóôïé÷á ãéá ôéò êõâéêÝò ñßæåò ôçò ìïíÜäáò 1; ù1; ù2 (üðïõ ù1 = e2�{=3; ù2 = ù2
1 = e4�{=3)

éó÷ýåé:

1n + ùn
1 + ùn

2

3
=

 1; áí 3|n

0; äéáöïñåôéêÜ
:

¸ôóé, ãéá êÜèå óõãêëßíïõóá äõíáìïóåéñÜ f =
∑

n anz
n éó÷ýåé

f(z) + f(ù1z) + f(ù2z)

3
=
∑
n

a3nz
3n:

Ãåíéêüôåñá éó÷ýåé ç ôáõôüôçôá:

Áí ùj; j = 0; 1; : : : ; ô − 1 åßíáé ïé ô-ïóôÝò ñßæåò ôçò ìïíÜäáò ôüôå

ô−1∑
j=0

ùn
j =

 ô; áí ô|n

0; äéáöïñåôéêÜ
Þ éóïäýíáìá

1

ô

ô−1∑
j=0

ùn
j =

 1; áí ô|n

0; äéáöïñåôéêÜ
: (I)

Áðüäåéîç:

Ùò ãíùóôü ãéá ôéò ô-ïóôåò ñßæåò ôçò ìïíÜäáò éó÷ýåé üôé ù1 = e2�i=ô êáé ùj = ùj
1; j = 0; 1; : : : ; ô−

1.

¸ôóé,
ô−1∑
j=0

ùn
j =

ô−1∑
j=0

ùjn
1 =

ô−1∑
j=0

(e
2�i
ô )jn =

ô−1∑
j=0

(e
2�n
ô
i)j:
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i. Áí e
2�n
ô
i = 1 ôï ïðïßï éó÷ýåé áíí ô|n, ôüôå∑ô−1

j=0 ù
n
j = ô:

ii. Áí e
2�n
ô
i 6= 1 ôï ïðïßï éó÷ýåé áíí ô . n, ôüôå∑ô−1

j=0 ù
n
j =

1−
(
e

2�n
ô
i
)ô

1− e
2�n
ô
i

=
1− e2�ni

1− e
2�n
ô
i

= 0: 2

¸óôù Ñ(z) =
∑∞

n=0 anz
n ç ãåííÞôñéá óõíÜñôçóç ôçò áêïëïõèßáò (án)n∈N0 . ×ñçóéìïðïéþíôáò

ôçí ðáñáðÜíù ôáõôüôçôá, èá õðïëïãßóïõìå ôï Üèñïéóìá
∑

nðïë/óéï
ôïõ ô

anz
n =

∞∑
k=0

akôz
kô ùò åîÞò:

1

ô

ô−1∑
j=0

Ñ(ùjz) =
1

ô

ô−1∑
j=0

∞∑
n=0

an(ùjz)
n =

∞∑
n=0

an

(
1

ô

ô−1∑
j=0

ùn
j

)
zn

(I)
=

∑
nðïë/óéï
ôïõ ô

anz
n:

Óôç óõíÝ÷åéá èá äïýìå ìéá åöáñìïãÞ ôçò äéáäéêáóßáò ðïõ ðåñéãñÜøáìå. ÕðïèÝôïõìå üôé óå

Ýíá óýóôçìá, ð.÷. óõíåñãåßï, öôÜíïõí åîáñôÞìáôá ðñïò åðéóêåõÞ óýìöùíá ìå ìéá äéáäéêáóßá

Poisson(ë). Ìüëéò óõìðëçñùèåß ìéá ïìÜäá áðü Í , ôüôå ôá ðáñáëáìâÜíåé ï ìç÷áíéêüò êáé áðï-

÷ùñïýí áðü ôï óýóôçìá. Èá õðïëïãßóïõìå ôçí ðéèáíüôçôá p ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t íá ìçí õðÜñ÷åé

êáíÝíá åîÜñôçìá óå áíáìïíÞ.

¸óôù ×(t) ï áñéèìüò ôùí åîáñôçìÜôùí ðïõ Ý÷ïõí ìðåé óôï óýóôçìá ìÝ÷ñé ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ

t. Ôüôå X(t) ∼ Poisson(ët). Ç æçôïýìåíç ðéèáíüôçôá ìðïñåß íá åêöñáóèåß ùò åîÞò:

p = P (X(t) íá åßíáé ðïë/óéï ôïõ Í) = P (X(t) = 0 modN) =
∞∑
n=0

P (X(t) = nN):

ÅðéðëÝïí ç ðéèáíïãåííÞôñéá óõíÜñôçóç ôçò êáôáíïìÞò Poisson(ët) åßíáé P (z) = e−ët(1−z). Áí

ù0; : : : ; ùÍ−1 åßíáé ïé Í -ïóôÝò ñßæåò ôçò ìïíÜäáò, ôüôå óýìöùíá ìå ôá ðáñáðÜíù èá éó÷ýåé:

p =
1

N

N−1∑
j=0

P (ùjz)

∣∣∣∣
z=1

=
P (ù1) + · · ·+ P (ùN−1

1 ) + P (1)

N
:

ð.÷. Ãéá Í = 2 ïé ôåôñáãùíéêÝò ñßæåò ôçò ìïíÜäáò åßíáé 1 êáé −1, ïðüôå ç æçôïýìåíç ðéèáíüôçôá

óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ åßíáé:

p =
P (1) + P (−1)

2
=

1 + e−2ët

2
:
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Ïìïßùò óôçí ðåñßðôùóç ðïõ Í = 3

p =
P (1) + P (ù1) + P (ù2

1)

3
=

1 + P (e2�i=3) + P (e4�i=3)

3
:

Áò äïýìå Ýíá áêüìá áðëü ðáñÜäåéãìá óôï ïðïßï öáßíåôáé ç ÷ñçóéìüôçôá ôïõ ðáñáðÜíù áðïôå-

ëÝóìáôïò. ¸óôù × ô.ì. ç ïðïßá áêïëïõèåß ôç ÄéùíõìéêÞ êáôáíïìÞ ìå ðáñáìÝôñïõò (100; 1=3).

Ç ðéèáíüôçôá ð, ç × íá åßíáé ðïëëáðëÜóéï ôïõ 3 ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß ìÝóù ôïõ áèñïßóìáôïò

ð =
33∑
n=0

(
100

3n

)(
1

3

)3n(
2

3

)100−3n

:

Ï õðïëïãéóìüò ôïõ ôåëåõôáßïõ áèñïßóìáôïò åßíáé áñêåôÜ ðåñßðëïêïò. ¸íáò Üëëïò ôñüðïò õðï-

ëïãéóìïý ôçò æçôïýìåíçò ðéèáíüôçôáò åßíáé åöáñìüæïíôáò ôç èåùñßá ðïõ ðåñéãñÜøáìå. Ç ðéèá-

íïãåííÞôñéá ôçò × åßíáé, ùò ãíùóôü, P (z) =
(

2
3

+ 1
3
z
)100

. ¸ôóé,

ð =
P (1) + P (e2�i=3) + P (e4�i=3)

3
:
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ÊåöÜëáéï 5

ÅöáñìïãÝò

5.1 Ç Ì=Ì=1 ïõñÜ ìå ÷ñüíï åêêßíçóçò ôïõ õðçñÝôç - Ëýóç

ìå ðéèáíïãåííÞôñéåò

Èá åîåôÜóïõìå Ýíá óýóôçìá åîõðçñÝôçóçò óôï ïðïßï ðåëÜôåò öèÜíïõí óýìöùíá ìå ìéá äéá-

äéêáóßá Poisson(ë). Ôï óýóôçìá äéáèÝôåé Ýíáí õðçñÝôç êáé Üðåéñç ÷ùñçôéêüôçôá. Ïé ÷ñüíïé

åîõðçñÝôçóçò åßíáé áíåîÜñôçôïé êáé åêèåôéêïß ìå ðáñÜìåôñï ì. ¼ôáí ôï óýóôçìá åßíáé Üäåéï ï

õðçñÝôçò áðåíåñãïðïéåßôáé. Ìå ôçí Üöéîç ðåëÜôç ï ïðïßïò âñßóêåé ôï óýóôçìá êåíü, áñ÷ßæåé Ýíáò

÷ñüíïò ðñïåôïéìáóßáò (setup time) ôïõ õðçñÝôç ï ïðïßïò áêïëïõèåß ôçí åêèåôéêÞ(è) êáôáíïìÞ.

ÌåôÜ ôï ðÝñáò ôïõ ÷ñüíïõ áõôïý ï õðçñÝôçò îåêéíÜåé íá åîõðçñåôåß ôïõò ðáñüíôåò ðåëÜôåò, åíþ

êáôÜ ôç äéÜñêåéÜ ôïõ ïé áößîåéò óõíå÷ßæïíôáé êáíïíéêÜ.

¸óôù S(t) ç êáôÜóôáóç ôïõ õðçñÝôç ôç óôéãìÞ t, üðïõ

S(t) =

 0; áí ï õðçñÝôçò ôç óôéãìÞ t åßíáé áðåíåñãïðïéçìÝíïò

1; áí ï õðçñÝôçò ôç óôéãìÞ t åßíáé åíåñãüò:

Áí Q(t) åßíáé ï áñéèìüò ôùí ðåëáôþí óôï óýóôçìá ôç óôéãìÞ t, ôüôå ç {(Q(t); S(t)); t ≥ 0}

åßíáé ÌáñêïâéáíÞ áëõóßäá óõíå÷ïýò ÷ñüíïõ ìå ÷þñï êáôáóôÜóåùí S = {(n; i); i = 0; 1; n =

i; i+ 1; : : :} êáé äéÜãñáììá ñõèìþí ìåôÜâáóçò ôï ðáñáêÜôù:
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ONMLHIJK1; 1
ë ,,

ì
}}{{

{{
{{

{{
{{

ONMLHIJK2; 1
ë ,,

ì
ll ONMLHIJK3; 1

ë ,,

ì
ll ONMLHIJK4; 1

ì
ll · · ·

ONMLHIJK0; 0 ë // ONMLHIJK1; 0 ë //

è

OO

ONMLHIJK2; 0 ë //

è

OO

ONMLHIJK3; 0 ë //

è

OO

ONMLHIJK4; 0

è

OO

· · ·

¸óôù (ð(n; i) : (n; i) ∈ S) ç óôÜóéìç êáôáíïìÞ, üôáí õðÜñ÷åé. Ïé åîéóþóåéò éóïññïðßáò åßíáé:

ëð(0; 0) = ìð(1; 1) (5.1)

(ë+ è)ð(n; 0) = ëð(n− 1; 0); n = 1; 2; : : : (5.2)

(ë+ ì)ð(1; 1) = ìð(2; 1) + èð(1; 0) (5.3)

(ë+ ì)ð(n; 1) = ëð(n− 1; 1) + ìð(n+ 1; 1) + èð(n; 0); n = 2; 3; : : : (5.4)

Ïñßæïõìå Ð0(z) =
∑∞

n=0 ð(n; 0)zn êáé Ð1(z) =
∑∞

n=1 ð(n; 1)zn ôéò ãåííÞôñéåò ôùí áêïëïõèéþí

ðéèáíïôÞôùí {ð(n; 0); n = 0; 1; : : :} êáé {ð(n; 1); n = 1; : : :} áíôßóôïé÷á.

Áðü ôéò äýï ðñþôåò åîéóþóåéò, ðïëëáðëáóéÜæïíôáò ìå zn êáé áèñïßæïíôáò ãéá üëá ôá n ≥ 0

ðáßñíïõìå

(ë+ è)
∞∑
n=0

ð(n; 0)zn − èð(0; 0) = ë
∞∑
n=1

ð(n− 1; 0)zn + ìð(1; 1)

ç ïðïßá, ëüãù ôïõ ïñéóìïý ôçò Ð0(z) ãñÜöåôáé

(ë+ è)Ð0(z)− èð(0; 0) = ëzÐ0(z) + ìð(1; 1)

êáé ëüãù ôçò (5.1)

(ë+ è − ëz)Ð0(z) = (ë+ è)ð(0; 0):

¢ñá

Ð0(z) =
(ë+ è)

ë(1− z) + è
ð(0; 0): (5.5)

Ïìïßùò ðïëëáðëáóéÜæïíôáò ôçí (5.3) ìå z êáé ôçí (5.4) ìå zn, n ≥ 2 êáé áèñïßæïíôáò ðñïêý-

ðôïõí äéáäï÷éêÜ ïé ó÷Ýóåéò:

(ë+ ì)
∞∑
n=1

ð(n; 1)zn = ë
∞∑
n=2

ð(n− 1; 1)zn + ì
∞∑
n=1

ð(n+ 1; 1)zn + è
∞∑
n=1

ð(n; 0)zn

(ë+ ì)Ð1(z) = ëzÐ1(z) +
ì

z
(Ð1(z)− ð(1; 1)z) + è(Ð0(z)− ð(0; 0)):

97



×ñçóéìïðïéþíôáò ôéò (5.1) êáé (5.5) êáôüðéí ðñÜîåùí ç ôåëåõôáßá ó÷Ýóç ãñÜöåôáé:

(ëz2 − (ë+ ì)z + ì)Ð1(z) =
ëz(1− z)(ë+ è)

ë(1− z) + è
ð(0; 0):

ÈÝôïíôáò ñ = ë=ì ç Ð1(z) ãñÜöåôáé ùò:

Ð1(z) =
ñz(ë+ è)

(1− ñz)(ë(1− z) + è)
ð(0; 0): (5.6)

Ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí Ð0(z); Ð1(z) áðáéôåßôáé ï õðïëïãéóìüò ôçò ðéèáíüôçôáò ð(0; 0), ç

ïðïßá èá âñåèåß ìÝóù ôçò åîßóùóçò êáíïíéêïðïßçóçò:

∞∑
n=0

ð(n; 0) +
∞∑
n=1

ð(n; 1) = 1: (5.7)

Ç ôåëåõôáßá, ëáìâÜíïíôáò õðüøç üôé
∑∞

n=0 ð(n; 0) = Ð0(1) êáé
∑∞

n=1 ð(n; 1) = Ð1(1), èÝôïõìå

z = 1 óôéò (5.5), (5.6) êáé áíôéêáèéóôþíôáò óôçí (5.7) ðñïêýðôåé üôé:

ë+ è

è
ð(0; 0) +

ñ(ë+ è)

è(1− ñ)
ð(0; 0) = 1: (5.8)

Ëýíïíôáò ôçí ôåëåõôáßá ùò ðñïò ð(0; 0) ðáßñíïõìå ôåëéêÜ

ð(0; 0) =
è(1− ñ)

ë+ è
: (5.9)

Áí ñ = 1, ôüôå ð(0; 0) = 0 êáé êáôÜ óõíÝðåéá, ëüãù ôùí (5.5), (5.6), Ð0(z) = Ð1(z) = 0.

¸ôóé ð(n; 0) = ð(n; 1) = 0; n ≥ 1. ¢ñá óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ñ = 1, äåí õðÜñ÷åé ãíÞóéá ïñéáêÞ

êáôáíïìÞ. ÅðéðëÝïí, áí ñ > 1 ôüôå ð(0; 0) < 0, ôï ïðïßï åßíáé áäýíáôï.

¸ôóé ôï óýóôçìá åßíáé åõóôáèÝò ìüíï óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ñ < 1, Þ éóïäýíáìá ë < ì êáé

ôüôå õðÜñ÷åé óôÜóéìç êáôáíïìÞ ôçí ïðïßá èá õðïëïãßóïõìå óôç óõíÝ÷åéá. Áíôéêáèéóôþíôáò ôçí

(5.9) óôçí (5.5) ðñïêýðôåé:

Ð0(z) =
(ë+ è)

ë(1− z) + è

è(1− ñ)

ë+ è
=

è(1− ñ)

ë+ è − ëz

=
è(1− ñ)

(ë+ è)

1

1− ë

ë+ è
z

=
è(1− ñ)

(ë+ è)

∞∑
n=0

(
ë

ë+ è

)n

zn:

¢ñá

ð(n; 0) =
è(1− ñ)

(ë+ è)

(
ë

ë+ è

)n

; n ≥ 0: (5.10)
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Ìå áíÜëïãï ôñüðï õðïëïãßæïíôáé êáé ïé ðéèáíüôçôåò ð(n; 1); n ≥ 1. ¸ôóé áíôéêáèéóôþíôáò

ôçí (5.9) óôçí (5.6) ðñïêýðôåé:

Ð1(z) =
ñz(ë+ è)

(1− ñz)(ë(1− z) + è)

è(1− ñ)

ë+ è

=
èñ(1− ñ)

ë+ è

z

(1− ñz)(1− ë

ë+ è
z)
: (5.11)

Èá óõíå÷ßóïõìå áíáëýïíôáò ôïí ôåëåõôáßï üñï ôçò ó÷Ýóçò óå áðëÜ êëÜóìáôá. ÐñÝðåé óôï

óçìåßï áõôü íá äéáêñßíïõìå äýï ðåñéðôþóåéò:

a. Áí ñ 6= ë
ë+è

Þ éóïäýíáìá ì 6= ë+ è, ôüôå

z

(1− ñz)(1− ë

ë+ è
z)

=
A

1− ñz
+

B

1− ë

ë+ è
z

üðïõ ôá Á; Â äßíïíôáé áðü ôéò ó÷Ýóåéò

A = lim
z→1=ñ

{
z(1− ñz)

(1− ñz)(1− ë
ë+è

z)

}
=

ë+ è

(ë+ è)ñ − ë

êáé

Â = lim
z→ë=(ë+è)

{
z(1− ë

ë+è
z)

(1− ñz)(1− ë
ë+è

z)

}
= − ë+ è

(ë+ è)ñ − ë
:

Áíôéêáèéóôþíôáò ôá Á êáé Â óôçí (5.11) ôåëéêÜ ç Ð1(z) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ:

Ð1(z) =
èñ(1− ñ)

(ë+ è)ñ − ë

 1

1− ñz
− 1

1− ë

ë+ è
z

 : (5.12)

Áðü ôçí ôåëåõôáßá ó÷Ýóç åîÜãïõìå üôé:

ð(n; 1) =
èñ(1− ñ)

(ë+ è)ñ − ë

(
ñn −

( ë

ë+ è

)n)
; n ≥ 1: (5.13)

b. Áí ñ =
ë

ë+ è
, Þ éóïäýíáìá ì = ë+ è, ôüôå ç (5.11) ãñÜöåôáé:

Ð1(z) =
èñ(1− ñ)

ë+ è

z

(1− ñz)2
=
èñ(1− ñ)

ë+ è
z

∞∑
n=0

(
2 + n− 1

n

)
ñnzn

=
èñ(1− ñ)

ì

∞∑
n=0

(n+ 1)ñnzn+1 =
è(1− ñ)

ì

∞∑
n=1

nñnzn:
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¢ñá

ð(n; 1) =
è(1− ñ)

ì
nñn; n ≥ 1: (5.14)

Áí èÝóïõìå ñ1 = ñ êáé ñ2 =
ë

ë+ è
ôüôå, óõíïøßæïíôáò, ç óôÜóéìç êáôáíïìÞ óôçí ðåñßðôùóç

åõóôáèïýò óõóôÞìáôïò (ñ < 1) äßíåôáé áðü ôéò ó÷Ýóåéò:

ð(n; 0) =


è(1− ñ1)

(ë+ è)
ñn2 = (1− ñ1)(1− ñn2 )ñn2 ; áí ñ1 6= ñ2

(1− ñ)2ñn; áí ñ1 = ñ2 = ñ

n ≥ 0

ð(n; 1) =



èñ1(1− ñ1)

(ë+ è)ñ1 − ë
(ñn1 − ñn2 ) = C(1− ñ1)(1− ñ2)(ñ

n
2 − ñn1 ); áí ñ1 6= ñ2

è(1− ñ)

ì
nñn = C ′nñn; áí ñ1 = ñ2 = ñ

n ≥ 1

üðïõ C =
ë+ è

ì − ë− è
êáé C ′ =

è(ì − ë)

ì2
= (1− ñ)2:
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5.2 Ç Ì=Ì=1 ïõñÜ ìå ÷ñüíï åêêßíçóçò ôïõ õðçñÝôç - Ëýóç

ìå åîéóþóåéò äéáöïñþí

Èá ìåëåôÞóïõìå ôï ßäéï ìïíôÝëï ìå áõôü ôçò ðñïçãïýìåíçò ðáñáãñÜöïõ, êÜíïíôáò üìùò ìéá äéá-

öïñåôéêÞ ðñïóÝããéóç. Èá õðïëïãßóïõìå ôç óôÜóéìç êáôáíïìÞ (ð(n; i); (n; i) ∈ S) ÷ñçóéìïðïé-

þíôáò ôç èåùñßá ôùí åîéóþóåùí äéáöïñþí. Õðåíèõìßæïõìå ôéò åîéóþóåéò éóïññïðßáò:

ëð(0; 0) = ìð(1; 1) (5.15)

(ë+ è)ð(n; 0) = ëð(n− 1; 0) n = 1; 2; : : : (5.16)

(ë+ ì)ð(1; 1) = ìð(2; 1) + èð(1; 0) (5.17)

(ë+ ì)ð(n; 1) = ëð(n− 1; 1) + ìð(n+ 1; 1) + èð(n; 0) n = 2; 3; : : : (5.18)

êáé ôçí åîßóùóç êáíïíéêïðïßçóçò (5.7)

∞∑
n=0

ð(n; 0) +
∞∑
n=1

ð(n; 1) = 1:

Ç (5.16) åßíáé ìéá ïìïãåíÞò åîßóùóç äéáöïñþí ðñþôçò ôÜîçò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò.

ÐñÜãìá-ôé èåùñþíôáò zn = ð(n; 0) áõôÞ ãñÜöåôáé (ë + è)zn = ëzn−1. H áíôßóôïé÷ç ÷áñáêôçñé-

óôéêÞ åîßóùóç åßíáé (ë+ è)zn − ëzn−1 = 0 Þ (ë+ è)z − ë = 0 ìå ëýóç ñ2 = ë
ë+è

. ¸ôóé ç ãåíéêÞ

ëýóç ôçò (5.16) åßíáé

ð(n; 0) = cñn2 :

Ç ôåëåõôáßá ãéá n = 0 äßíåé ð(0; 0) = c. ¢ñá ôåëéêÜ

ð(n; 0) = ð(0; 0)ñn2 ; n ≥ 0: (5.19)

H (5.18) åßíáé ìéá ìç ïìïãåíÞò åîßóùóç äéáöïñþí äåýôåñçò ôÜîçò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò.

ÁõôÞ èÝôïíôáò yn = ð(n; 1) êáé ëüãù ôçò (5.19), ãñÜöåôáé ùò:

ìyn+1 − (ë+ ì)yn + ëyn−1 = −èð(0; 0)ñn2 : (5.20)

Ëýíïíôáò ôçí áíôßóôïé÷ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç ìy2− (ë+ì)y+ ë = 0 áõôÞ Ý÷åé ñßæåò ñ1 = ë
ì

êáé ñ
′
1 = 1. ¸ôóé ç ëýóç ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò ôçò (5.20) åßíáé

rn = c1ñ
n
1 + c2ñ

′ n
1 = c1ñ

n
1 + c2; n ≥ 1 áí ñ1 6= ñ′1 (5.21)
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Þ

r′n = C1ñ
n
1 + C2nñ

n
1 = C1 + C2n; n ≥ 1 áí ñ1 = ñ′1 = 1: (5.22)

Ùò ãíùóôü ãéá íá âñïýìå ôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò (5.20) ðñÝðåé íá âñïýìå ìéá åéäéêÞ ôçò ëýóç, yåéän .

Ôüôå ç ãåíéêÞ ôçò ëýóçò äßíåôáé ùò ôï Üèñïéóìá ôçò åéäéêÞò ëýóçò êáé áõôÞò ôçò áíôßóôïé÷çò

ïìïãåíïýò, äçë.

yn = rn + yåéän :

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ñ1 = ñ′1 = 1 Þ éóïäýíáìá ë = ì áíáæçôïýìå åéäéêÞ ëýóç ôçò ìïñöÞò

cn2ñn1 = cn2 ïðüôå ç ãåíéêÞ ëýóç èá åßíáé yn = ð(n; 1) = C1 + C2n + cn2. Ëüãù ôçò åîßóùóçò

êáíïíéêïðïßçóçò, èá ðñÝðåé
∑∞

n=1 ð(n; 1) < ∞ áðü ôï ïðïßï Üìåóá Ýðåôáé C1 = C2 = c = 0.

¢ñá ð(n; 1) = 0; n ≥ 1 êáé áíôéêáèéóôþíôáò óôçí (5.20) ðñïêýðôåé üôé ð(0; 0) = 0 êáé êáôÜ óõ-

íÝðåéá ð(n; 0) = 0; n ≥ 0. ¸ôóé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ë = ì äåí õðÜñ÷åé ãíÞóéá ïñéáêÞ êáôáíïìÞ.

ÅîåôÜæïõìå ëïéðüí ôçí ðåñßðôùóç ðïõ ñ 6= 1 äçëáäÞ ë 6= ì. Ãéá ôçí åýñåóç ôçò åéäéêÞò ëýóçò

äéáêñßíïõìå äýï ðåñéðôþóåéò:

a. Áí ñ1 6= ñ2, Þ éóïäýíáìá ì 6= ë + è, ôüôå äïêéìÜæïõìå ëýóåéò ôçò ìïñöÞò cñn2 . Áíôéêáèé-

óôþíôáò óôçí (5.20) êáé ëýíïíôáò ùò ðñïò c ðñïêýðôåé üôé

c =
ë+ è

ì − ë− è
ð(0; 0).

¸ôóé ç æçôïýìåíç åéäéêÞ ëýóç åßíáé

yåéän =
ë+ è

ì − ë− è
ñn2 ð(0; 0):

¢ñá ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò (5.20) èá åßíáé

ð(n; 1) = c1ñ
n
1 + c2 +

ë+ è

ì − ë− è
ñn2 ð(0; 0); n = 1; 2; ::: (5.23)

Ëüãù ôçò åîßóùóçò êáíïíéêïðïßçóçò, èá ðñÝðåé
∑∞

n=1 ð(n; 1) < ∞ áðü ôï ïðïßï Üìåóá

Ýðåôáé üôé c2 = 0. ÅðéðëÝïí åöáñìüæïíôáò ôçí (5.23) ãéá n = 1, áíôéêáèéóôþíôáò óôçí

(5.15) êáé ëýíïíôáò ùò ðñïò c1 ðñïêýðôåé üôé

c1 = − ë+ è

ì − ë− è
ð(0; 0):
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¸ôóé

ð(n; 1) = − ë+ è

ì − ë− è
ð(0; 0)ñn1 +

ë+ è

ì − ë− è
ñn2 ð(0; 0)

=
ë+ è

ì − ë− è
ð(0; 0)(ñn2 − ñn1 ) n = 1; 2; ::: (5.24)

Ç ðéèáíüôçôá ð(0; 0) èá õðïëïãéóôåß ìå ôç âïÞèåéá ôçò åîßóùóçò êáíïíéêïðïßçóçò. Áíôéêáèé-

óôþíôáò ôéò (5.19) êáé (5.24) óôçí åîßóùóç êáíïíéêïðïßçóçò (5.7) êáé ëýíïíôáò ùò ðñïò

ð(0; 0) ðáßñíïõìå

ð(0; 0) =
ì − ë

ì

è

ë+ è
= (1− ñ1)(1− ñ2):

Ðñïöáíþò èá ðñÝðåé ñ1 < 1 Þ éóïäýíáìá ë < ì ãéá íá Ý÷åé íüçìá ç ð(0; 0). Ôüôå, áðü ôéò

(5.19) êáé (5.24), ç æçôïýìåíç êáôáíïìÞ åßíáé:

ð(n; 0) = (1− ñ1)(1− ñ2)ñ
n
2 ; n ≥ 0

êáé

ð(n; 1) =
ë+ è

ì − ë− è
(1− ñ1)(1− ñ2)(ñ

n
2 − ñn1 ); n ≥ 1

ðïõ åßíáé áêñéâþò ïé ó÷Ýóåéò ðïõ åîÜãáìå êáé ìå ôç ìÝèïäï ôùí ðéèáíïãåííçôñéþí.

b. Áí ñ1 = ñ2 = ñ, Þ éóïäýíáìá ì = ë+ è, ôüôå ãéá ôçí åéäéêÞ ëýóç ôçò ìç ïìïãåíïýò äïêé-

ìÜæïõìå ëýóåéò ôçò ìïñöÞò c′nñn. Áíôéêáèéóôþíôáò óôçí (5.20) êáé ëýíïíôáò ùò ðñïò c′

ðñïêýðôåé üôé

c′ =
èñ

ë− ìñ2
ð(0; 0) = ð(0; 0).

¸ôóé ç æçôïýìåíç åéäéêÞ ëýóç åßíáé

yåéän = nð(0; 0)ñn:

¢ñá ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò (5.20) èá åßíáé

ð(n; 1) = c
′

1ñ
n + c

′

2 + nñnð(0; 0); n = 1; 2; ::: (5.25)

¼ðùò ðñïçãïýìåíá, ëüãù ôçò åîßóùóçò êáíïíéêïðïßçóçò, èá ðñÝðåé
∑∞

n=1 ð(n; 1) < ∞

áðü ôï ïðïßï Üìåóá Ýðåôáé c
′
2 = 0.
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ÅðéðëÝïí åöáñìüæïíôáò ôçí (5.25) ãéá n = 1, áíôéêáèéóôþíôáò óôçí (5.15) êáé ëýíïíôáò

ùò ðñïò c
′
1 ðñïêýðôåé üôé

c
′

1 = 0:

¸ôóé

ð(n; 1) = nñnð(0; 0); n ≥ 1: (5.26)

Ç ðéèáíüôçôá ð(0; 0) èá õðïëïãéóôåß êáé óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ìå ôç âïÞèåéá ôçò åîßóùóçò

êáíïíéêïðïßçóçò. Áíôéêáèéóôþíôáò ôéò (5.19) êáé (5.26) óôçí (5.7) êáé ëýíïíôáò ùò ðñïò

ð(0; 0) ðáßñíïõìå

ð(0; 0) = (1− ñ)2:

¸ôóé ç æçôïýìåíç êáôáíïìÞ áðü ôéò (5.19) êáé (5.26) åßíáé

ð(n; 0) = (1− ñ)2ñn; n ≥ 0

êáé

ð(n; 1) = (1− ñ)2nñn; n ≥ 1

ðïõ åßíáé áêñéâþò ïé ó÷Ýóåéò ðïõ åîÜãáìå êáé óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ìå ôç ìÝèïäï ôùí

ðéèáíïãåííçôñéþí.
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