
ÓÕÍÄÕÁÓÔÉÊÇ É, ÖÅÂÑÏÕÁÑÉÏÓ 2008 - ÏÌÁÄÁ ÈÅÌÁÔÙÍ B

ÈÝìá 1. Èåùñïýìå ôï óýíïëï Ω = {1; 2; 3; : : : ; 2008}.
(á) (1 âáèìüò) Ðüóåò åßíáé ïé ìåôáèÝóåéò ôùí óôïé÷åßùí ôïõ Ω óôéò ïðïßåò üëá ôá ðïëëáðëÜóéá ôïõ 10

åßíáé äéáäï÷éêÜ;

(â) (1 âáèìüò) Ðüóåò åßíáé ïé ìåôáèÝóåéò ôùí óôïé÷åßùí ôïõ Ω óôéò ïðïßåò äåí õðÜñ÷ïõí äéáäï÷éêÜ

ðïëëáðëÜóéá ôïõ 10;

(ã) (1 âáèìüò) Ðüóá åßíáé ôá õðïóýíïëá ôïõ Ω ôá ïðïßá ðåñéÝ÷ïõí 140 áêñéâþò óôïé÷åßá áðü ôá ïðïßá

áêñéâþò 100 åßíáé ðåñéôôïß áñéèìïß;

(ä) (1 âáèìüò) Ðüóá åßíáé ôá õðïóýíïëá ôïõ Ω ðïõ ðåñéÝ÷ïõí áêñéâþò 20 óôïé÷åßá ìåãáëýôåñá ôïõ 1000

êáé ïóáäÞðïôå óôïé÷åßá ìéêñüôåñá Þ ßóá ôïõ 1000;

Ëýóç.(á) Ìéá ìåôÜèåóç ôùí óôïé÷åßùí ôïõ Ω óôçí ïðïßá üëá ôá ðïëëáðëÜóéá ôïõ 10 åßíáé äéáäï÷éêÜ

ìðïñåß íá êáôáóêåõáóôåß óå 3 óôÜäéá. Óôï 1ï óôÜäéï âÜæïõìå ôá ìç-ðïëëáðëÜóéá ôïõ 10 óå óåéñÜ.

ÄåäïìÝíïõ üôé ôá ìç-ðïëëáðëÜóéá ôïõ 10 óôï Ω åßíáé 1808, áõôü ãßíåôáé ìå 1808! äéáöïñåôéêïýò

ôñüðïõò. Óôï 2ï óôÜäéï âÜæïõìå ôá ðïëëáðëÜóéá ôïõ 10 óå óåéñÜ. ÄåäïìÝíïõ üôé ôá ðïëëáðëÜóéá

ôïõ 10 óôï Ω åßíáé 200, áõôü ãßíåôáé ìå 200! äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò, áíåîÜñôçôá áðü ôçí åðéëïãÞ ðïõ

êÜíáìå óôï 1ï óôÜäéï. ÔÝëïò, óôï 3ï óôÜäéï, äéáëÝãïõìå ìéá èÝóç áíÜìåóá óå ìç-ðïëëáðëÜóéá ôïõ 10

Þ ðñéí Þ ìåôÜ áðü áõôÜ þóôå íá ôïðïèåôçèåß ç óåéñÜ ðïõ Ý÷ïõìå êáôáóêåõÜóåé ìå ôá ðïëëáðëÜóéá ôïõ

10. Ïé äéáèÝóéìåò èÝóåéò åßíáé 1809, áíåîÜñôçôá áðü ôéò åðéëïãÝò ðïõ êÜíáìå óôï 1ï êáé óôï 2ï óôÜäéï.

Óõíåðþò, áðü ôçí ðïëëáðëáóéáóôéêÞ áñ÷Þ, õðÜñ÷ïõí óõíïëéêÜ 1808!200!1809 = 1809!200! ìåôáèÝóåéò

ìå ôç æçôïýìåíç éäéüôçôá.

(â) Ìéá ìåôÜèåóç ôùí óôïé÷åßùí ôïõ Ω óôçí ïðïßá äåí õðÜñ÷ïõí äéáäï÷éêÜ ðïëëáðëÜóéá ôïõ 10 ìðïñåß

íá êáôáóêåõáóôåß óå 3 óôÜäéá. Óôï 1ï óôÜäéï âÜæïõìå ôá ìç-ðïëëáðëÜóéá ôïõ 10 óå óåéñÜ. ÄåäïìÝíïõ

üôé ôá ìç-ðïëëáðëÜóéá ôïõ 10 óôï Ω åßíáé 1808, áõôü ãßíåôáé ìå 1808! äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò. Óôï

2ï óôÜäéï âÜæïõìå ôá ðïëëáðëÜóéá ôïõ 10 óå óåéñÜ. ÄåäïìÝíïõ üôé ôá ðïëëáðëÜóéá ôïõ 10 óôï Ω

åßíáé 200, áõôü ãßíåôáé ìå 200! äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò, áíåîÜñôçôá áðü ôçí åðéëïãÞ ðïõ êÜíáìå óôï

1ï óôÜäéï. ÔÝëïò, óôï 3ï óôÜäéï, äéáëÝãïõìå 200 áðü ôéò 1809 èÝóåéò áíÜìåóá óôá ìç-ðïëëáðëÜóéá

ôïõ 10 Þ ðñéí Þ ìåôÜ áðü áõôÜ þóôå íá ôïðïèåôçèïýí óå áõôÝò ôá ðïëëáðëÜóéá ôïõ 10 ìå ôç óåéñÜ ðïõ

ôá Ý÷ïõìå Þäç äéáôÜîåé óôï 2ï óôÜäéï. Áõôü ãßíåôáé ìå
(
1809
200

)
ôñüðïõò, áíåîÜñôçôá áðü ôéò åðéëïãÝò

ðïõ êÜíáìå óôï 1ï êáé óôï 2ï óôÜäéï. Óõíåðþò, áðü ôçí ðïëëáðëáóéáóôéêÞ áñ÷Þ, õðÜñ÷ïõí óõíïëéêÜ

1808!200!
(
1809
200

)
= 1808!1809!

1609! ìåôáèÝóåéò ìå ôç æçôïýìåíç éäéüôçôá.

(ã) ¸íá õðïóýíïëï ôïõ Ω ôï ïðïßï ðåñéÝ÷åé 140 áêñéâþò óôïé÷åßá áðü ôá ïðïßá áêñéâþò 100 åßíáé

ðåñéôôïß áñéèìïß ìðïñåß íá êáôáóêåõáóôåß óå 2 óôÜäéá. Óôï 1ï óôÜäéï åðéëÝãïõìå 100 áðü ôïõò 1004

ðåñéôôïýò ôïõ Ω ãéá íá ìðïõí óôï õðïóýíïëï. Áõôü ãßíåôáé ìå
(
1004
100

)
äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò. Óôï 2ï

óôÜäéï åðéëÝãïõìå 40 áðü ôïõò 1004 Üñôéïõò ôïõ Ω ãéá íá ìðïõí óôï õðïóýíïëï þóôå íá óõìðëçñùèåß ï
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óõíïëéêüò áñéèìüò 140 óôïé÷åßùí ðïõ ðñÝðåé íá ðåñéÝ÷åé. Áõôü ãßíåôáé ìå
(
1004
40

)
äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò,

áíåîÜñôçôá áðü ôçí åðéëïãÞ ðïõ êÜíáìå óôï 1ï óôÜäéï. Óõíåðþò, áðü ôçí ðïëëáðëáóéáóôéêÞ áñ÷Þ,

õðÜñ÷ïõí óõíïëéêÜ
(
1004
100

)(
1004
40

)
õðïóýíïëá ìå ôç æçôïýìåíç éäéüôçôá.

(ä) ¸íá õðïóýíïëï ôïõ Ω ôï ïðïßï ðåñéÝ÷åé áêñéâþò 20 óôïé÷åßá ìåãáëýôåñá ôïõ 1000 êáé ïóáäÞ-

ðïôå óôïé÷åßá ìéêñüôåñá Þ ßóá ôïõ 1000 ìðïñåß íá êáôáóêåõáóôåß óå 2 óôÜäéá. Óôï 1ï óôÜäéï åðé-

ëÝãïõìå 20 óôïé÷åßá áðü ôï óýíïëï {1001; 1002; 1003; : : : ; 2008} ãéá íá ìðïõí óôï õðïóýíïëï. Áõôü

ãßíåôáé ìå
(
1008
20

)
äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò. Óôï 2ï óôÜäéï äéáëÝãïõìå êÜðïéá óôïé÷åßá ôïõ óõíüëïõ

{1; 2; 3; : : : ; 1000} ãéá íá ìðïõí óôï õðïóýíïëï. Áõôü åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï íá äéáëÝîïõìå Ýíá õðï-

óýíïëï ôïõ {1; 2; 3; : : : ; 1000} êáé ãßíåôáé ìå 21000 äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò, áíåîÜñôçôá áðü ôçí åðéëïãÞ

ðïõ êÜíáìå óôï 1ï óôÜäéï. Óõíåðþò, áðü ôçí ðïëëáðëáóéáóôéêÞ áñ÷Þ, õðÜñ÷ïõí óõíïëéêÜ
(
1008
20

)
21000

õðïóýíïëá ìå ôç æçôïýìåíç éäéüôçôá.

ÈÝìá 2. Èåùñïýìå ôï áëöÜâçôï Ω = {F;G;H; I}.
(á) (2 âáèìïß) Ðüóåò åßíáé ïé äéáöïñåôéêÝò ëÝîåéò 8 ãñáììÜôùí ðïõ ðåñéÝ÷ïõí áêñéâþò 2 öïñÝò êÜèå

ãñÜììá ôïõ Ω êáé äåí Ý÷ïõí ßäéá äéáäï÷éêÜ ãñÜììáôá;

(â) (1 âáèìüò) Ðüóåò åßíáé ïé äéáöïñåôéêÝò ëÝîåéò 12 ãñáììÜôùí ðïõ ðåñéÝ÷ïõí áêñéâþò 3 öïñÝò êÜèå

ãñÜììá ôïõ Ω, áñ÷ßæïõí ìå F êáé ôåëåéþíïõí ìå G;

Ëýóç. (á) ×ñçóéìïðïéïýìå ôçí áñ÷Þ åãêëåéóìïý-áðïêëåéóìïý êáé èåùñïýìå ùò âáóéêü óýíïëï áíáöï-

ñÜò ôï óýíïëï ôùí ëÝîåùí 8 ãñáììÜôùí ðïõ ìðïñïýí íá ãñáöïýí ÷ñçóéìïðïéþíôáò áêñéâþò 2 öïñÝò êÜèå

ãñÜììá ôïõ Ω. Ôï óýíïëï áõôü Ý÷åé 8!
(2!)4

óôïé÷åßá, üóåò ïé ìåôáèÝóåéò ôùí 4 åéäþí óôïé÷åßùí F;G;H; I

ðïõ åìöáíßæïíôáé 2 öïñÝò ôï êáèÝíá. Ïñßæïõìå Á1 íá åßíáé ôï óýíïëï ôùí ëÝîåùí 8 ãñáììÜôùí ðïõ

ìðïñïýí íá ãñáöïýí ÷ñçóéìïðïéþíôáò áêñéâþò 2 öïñÝò êÜèå ãñÜììá ôïõ Ω þóôå ôá 2 F íá åìöáíßæïíôáé

äéáäï÷éêÜ. Ïìïßùò ïñßæïíôáé ôá óýíïëá Á2; Á3; Á4 ãéá ôá 2 G, ôá 2 H êáé ôá 2 I áíôßóôïé÷á. Ï æçôïýìå-

íïò áñéèìüò åßíáé ôï N(A′1A′2A′3A′4). ¸÷ïõìå üôé N(A1) = 7!
1!(2!)3

, áöïý ôá 2 F åìöáíßæïíôáé óôéò ëÝîåéò

ôïõ A1 äéáäï÷éêÜ êáé åðïìÝíùò ìðïñïýí íá èåùñçèïýí ùò Ýíá ãñÜììá FF ïðüôå Ý÷ïõìå ìåôáèÝóåéò ôùí

4 åéäþí óôïé÷åßùí FF;G;H; I ðïõ åìöáíßæïíôáé 1,2,2,2 öïñÝò áíôßóôïé÷á. Ïìïßùò N(A1Á2) = 6!
(1!)2(2!)2

,

N(A1Á2Á3) = 5!
(1!)3(2!)1

, N(A1Á2Á3Á4) = 4!
(1!)4

. Áðü ôçí áñ÷Þ åãêëåéóìïý-áðïêëåéóìïý Ý÷ïõìå üôé ï

æçôïýìåíïò áñéèìüò èá åßíáé ï 8!
(2!)4

− (
4
1

)
7!

1!(2!)3
+

(
4
2

)
6!

(1!)2(2!)2
− (

4
3

)
5!

(1!)3(2!)1
+

(
4
4

)
4!

(1!)4
.

(â) Ãéá íá êáôáóêåõÜóïõìå ìéá ëÝîç 12 ãñáììÜôùí ÷ñçóéìïðïéþíôáò áêñéâþò 3 öïñÝò êÜèå ãñÜììá

ôïõ Ω þóôå íá áñ÷ßæåé ìå F êáé íá ôåëåéþíåé ìå G, áñêåß íá âÜëïõìå óå óåéñÜ ôá 10 ãñÜììáôá

F; F;G;G;H;H;H; I; I; I ðïõ äåí åìöáíßæïíôáé óôéò Üêñåò. Áõôü ìðïñåß íá ãßíåé ìå 10!
2!2!3!3! ôñüðïõò

áöïý ðñüêåéôáé ãéá ìåôáèÝóåéò ôùí 4 åéäþí óôïé÷åßùí F;G;H; I ðïõ åìöáíßæïíôáé 2,2,3,3 öïñÝò áíôß-

óôïé÷á.

2



ÈÝìá 3. (á) (1 âáèìüò) Íá õðïëïãéóôåß ôï Üèñïéóìá
ê∑

ñ=0

1
ñ + 1

(
ê
ñ

)2

:

(â) (1 âáèìüò) Íá õðïëïãéóôåß ôï Üèñïéóìá
í∑

ê=0

ê
í

(
í
ê

)
5ê:

Ëýóç. (á)¸÷ïõìå
ê∑

ñ=0

1
ñ + 1

(
ê
ñ

)2

=
ê∑

ñ=0

1
ñ + 1

(
ê
ñ

)(
ê

ê − ñ

)
=

ê∑

ñ=0

ê!
(ñ + 1)ñ!(ê − ñ)!

(
ê

ê − ñ

)
=

ê∑

ñ=0

ê!
(ñ + 1)!(ê − ñ)!

(
ê

ê − ñ

)

=
1

ê + 1

ê∑

ñ=0

(ê + 1)!
(ñ + 1)!(ê − ñ)!

(
ê

ê − ñ

)
=

1
ê + 1

ê∑

ñ=0

(
ê + 1
ñ + 1

)(
ê

ê − ñ

)

=
1

ê + 1

ê+1∑

j=1

(
ê + 1
j

)(
ê

ê + 1− j

)
=

1
ê + 1

((
ê + 1 + ê
ê + 1

)
− 0

)
=

1
ê + 1

(
2ê + 1
ê + 1

)
;

üðïõ óôçí 1ç éóüôçôá ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ç óõììåôñéêÞ éäéüôçôá ôùí äéùíõìéêþí óõíôåëåóôþí (
(ê
ñ
)

=
( ê
ê−ñ

)
), óôçí 6ç éóüôçôá ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ç áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò j = ñ + 1 êáé óôçí 7ç éóüôçôá ï ôýðïò

ôïõ Cauchy.

(â) ¸÷ïõìå
í∑

ê=0

ê
í

(
í
ê

)
5ê =

í∑

ê=1

êí!
íê!(í − ê)!

5ê =
í∑

ê=1

(í − 1)!
(ê − 1)!(í − ê)!

5ê =
í∑

ê=1

(
í − 1
ê − 1

)
5ê

=
í−1∑

j=0

(
í − 1
j

)
5j+1 = 5

í−1∑

j=0

(
í − 1
j

)
5j

= 5 · (1 + 5)í−1 = 5 · 6í−1;

üðïõ óôçí 4ç éóüôçôá ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ç áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò j = ê−1 êáé óôçí 6ç éóüôçôá ôï äéùíõìéêü

èåþñçìá ôïõ Newton.

ÈÝìá 4. ¸óôù aê, ê = 0; 1; 2; : : : ôï ðëÞèïò ôùí óõíäõáóìþí ìå åðáíÜëçøç ôùí óôïé÷åßùí ôïõ

Ω = {!1; !2; : : : ; !2008} áíÜ ê, üðïõ ôï !1 åìöáíßæåôáé ðïëëáðëÜóéï ôïõ 9 áñéèìü öïñþí (0; 9; 18; 27; : : :

öïñÝò), ôï !2 åìöáíßæåôáé 0 Þ 3 Þ 6 öïñÝò, ôï !3 åìöáíßæåôáé ôï ðïëý 2 öïñÝò êáé ôá õðüëïéðá !ê,

ê = 4; 5; : : : ; 2008 åìöáíßæïíôáé ÷ùñßò ðåñéïñéóìü (0; 1; 2; 3; : : : öïñÝò).

(á) Íá ðñïóäéïñéóôåß ç ãåííÞôñéá óõíäõáóìþí

A(t) =
∞∑

ê=0

aêtê:

(â) Íá âñåèåß Ýíáò üóï ôï äõíáôüí áðëïýóôåñïò ôýðïò ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ðëÞèïõò aê ôùí óõí-

äõáóìþí ìå åðáíÜëçøç ôùí óôïé÷åßùí ôïõ Ω = {!1; !2; : : : ; !2008} áíÜ ê ðïõ ðëçñïýí ôéò ðáñáðÜíù

óõíèÞêåò.
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Ëýóç. (á) Ïé (áðëïðïéçìÝíåò) áðáñéèìÞôñéåò ôùí óôïé÷åßùí !1, !2, !3 åßíáé A1(t) = 1+t9+t18+t27 · · · =
1

1−t9 , A2(t) = 1 + t3 + t6, A3(t) = 1 + t + t2 áíôßóôïé÷á åíþ ãéá ôá !ê, ê = 4; 5; : : : ; 2008 åßíáé

Aê(t) = 1 + t+ t2 + t3 + · · · = 1
1−t . ÅðïìÝíùò ç ãåííÞôñéá ôùí óõíäõáóìþí åßíáé

A(t) = A1(t)A2(t) · · ·A2008(t) =
1

1− t9
(1 + t3 + t6)(1 + t+ t2)

(
1

1− t

)2005

:

(â) Åßíáé A(t) = 1
1−t9

1−t9
1−t3

1−t3
1−t

(
1

1−t
)2005

=
(

1
1−t

)2006
ïðüôå ôï aê óõìðßðôåé ìå ôï ðëÞèïò ôùí åðáíá-

ëçðôéêþí óõíäõáóìþí 2006 áíÜ ê: aê =
(
2005+ê

ê
)
.
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