
ÓÕÍÄÕÁÓÔÉÊÇ É, ÓÅÐÔÅÌÂÑÉÏÓ 2008 - ÏÌÁÄÁ ÈÅÌÁÔÙÍ B

ÈÝìá 1. Èåùñïýìå ôï óýíïëï Ω = {1; 2; : : : ; 2008}.
(á) (1 âáèìüò) Ðüóåò åßíáé ïé ìåôáèÝóåéò ôùí óôïé÷åßùí ôïõ Ω óôéò ïðïßåò ôá Üñôéá óôïé÷åßá êáôáëáì-

âÜíïõí ôéò ôåëåõôáßåò 1004 èÝóåéò (äçëáäÞ ôéò èÝóåéò 1005; 1006; : : : ; 2008);

(â) (1 âáèìüò) Ðüóåò åßíáé ïé ìåôáèÝóåéò ôùí óôïé÷åßùí ôïõ Ω óôéò ïðïßåò ôï óôïé÷åßï 2008 âñßóêåôáé

óå êÜðïéá áðü ôéò èÝóåéò 1 Ýùò 1000 êáé ôï óôïé÷åßï 2007 óå êÜðïéá áðü ôéò èÝóåéò 1001 Ýùò 2008;

(ã) (1 âáèìüò) Ðüóåò åßíáé ïé ìåôáèÝóåéò ôùí óôïé÷åßùí ôïõ Ω óôéò ïðïßåò ôá óôïé÷åßá 2006, 2007 êáé

2008 âñßóêïíôáé óå êÜðïéåò áðü ôéò èÝóåéò 1 Ýùò 1000;

Ëýóç. (á) Ìéá ìåôÜèåóç ôùí óôïé÷åßùí ôïõ Ω óôçí ïðïßá ôá Üñôéá óôïé÷åßá êáôáëáìâÜíïõí ôéò ôåëåõ-

ôáßåò 1004 èÝóåéò ãßíåôáé óå 2 óôÜäéá. Óôï 1ï óôÜäéï âÜæïõìå ôá 1004 Üñôéá óôïé÷åßá óôç óåéñÜ þóôå íá

ôïðïèåôçèïýí êáôüðéí ìå áõôÞ ôç óåéñÜ óôéò ôåëåõôáßåò 1004 èÝóåéò. Áõôü ãßíåôáé ìå 1004! äéáöïñåôé-

êïýò ôñüðïõò. Óôï 2ï óôÜäéï âÜæïõìå ôá 1004 ðåñéôôÜ óôïé÷åßá óôç óåéñÜ ãéá íá ôïðïèåôçèïýí êáôüðéí

ìå áõôÞ ôç óåéñÜ óôéò ðñþôåò 1004 èÝóåéò. Áõôü ãßíåôáé ìå 1004! äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò áíåîÜñôçôá

ìå ôçí åðéëïãÞ ðïõ êÜíáìå óôï 1ï óôÜäéï. Óõíåðþò áðü ôçí ðïëëáðëáóéáóôéêÞ áñ÷Þ, ôï ðëÞèïò ôùí

ìåôáèÝóåùí ìå ôç æçôïýìåíç éäéüôçôá åßíáé

1004! · 1004! = (1004!)2:

(â) Ìéá ìåôÜèåóç ôùí óôïé÷åßùí ôïõ Ω óôçí ïðïßá ôï óôïé÷åßï 2008 âñßóêåôáé óå êÜðïéá áðü ôéò èÝóåéò

1 Ýùò 1000 êáé ôï óôïé÷åßï 2007 óå êÜðïéá áðü ôéò èÝóåéò 1001 Ýùò 2008 ìðïñåß íá êáôáóêåõáóôåß

óå 3 óôÜäéá. Óôï 1ï óôÜäéï äéáëÝãïõìå ìéá èÝóç áðü ôéò èÝóåéò 1 Ýùò 1000 ãéá íá ìðåé ôï óôïé÷åßï

2008. Áõôü ãßíåôáé ìå 1000 äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò. Óôï 2ï óôÜäéï äéáëÝãïõìå ìéá èÝóç áðü ôéò èÝóåéò

1001 Ýùò 2008 ãéá íá ìðåé ôï óôïé÷åßï 2007. Áõôü ãßíåôáé ìå 1008 äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò, áíåîÜñôçôá

áðü ôçí åðéëïãÞ ðïõ êÜíáìå óôï 1ï óôÜäéï. ÔÝëïò óôï 3ï óôÜäéï âÜæïõìå ôá õðüëïéðá óôïé÷åßá óå

óåéñÜ óôéò õðüëïéðåò 2006 èÝóåéò. Áõôü ãßíåôáé ìå 2006! äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò, áíåîÜñôçôá áðü ôéò

åðéëïãÝò ðïõ êÜíáìå óôï 1ï êáé óôï 2ï óôÜäéï. Óõíåðþò, áðü ôçí ðïëëáðëáóéáóôéêÞ áñ÷Þ, ôï ðëÞèïò

ôùí ìåôáèÝóåùí ìå ôç æçôïýìåíç éäéüôçôá åßíáé

1000 · 1008 · 2006!:

(ã) Ìéá ìåôÜèåóç ôùí óôïé÷åßùí ôïõ Ω óôçí ïðïßá ôá óôïé÷åßá 2006, 2007 êáé 2008 âñßóêïíôáé óå

êÜðïéåò áðü ôéò èÝóåéò 1 Ýùò 1000 ìðïñåß íá êáôáóêåõáóôåß óå 3 óôÜäéá. Óôï 1ï óôÜäéï äéáëÝãïõìå ôéò

3 èÝóåéò áðü ôéò èÝóåéò 1 Ýùò 1000 óôéò ïðïßåò èá ôïðïèåôçèïýí ôá óôïé÷åßá 2006, 2007 êáé 2008. Áõôü

ãßíåôáé ìå
(
1000

3

)
äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò. Óôï 2ï óôÜäéï äéáôÜóïõìå ôá óôïé÷åßá 2006, 2007 êáé 2008

þóôå íá ìðïõí óôéò ðñïåðéëåãìÝíåò èÝóåéò. Áõôü ãßíåôáé ìå 3! ôñüðïõò, áíåîÜñôçôá áðü ôçí åðéëïãÞ

ðïõ êÜíáìå óôï 1ï óôÜäéï. ÔÝëïò óôï 3ï óôÜäéï âÜæïõìå ôá õðüëïéðá óôïé÷åßá óå óåéñÜ óôéò õðüëïéðåò
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2005 èÝóåéò. Áõôü ãßíåôáé ìå 2005! äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò, áíåîÜñôçôá áðü ôéò åðéëïãÝò ðïõ êÜíáìå

óôï 1ï êáé óôï 2ï óôÜäéï. Óõíåðþò, áðü ôçí ðïëëáðëáóéáóôéêÞ áñ÷Þ, ôï ðëÞèïò ôùí ìåôáèÝóåùí ìå ôç

æçôïýìåíç éäéüôçôá åßíáé (
1000

3

)
· 3! · 2005! = 1000 · 999 · 998 · 2005!:

ÈÝìá 2. (á) (1 âáèìüò) Íá âñåèåß ôï ðëÞèïò ôùí áêÝñáéùí ìç{áñíçôéêþí ëýóåùí ôçò áíßóùóçò

x1 + x2 + · · ·+ x10 ≤ 2008;

ìå ôïí ðåñéïñéóìü ï x1 íá åßíáé ðåñéôôüò.

(â) (2 âáèìïß) Íá âñåèåß ôï ðëÞèïò ôùí áêÝñáéùí ìç{áñíçôéêþí ëýóåùí ôçò åîßóùóçò

x1 + x2 + · · ·+ x10 = 2008;

ìå ôïõò ðåñéïñéóìïýò 20 ≤ xi ≤ 400 ãéá i = 1; 2; : : : ; 5 êáé xi ≥ 0 ãéá i = 6; 7; : : : ; 10.

Ëýóç. (á) Ôï ðëÞèïò ôùí áêÝñáéùí ìç{áñíçôéêþí ëýóåùí ôçò áíßóùóçò

x1 + x2 + · · ·+ x10 ≤ 2008

ìå ôïí ðåñéïñéóìü ï x1 íá åßíáé ðåñéôôüò ôáõôßæåôáé ìå ôï ðëÞèïò ôùí áêÝñáéùí ìç{áñíçôéêþí ëýóåùí

ôçò åîßóùóçò

x1 + x2 + · · ·+ x10 + x11 = 2008

ìå ôïí ðåñéïñéóìü ï x1 íá åßíáé ðåñéôôüò. ÐñÜãìáôé ïé áêÝñáéåò ìç{áñíçôéêÝò ëýóåéò (x1; x2; : : : ; x10) ôçò

áíßóùóçò âñßóêïíôáé óå 1-1 áíôéóôïé÷ßá ìå ôéò áêÝñáéåò ìç{áñíçôéêÝò ëýóåéò (x1; x2; : : : ; x20; x11) ôçò

åîßóùóçò, èÝôïíôáò x11 = 2008−x1−x2−· · ·−x10. Ôï óýíïëï ôùí áêÝñáéùí ìç{áñíçôéêþí ëýóåùí ôçò

åîßóùóçò ìå ôïí ðåñéïñéóìü ï x1 íá åßíáé ðåñéôôüò ìðïñåß íá èåùñçèåß ç îÝíç Ýíùóç ôùí óõíüëùí ôùí

áêÝñáéùí ìç{áñíçôéêþí ëýóåùí ôçò åîßóùóçò üðïõ ï x1 ðáßñíåé ôçí ôéìÞ 2k+1 ãéá k = 0; 1; 2; : : : ; 1003.

Ôï ðëÞèïò ôùí áêÝñáéùí ìç{áñíçôéêþí ëýóåùí ôçò åîßóùóçò ðïõ ï x1 ðáßñíåé ôçí ôéìÞ 2k + 1 åßíáé
(10+2008−(2k+1)−1

2008−(2k+1)

)
. Óõíåðþò ôï æçôïýìåíï ðëÞèïò ëýóåùí åßíáé:

1003∑

k=0

(
2016− 2k
2007− 2k

)
:

(â) ×ñçóéìïðïéïýìå ôïí 1{1 ìåôáó÷çìáôéóìü ôùí ìåôáâëçôþí yi = xi−20 ãéá i = 1; 2; : : : ; 5 êáé yi = xi

ãéá i = 6; 7; : : : ; 10. ¸ôóé ôï ðñüâëçìá ôïõ ðñïóäéïñéóìïý ôïõ ðëÞèïõò ôùí áêÝñáéùí ìç{áñíçôéêþí

ëýóåùí ôçò áñ÷éêÞò åîßóùóçò ìå ôïõò áñ÷éêïýò ðåñéïñéóìïýò áíÜãåôáé óôï ðñïóäéïñéóìü ôïõ ðëÞèïõò

ôùí áêÝñáéùí ìç{áñíçôéêþí ëýóåùí ôçò åîßóùóçò

y1 + y2 + · · ·+ y10 = 1908;
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ìå ôïõò ðåñéïñéóìïýò 0 ≤ yi ≤ 380 ãéá i = 1; 2; : : : ; 5 êáé yi ≥ 0 ãéá i = 6; 7; : : : ; 10.

ÈÝôïõìå Ω ôï óýíïëï ôùí áêÝñáéùí ìç{áñíçôéêþí ëýóåùí ôçò åîßóùóçò áõôÞò êáé Ái íá åßíáé ôï

õðïóýíïëï ôïõ Ω ðïõ ðåñéëáìâÜíåé ôéò ëýóåéò ìå yi ≥ 381, ãéá i = 1; 2; : : : ; 5. Ôüôå ôï æçôïýìåíï

ðëÞèïò ëýóåùí åßíáé ôï N(A′1A′2 · · ·A′5). Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí áñ÷Þ åãêëåéóìïý{áðïêëåéóìïý.

Ðñïò ôï óêïðü áõôü õðïëïãßæïõìå ôï N(Ai1Ai2 · · ·Aik) ãéá k = 1; 2; : : : ; 5 êáé êÜèå õðïóýíïëï äåéêôþí

{i1; i2; : : : ; ik} ⊆ {1; 2; : : : ; 5}. ¸÷ïõìå üôé ôï N(Ai1Ai2 · · ·Aik) åßíáé ôï ðëÞèïò ôùí ìç{áñíçôéêþí

áêÝñáéùí ëýóåùí ôçò åîßóùóçò

y1 + y2 + · · ·+ y10 = 1908;

ìå ôïõò ðåñéïñéóìïýò yi ≥ 381 ãéá i ∈ {i1; i2; : : : ; ik} êáé yi ≥ 0 ãéá i =∈ {i1; i2; : : : ; ik}. ÈÝôïíôáò íÝåò

ìåôáâëçôÝò wi = yi− 381 ãéá i ∈ {i1; i2; : : : ; ik} êáé wi = yi ãéá i =∈ {i1; i2; : : : ; ik} Ý÷ïõìå íá âñïýìå ôï

ðëÞèïò ôùí áêÝñáéùí ìç{áñíçôéêþí ëýóåùí ôçò åîßóùóçò

w1 + w2 + · · ·+ w10 = 1908− 381k

êáé åðïìÝíùò

N(Ai1Ai2 · · ·Aik) =
(

10 + 1908− 381k − 1
1908− 381k

)
:

×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí áñ÷Þ åãêëåéóìïý áðïêëåéóìïý Ý÷ïõìå ôþñá üôé ôï æçôïýìåíï ðëÞèïò ëýóåùí åßíáé

N(A′1A
′
2 · · ·A′5) =

5∑

k=0

(−1)k
(

5
k

)
N(Ai1Ai2 · · ·Aik)

=
5∑

k=0

(−1)k
(

5
k

)(
10 + 1908− 381k − 1

1908− 381k

)
:

ÈÝìá 3. (á) (2 âáèìïß) Íá õðïëïãéóôåß ôï Üèñïéóìá

∞∑

k=0

(
n+ k
2k

)(
2k
k

)
(−1)k

k + 1
; n ∈ N:

(â) (1 âáèìüò) Íá õðïëïãéóôåß ôï Üèñïéóìá

m+1∑

j=1

1
j + 1

(
m

j − 1

)
; m ∈ N:

Ëýóç. (á) Áíáðôýóïõìå ôïõò äéùíõìéêïýò óõíôåëåóôÝò óå ðáñáãïíôéêÜ êáé êÜíïõìå êÜðïéåò áðëïðïéÞ-

óåéò ùò åîÞò:

∞∑

k=0

(
n+ k
2k

)(
2k
k

)
(−1)k

k + 1
=

∞∑

k=0

(n+ k)!
(2k)!(n− k)!

(2k)!
k!k!

(−1)k

k + 1

=
∞∑

k=0

(−1)k
(n+ k)!

k!(k + 1)!(n− k)!
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ÐïëëáðëáóéÜæïõìå êáé äéáéñïýìå ìå n! þóôå íá äçìéïõñãçèïýí äéùíõìéêïß óõíôåëåóôÝò. ¸÷ïõìå:

∞∑

k=0

(
n+ k
2k

)(
2k
k

)
(−1)k

k + 1
=

∞∑

k=0

(−1)k
(n+ k)!n!

k!(k + 1)!(n− k)!n!

=
∞∑

k=0

(−1)k

k + 1

(
n+ k
k

)(
n
k

)

=
∞∑

k=0

1
k + 1

(−1)k
(

(n+ 1) + k − 1
k

)(
n
k

)

=
∞∑

k=0

1
k + 1

(−(n+ 1)
k

)(
n
k

)

=
1

n+ 1

∞∑

k=0

(−(n+ 1)
k

)(
n+ 1
k + 1

)

=
1

n+ 1

∞∑

k=0

(−(n+ 1)
k

)(
n+ 1
n− k

)

=
1

n+ 1

(
0
n

)

=





1 áí n = 0;

0 áí n 6= 0:

(â) ¸÷ïõìå, êÜíïíôáò ôçí áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò k = j − 1, üôé:

m+1∑

j=1

1
j + 1

(
m

j − 1

)
=

m∑

k=0

1
k + 2

(
m
k

)
=

m∑

k=0

k + 1
(k + 1)(k + 2)

(
m
k

)
=

m∑

k=0

k + 1
(k + 1)(k + 2)

m!
k!(m− k)!

=
m∑

k=0

(k + 1)
m!

(k + 2)!(m− k)!
=

1
(m+ 1)(m+ 2)

m∑

k=0

(k + 1)
m!(m+ 1)(m+ 2)
(k + 2)!(m− k)!

=
1

(m+ 1)(m+ 2)

m∑

k=0

(k + 1)
(m+ 2)!

(k + 2)!(m− k)!

=
1

(m+ 1)(m+ 2)

m∑

k=0

(k + 1)
(
m+ 2
k + 2

)
:

ÊÜíïõìå ôþñá ôçí áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò i = k + 2 ïðüôå Ý÷ïõìå

m+1∑

j=1

1
j + 1

(
m

j − 1

)
=

1
(m+ 1)(m+ 2)

m+2∑

i=2

(i− 1)
(
m+ 2
i

)

=
1

(m+ 1)(m+ 2)

(m+2∑

i=2

i
(
m+ 2
i

)
−
m+2∑

i=2

(
m+ 2
i

))

Åßíáé üìùò

m+2∑

i=2

i
(
m+ 2
i

)
= (m+ 2)

m+2∑

i=2

(
m+ 1
i− 1

)
= (m+ 2)

m+1∑

s=1

(
m+ 1
s

)
= (m+ 2)(2m+1 − 1)

êáé
m+2∑

i=2

(
m+ 2
i

)
= 2m+2 − (m+ 2)− 1 = 2m+2 −m− 3;
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ïðüôå ôåëéêÜ
m+1∑

j=1

1
j + 1

(
m

j − 1

)
=

(m+ 2)(2m+1 − 1)− 2m+2 +m+ 3
(m+ 1)(m+ 2)

:

ÈÝìá 4. ¸óôù aê, ê = 0; 1; 2; : : : ôï ðëÞèïò ôùí óõíäõáóìþí ìå åðáíÜëçøç ôùí óôïé÷åßùí ôïõ

Ω = {!1; !2; : : : ; !2008} áíÜ ê, üðïõ ôá !1; !2; : : : ; !999 åìöáíßæïíôáé ðåñéôôü áñéèìü öïñþí (äçëáäÞ 1

Þ 3 Þ 5 êëð. öïñÝò) ôï êáèÝíá, ôá !1000; !1001; : : : ; !1999 åìöáíßæoíôáé ôï ðïëý 1 öïñÜ ôï êáèÝíá êáé ôá

!2000; !2001 : : : ; !2008 åìöáíßæïíôáé áêñéâþò 2 öïñÝò ôï êáèÝíá.

(á) (1 âáèìüò) Íá ðñïóäéïñéóôåß ç ãåííÞôñéá óõíäõáóìþí

A(t) =
∞∑

ê=0

aêtê:

(â) (1 âáèìüò) Íá âñåèåß Ýíáò üóï ôï äõíáôüí áðëïýóôåñïò ôýðïò ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ðëÞèïõò

aê ôùí óõíäõáóìþí ìå åðáíÜëçøç ôùí óôïé÷åßùí ôïõ Ω = {!1; !2; : : : ; !2008} áíÜ ê ðïõ ðëçñïýí ôéò

ðáñáðÜíù óõíèÞêåò.

Ëýóç. (á) Ïé (áðëïðïéçìÝíåò) áðáñéèìÞôñéåò ôùí óôïé÷åßùí !1; !2; : : : ; !999 åßíáé A1(t) = t+ t3 + t5 +

: : : = t
1−t2 ; A2(t) = t

1−t2 ; : : : ; A999 = t
1−t2 . Ãéá ôá óôïé÷åßá !1000; !1001; : : : ; !1999 åßíáé A1000(t) = 1+ t,

A1001(t) = 1 + t; : : : ; A1999(t) = 1 + t, åíþ ãéá ôá !2000; !2001; : : : ; !2008 åßíáé A2000(t) = t2; A2001(t) =

t2; : : : ; A2008(t) = t2.

ÅðïìÝíùò ç ãåííÞôñéá ôùí óõíäõáóìþí åßíáé

A(t) = A1(t)A2(t) · · ·A2008(t)

=
(

t
1− t2

)999

(1 + t)1000(t2)9 = (1 + t)
(

1
1− t

)999

t1017

= (t1017 + t1018)
(

1
1− t

)999

:

(â) Åßíáé

A(t) = (t1017 + t1018)
(

1
1− t

)999

= (t1017 + t1018)
∞∑

j=0

(
999 + j − 1

j

)
tj

=
∞∑

j=0

(
999 + j − 1

j

)
tj+1017 +

∞∑

j=0

(
999 + j − 1

j

)
tj+1018

=
∞∑

k=1017

(
k − 19
k − 1017

)
tk +

∞∑

k=1018

(
k − 20
k − 1018

)
;

ïðüôå

ak =





0 áí k = 0; 1; : : : ; 1016;
( k−19
k−1017

)
= 1 áí k = 1017;

( k−19
k−1017

)
+

( k−20
k−1018

)
áí k = 1018; 1019; : : ::
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