
ÓÕÍÄÕÁÓÔÉÊÇ É, ÖÅÂÑÏÕÁÑÉÏÓ 2011 - ÏÌÁÄÁ ÈÅÌÁÔÙÍ Á

ÈÝìá 1. Èåùñïýìå ôï óýíïëï ôùí êåöáëáßùí ãñáììÜôùí ôïõ Åëëçíéêïý ÁëöÜâçôïõ ðïõ ðåñéÝ÷åé 24

ãñÜììáôá, áðü ôá ïðïßá 7 åßíáé öùíÞåíôá (Á,Å,Ç,É,Ï,Õ,Ù) êáé ôá õðüëïéðá 17 åßíáé óýìöùíá. Ùò ëÝîç

ïñßæïõìå ìéá åðáíáëçðôéêÞ äéÜôáîç óôïé÷åßùí ôïõ óõíüëïõ áõôïý (äåí åßíáé áðáñáßôçôï íá Ý÷åé íüçìá).

(á) (0.5 âáèì.) Ðüóåò åßíáé ïé ëÝîåéò ìå 10 ãñÜììáôá, ðïõ áñ÷ßæïõí ìå Á, ôåëåéþíïõí ìå Å êáé äåí

ðåñéÝ÷ïõí åðáíáëáìâáíüìåíá ãñÜììáôá (äçëáäÞ êÜèå ãñÜììá ôçò ëÝîçò åìöáíßæåôáé ìüíï ìéá öïñÜ);

(â) (0.5 âáèì.) Ðüóåò åßíáé ïé ëÝîåéò ìå 10 ãñÜììáôá óôéò ïðïßåò ôá ðñþôá 6 ãñÜììáôá åßíáé öùíÞåíôá

êáé ôá ôåëåõôáßá 4 ãñÜììáôá åßíáé óýìöùíá;

(ã) (0.5 âáèì.) Ðüóåò åßíáé ïé ëÝîåéò ìå 10 ãñÜììáôá ðïõ ðåñéÝ÷ïõí üëá ôá öùíÞåíôá êáé äåí ðåñéÝ÷ïõí

åðáíáëáìâáíüìåíá ãñÜììáôá;

(ä) (1.5 âáèì.) Ðüóåò åßíáé ïé ëÝîåéò ìå 10 ãñÜììáôá óôéò ïðïßåò ôï ãñÜììá Á ìðïñåß íá åìöáíßæåôáé

ôï ðïëý 5 öïñÝò, åíþ ôá õðüëïéðá ôï ðïëý 1 öïñÜ;

ÈÝìá 2. (á) (1.5 âáèì.) Íá âñåèåß ôï ðëÞèïò ôùí áêÝñáéùí ëýóåùí ôçò áíßóùóçò

x1 + x2 + · · ·+ x� ≤ 3 · 2� + 2

ìå ôïõò ðåñéïñéóìïýò xi ≥ 3 ·
(
�
i

)
, i = 1; 2; : : : ; �.

(â) (1.5 âáèì.) Äßíåôáé � ≥ 1 áêÝñáéïò. Íá õðïëïãéóôåß ôï Üèñïéóìá

�∑
�=1

(
�

�

)(
�� +

(
�

�

))
:

ÈÝìá 3. (á) (1.5 âáèì.)Íá âñåßôå ìå ðüóïõò ôñüðïõò åßíáé äõíáôü íá ìïéñáóôïýí 1000 üìïéåò êáñáìÝëåò

óå 100 (äéáêåêñéìÝíá) ðáéäéÜ þóôå êÜèå ðáéäß íá ðÜñåé ôï ðïëý 300 êáñáìÝëåò.

(â) (1.5 âáèì.) Íá âñåßôå ìå ðüóïõò ôñüðïõò åßíáé äõíáôü íá ìïéñáóôïýí 1000 üìïéåò êáñáìÝëåò óå 100

(äéáêåêñéìÝíá) ðáéäéÜ þóôå êÜèå ðáéäß íá ðÜñåé ôïõëÜ÷éóôïí 5 êáñáìÝëåò êáé ôï ðïëý 505.

ÈÝìá 4. (á) (1.5 âáèì.) ¸óôù ��, � = 0; 1; 2; : : : ôï ðëÞèïò ôùí äéáôÜîåùí ìå åðáíÜëçøç ôùí óôïé÷åßùí

ôïõ Ω = {!1; !2; : : : ; !� ; !�+1; !�+2} áíÜ �, üðïõ ôá óôïé÷åßá !1; !2; : : : ; !� ìðïñïýí íá åìöáíßæïíôáé

ïðïéïíäÞðïôå áñéèìü öïñþí (÷ùñßò ðåñéïñéóìü), åíþ ôá óôïé÷åßá !�+1; !�+2 åðéôñÝðåôáé íá åìöáíßæïíôáé

ôïõëÜ÷éóôïí 1 öïñÜ ôï êáèÝíá. Íá âñåèåß ç (åêèåôéêÞ) ãåííÞôñéá äéáôÜîåùí E(t) =
∑∞

�=0 ��
t�

�! êáé íá

õðïëïãéóôåß ôï ��, � = 0; 1; 2; : : :.

(â) (1.5 âáèì.) Íá âñåèåß ôï ðëÞèïò ôùí óõíäõáóìþí 3 áíÜ 100 ìå åðáíÜëçøç ôïõ óõíüëïõ {!1; !2; !3},

üðïõ ôï óôïé÷åßï !1 åðéôñÝðåôáé íá åìöáíßæåôáé ôï ðïëý ìéá öïñÜ, ôï óôïé÷åßï !2 åðéôñÝðåôáé íá

åìöáíßæåôáé Üñôéï áñéèìü öïñþí (0 Þ 2 Þ 4 Þ : : :) êáé ôï óôïé÷åßï !3 åðéôñÝðåôáé íá åìöáíßæåôáé

ïðïéïíäÞðïôå áñéèìü öïñþí (÷ùñßò ðåñéïñéóìü).

ÍÁ ÃÑÁÖÏÕÍ ÏËÁ ÔÁ ÈÅÌÁÔÁ ÓÅ 2 ÙÑÅÓ. ÊÁËÇ ÅÐÉÔÕ×ÉÁ!
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ËÕÓÅÉÓ

ÈÝìá 1. (á) Áöïý åíäéáöåñüìáóôå ãéá ëÝîåéò ìå 10 ãñÜììáôá ðïõ áñ÷ßæïõí ìå Á êáé ôåëåéþíïõí ìå

Å, èá ðñÝðåé áðü ôá 22 ãñÜììáôá (åêôüò ôïõ Á êáé ôïõ Å ðïõ Ý÷ïõí Þäç åðéëåãåß) íá åðéëÝîïõìå 8 êáé

íá ôá äéáôÜîïõìå þóôå íá êáëõöèïýí ôá åíäéÜìåóá ãñÜììáôá. Áöïý äåí õðÜñ÷ïõí åðáíáëáìâáíüìåíá

ãñÜììáôá èá Ý÷ïõìå (áðëÝò) äéáôÜîåéò 22 áíÜ 8, äçëáäÞ (22)8 = 22!
(22−8)! = 22!

14! ôÝôïéåò ëÝîåéò.

(â) ¸÷ïõìå äéáôÜîåéò 7 áíÜ 6 ìå åðáíÜëçøç ãéá ôá ðñþôá 6 ãñÜììáôá ðïõ ðñÝðåé íá åðéëåãïýí áðü ôá

7 öùíÞåíôá êáé äéáôÜîåéò 17 áíÜ 4 ìå åðáíÜëçøç ãéá ôá ôåëåõôáßá 4 ãñÜììáôá ðïõ ðñÝðåé íá åðéëåãïýí

áðü ôá 17 óýìöùíá. Áðü ðïëëáðëáóéáóôéêÞ áñ÷Þ Ý÷ïõìå óõíïëéêÜ 76 · 174 ôÝôïéåò ëÝîåéò.

(ã) Ç êáôáóêåõÞ ìéáò ëÝîçò ìå 10 ãñÜììáôá ðïõ ðåñéÝ÷åé üëá ôá öùíÞåíôá êáé äåí ðåñéÝ÷åé åðáíáëáìâáíüìåíá

ãñÜììáôá ìðïñåß íá ãßíåé óå äõï óôÜäéá. Óôï ðñþôï óôÜäéï åðéëÝãïõìå ðïéá èá åßíáé ôá óýìöùíá ðïõ

èá åìöáíéóôïýí óôç ëÝîç ìå
(
17
3

)
ôñüðïõò. Óôï äåýôåñï óôÜäéï äéáôÜóïõìå üëá ôá ãñÜììáôá ôçò ëÝîçò

(7 öùíÞåíôá êáé ôá 3 åðéëå÷èÝíôá óýìöùíá) ìå 10! ôñüðïõò. Áðü ðïëëáðëáóéáóôéêÞ áñ÷Þ õðÜñ÷ïõí(
17
3

)
· 10! = 17!10!

3!14! ôÝôïéåò ëÝîåéò.

ÅíáëëáêôéêÜ ìðïñïýìå íá óêåöôïýìå üôé åðéëÝãïõìå ìå ôç óåéñÜ 7 èÝóåéò áðü ôéò 10, ÷ùñßò åðáíÜëçøç,

ãéá íá âÜëïõìå ôá öùíÞåíôá êáé êáôüðéí áðü ôá 17 óýìöùíá åðéëÝãïõìå ìå ôç óåéñÜ 3, ÷ùñßò åðáíÜëçøç

ãéá íá ôá âÜëïõìå óôéò èÝóåéò ðïõ åßíáé áêüìá êåíÝò. Áðü ðïëëáðëáóéáóôéêÞ áñ÷Þ õðÜñ÷ïõí óõíïëéêÜ

(10)7(17)3 = 10!17!
3!14! ôÝôïéåò ëÝîåéò.

(ä) Âñßóêïõìå ðñþôá ðüóåò åßíáé ïé ëÝîåéò ìå 10 ãñÜììáôá óôéò ïðïßåò ôï ãñÜììá Á ìðïñåß íá åìöáíßæåôáé

áêñéâþò j öïñÝò, åíþ ôá õðüëïéðá ôï ðïëý 1 öïñÜ. Ç êáôáóêåõÞ ìéáò ôÝôïéáò ëÝîçò ìðïñåß íá ãßíåé

óå äõï óôÜäéá. Óôï ðñþôï óôÜäéï åðéëÝãïõìå j áðü ôéò 10 èÝóåéò ôçò ëÝîçò ãéá íá ìðïýí ôá Á ìå
(
10
j

)
ôñüðïõò. Óôï äåýôåñï óôÜäéï åðéëÝãïõìå ìéá äéÜôáîç 23 áíÜ 10− j ãéá íá óõìðëçñùèïýí ïé õðüëïéðåò

èÝóåéò. Óõíåðþò Ý÷ïõìå áðü ðïëëáðëáóéáóôéêÞ áñ÷Þ óõíïëéêÜ
(
10
j

)
· (23)10−j = 10!23!

j!(10−j)!(13+j)! ëÝîåéò

ìå 10 ãñÜììáôá óôéò ïðïßåò ôï ãñÜììá Á ìðïñåß íá åìöáíßæåôáé áêñéâþò j öïñÝò, åíþ ôá õðüëïéðá ôï

ðïëý 1 öïñÜ. ×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí áñ÷Þ ôïõ áèñïßóìáôïò óõìðåñáßíïõìå üôé ïé ëÝîåéò ìå 10 ãñÜììáôá

óôéò ïðïßåò ôï ãñÜììá Á ìðïñåß íá åìöáíßæåôáé ôï ðïëý 5 öïñÝò, åíþ ôá õðüëïéðá ôï ðïëý 1 öïñÜ åßíáé∑5
j=0

(
10
j

)
· (23)10−j =

∑5
j=0

10!23!
j!(10−j)!(13+j)! .

ÅíáëëáêôéêÜ, ãéá íá äçìéïõñãÞóïõìå ìéá ëÝîç ìå 10 ãñÜììáôá óôéò ïðïßåò ôï ãñÜììá Á ìðïñåß íá

åìöáíßæåôáé áêñéâþò j öïñÝò, åíþ ôá õðüëïéðá ôï ðïëý 1 öïñÜ, äïõëåýïõìå óå 2 óôÜäéá. Óôï ðñþôï

åðéëÝãïõìå 10 − j ãñÜììáôá áðü ôá 23 (åêôüò ôïõ Á) ãéá íá ìðïýí óôç ëÝîç, ìå
(

23
10−j

)
ôñüðïõò. Óôï

äåýôåñï óôÜäéï âÜæïõìå ôá j áíôßãñáöá ôïõ Á êáé ôá ìåìïíùìÝíá 10−j ãñÜììáôá óôç óåéñÜ (ìåôáèÝóåéò

10 − j + 1 åéäþí óôïé÷åßùí ðïõ ôï Ýíá óôïé÷åßï, ôï Á, åìöáíßæåôáé j öïñÝò åíþ ôá õðüëïéðá 10 − j

óôïé÷åßá áðü ìéá öïñÜ ôï êáèÝíá) ìå 10!
j!(1!)10−j

= 10!
j! ôñüðïõò. Óõíåðþò Ý÷ïõìå áðü ðïëëáðëáóéáóôéêÞ

áñ÷Þ óõíïëéêÜ
(

23
10−j

)
10!
j! = 23!10!

(10−j)!(13+j)!j! óôéò ïðïßåò ôï ãñÜììá Á ìðïñåß íá åìöáíßæåôáé áêñéâþò j

öïñÝò, åíþ ôá õðüëïéðá ôï ðïëý 1 öïñÜ êáé ìåôÜ åöáñìüæïõìå ôçí áñ÷Þ ôïõ áèñïßóìáôïò üðùò ðáñáðÜíù.
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ÈÝìá 2. (á) ÊÜíïíôáò ôçí áëëáãÞ ìåôáâëçôþí yi = xi − 3 ·
(
�
i

)
, i = 1; 2; : : : ; �, ôï ðñüâëçìá áíÜãåôáé

óôçí åýñåóç ôïõ ðëÞèïõò ôùí áêÝñáéùí ìç-áñíçôéêþí ëýóåùí ôçò y1+y2+· · ·+y� ≤ 3·2�+2−3
∑�

i=1

(
�
i

)
.

×ñçóéìïðïéþíôáò ôï äéþíõìï ôïõ Newton Ý÷ïõìå
∑�

i=1

(
�
i

)
= 2� − 1. ÅðïìÝíùò ôï ðñüâëçìá Ý÷åé

áíá÷èåß óôçí åýñåóç ôïõ ðëÞèïõò ôùí áêÝñáéùí ìç-áñíçôéêþí ëýóåùí ôçò áíßóùóçò y1+y2+· · ·+y� ≤ 5.

ÁëëÜ áõôü éóïýôáé ìå ôï ðëÞèïò ôùí áêÝñáéùí ìç-áñíçôéêþí ëýóåùí ôçò åîßóùóçò y1 + y2 + · · ·+ y� +

y�+1 = 5 ðïõ ôáõôßæåôáé ìå ôï ðëÞèïò ôùí åðáíáëçðôéêþí óõíäõáóìþí � + 1 áíÜ 5, äçëáäÞ åßíáé[
�+1
5

]
=
(
�+1+5−1

5

)
=
(
�+5
5

)
= (�+1)(�+2)···(�+5)

120 .

(â) ¸÷ïõìå

�∑
�=1

(
�

�

)(
�� +

(
�

�

))
= �

�∑
�=1

�

(
�

�

)
+

�∑
�=1

(
�

�

)2

= �

�∑
�=1

�
�

�

(
� − 1
�− 1

)
+

�∑
�=1

(
�

�

)(
�

� − �

)

= �2
�−1∑
j=0

(
� − 1
j

)
+

�∑
�=0

(
�

�

)(
�

� − �

)
−
(
�

0

)(
�

�

)

= �22�−1 +
(

2�
�

)
− 1;

üðïõ óôç äåýôåñç éóüôçôá ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôéò éäéüôçôåò
(
�
�

)
= �

�

(
�−1
�−1

)
êáé

(
�
�

)
=
(

�
�−�
)
ôùí äéùíõìéêþí

óõíôåëåóôþí êáé óôçí ôÝôáñôç ôçí ôáõôüôçôá ôïõ Cauchy.

ÈÝìá 3. (á) Ôï ðñüâëçìá åßíáé éóïäýíáìï ìå ôçí åýñåóç ôïõ ðëÞèïõò ôùí áêÝñáéùí ëýóåùí ôçò

åîßóùóçò x1 + x2 + · · · + x100 = 1000, õðü ôïõò ðåñéïñéóìïýò 0 ≤ xi ≤ 300 ãéá i = 1; 2; : : : ; 100.

ÈÝôïõìå Ω ôï óýíïëï ôùí áêÝñáéùí ìç áñíçôéêþí ëýóåùí ôçò åîßóùóçò êáé Ái ôï óýíïëï ôùí áêÝñáéùí

ìç áñíçôéêþí ëýóåùí ôçò åîßóùóçò ìå xi ≥ 301 ãéá i = 1; 2; : : : ; 100. To æçôïýìåíï ðëÞèïò åßíáé ôüôå

ôï N(A′1A
′
2 · · ·A′100) ðïõ èá õðïëïãéóôåß åöáñìüæïíôáò ôçí áñ÷Þ åãêëåéóìïý-áðïêëåéóìïý. ¸÷ïõìå üôé

N(Ω) =
[

100
1000

]
, N(Ai) =

[
100
699

]
(ôï ðëÞèïò ôùí áêÝñáéùí ìç-áñíçôéêþí ëýóåùí ôçò y1 +y2 + · · ·+y100 +

301 = 1000), i = 1; 2; : : : ; 100, N(AiAj) =
[

100
398

]
(ôï ðëÞèïò ôùí áêÝñáéùí ìç-áñíçôéêþí ëýóåùí ôçò

y1 + y2 + · · ·+ y100 + 2 ·301 = 1000), i 6= j, Í(AiAjAk) =
[

100
97

]
(ôï ðëÞèïò ôùí áêÝñáéùí ìç-áñíçôéêþí

ëýóåùí ôçò y1+y2+ · · ·+y100+3 ·301 = 1000), i 6= j 6= k 6= i, åíþ ïé ôïìÝò 4 Þ ðáñáðÜíù äéáêåêñéìÝíùí

óõíüëùí áðü ôá A1; A2; : : : ; A100 åßíáé êåíÜ óýíïëá. ÊáôáëÞãïõìå óôï üôé ôï æçôïýìåíï ðëÞèïò åßíáé

ôï N(A′1A
′
2 · · ·A′100) =

[
100
1000

]
−
(
100
1

) [
100
699

]
+
(
100
2

) [
100
398

]
−
(
100
3

) [
100
97

]
:

(â) Ôï ðñüâëçìá åßíáé éóïäýíáìï ìå ôçí åýñåóç ôïõ ðëÞèïõò ôùí áêÝñáéùí ëýóåùí ôçò åîßóùóçò x1 +

x2+· · ·+x100 = 1000, õðü ôïõò ðåñéïñéóìïýò 5 ≤ xi ≤ 505 ãéá i = 1; 2; : : : ; 100. Ìå ôï ìåôáó÷çìáôéóìü

yi = xi−5, i = 1; 2; : : : ; 100, ôï ðñüâëçìá áíÜãåôáé óôïí õðïëïãéóìü ôïõ ðëÞèïõò ôùí áêÝñáéùí ëýóåùí

ôçò åîßóùóçò y1 + y2 + · · · + y100 = 500, õðü ôïõò ðåñéïñéóìïýò 0 ≤ yi ≤ 500 ãéá i = 1; 2; : : : ; 100.

Ðáñáôçñïýìå üôé ïé äåîéïß ðåñéïñéóìïß åßíáé ðåñéôôïß áöïý ç ó÷Ýóç y1 + y2 + · · · + y100 = 500 êáé

ïé ðåñéïñéóìïß yi ≥ 0, i = 1; 2; : : : ; 100 óõíåðÜãïíôáé üôé yi ≤ 500, i = 1; 2; : : : ; 100. ÅðïìÝíùò ôï

æçôïýìåíï ðëÞèïò áíÜãåôáé óôï ðëÞèïò ôùí áêÝñáéùí ìç-áñíçôéêþí ëýóåùí ôçò y1+y2+· · ·+y100 = 500
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ðïõ åßíáé
[

100
500

]
=
(
599
500

)
.

ÈÝìá 4. (á) Ç (åêèåôéêÞ) ãåííÞôñéá ôùí äéáôÜîåùí åßíáé ç E(t) = (et)� ·(et−1)2 = e(�+2)t−2e(�+1)t+e�t.

Êáôüðéí ÷ñçóéìïðïéïýìå ôçí åêèåôéêÞ óåéñÜ et =
∑∞

j=0
tj

j! ãéá íá áíáðôýîïõìå ôçí Å(t) óå äõíÜìåéò ôïõ

tk. ÔåëéêÜ Ý÷ïõìå �� = (� + 2)k − 2(� + 1)k + �k, k = 0; 1; : : :.

(â) Ç ãåííÞôñéá ôùí óõíäõáóìþí 3 áíÜ k ìå åðáíÜëçøç ôïõ óõíüëïõ {!1; !2; !3}, üðïõ ôï óôïé÷åßï !1

åðéôñÝðåôáé íá åìöáíßæåôáé ôï ðïëý ìéá öïñÜ, ôï óôïé÷åßï !2 åðéôñÝðåôáé íá åìöáíßæåôáé Üñôéï áñéèìü

öïñþí (0 Þ 2 Þ 4 Þ : : :) êáé ôï óôïé÷åßï !3 åðéôñÝðåôáé íá åìöáíßæåôáé ïðïéïíäÞðïôå áñéèìü öïñþí (÷ùñßò

ðåñéïñéóìü) åßíáé ç A(t) = (1+t)(1+t2+t4+t6+· · · )(1+t+t2+t3+· · · ) ðïõ ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï Üðåéñï

Üèñïéóìá üñùí ãåùìåôñéêÞò ðñïüäïõ ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ A(t) = (1+t) 1
1−t2

1
1−t = 1

(1−t)2 . Ï óõíôåëåóôÞò

ôïõ t� óôç óåéñÜ åßíáé ï åðáíáëçðôéêüò óõíäõáóìüò 2 áíÜ �, äçëáäÞ ï
[

2
�

]
=
(
2+�−1

�

)
= �+ 1. Óõíåðþò

ãéá � = 100 Ý÷ïõìå 101 ôÝôïéïõò óõíäõáóìïýò.
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