
ÓÕÍÄÕÁÓÔÉÊÇ É, ÓÅÐÔÅÌÂÑÉÏÓ 2011 - ÏÌÁÄÁ ÈÅÌÁÔÙÍ Á - ËÕÓÅÉÓ

ÈÝìá 1. Óôï Êßíï êëçñþíïíôáé 20 áñéèìïß áðü ôïõò 1; 2; : : : ; 80 (äåí åíäéáöÝñåé ç óåéñÜ åîáãùãÞò ôùí

êëÞñùí êáé äåí ãßíåôáé åðáíÜèåóç ôùí êëÞñùí, ïðüôå êÜèå áñéèìüò áðü ôïõò 1; 2; : : : ; 80 åìöáíßæåôáé

ôï ðïëý ìéá öïñÜ). ¸íá áðïôÝëåóìá ôçò êëÞñùóçò åßíáé åðïìÝíùò Ýíá óýíïëï 20 áñéèìþí áðü ôïõò

1; 2; : : : ; 80. ¸íáò ðáßêôçò åðéëÝãåé 10 áñéèìïýò áðü ôïõò 1; 2; : : : ; 80 êáé óõìðëçñþíåé ôï äåëôßï ôïõ ìå

áõôïýò.

(á) Íá âñåèåß ï áñéèìüò ôùí äõíáôþí áðïôåëåóìÜôùí ôçò êëÞñùóçò ðïõ Ý÷ïõí áêñéâþò j êïéíïýò

áñéèìïýò ìå ôï äåëôßï ôïõ ðáßêôç.

(â) Íá âñåèåß ï áñéèìüò ôùí äõíáôþí áðïôåëåóìÜôùí ôçò êëÞñùóçò ðïõ Ý÷ïõí ôï ðïëý 9 êïéíïýò

áñéèìïýò ìå ôï äåëôßï ôïõ ðáßêôç.

Ëýóç: ¸íá áðïôÝëåóìá ôçò êëÞñùóçò ðïõ Ý÷åé áêñéâþò j êïéíïýò áñéèìïýò ìå ôï äåëôßï ôïõ ðáßêôç

ìðïñåß íá èåùñçèåß üôé êáôáóêåõÜæåôáé óå äõï óôÜäéá. Óôï ðñþôï óôÜäéï èá ðñÝðåé íá åðéëåãïýí j áðü

ôïõò 10 áñéèìïýò ôïõ äåëôßïõ ôïõ ðáßêôç ãéá íá åîá÷èïýí êáôÜ ôçí êëÞñùóç. Ç åðéëïãÞ áõôÞ ãßíåôáé

ìå
(
10
j

)
ôñüðïõò äåäïìÝíïõ üôé äåí åíäéáöÝñåé ç óåéñÜ åãáîùãÞò ôùí êëÞñùí, ïýôå ãßíåôáé åðáíÜèåóç.

Óôï äåýôåñï óôÜäéï èá ðñÝðåé íá åðéëåãïýí 20 − j áðü ôïõò 70=80-10 áñéèìïýò ðïõ äåí ðåñéÝ÷ïíôáé

óôï äåëôßï ôïõ ðáßêôç ãéá íá åîá÷èïýí êáôÜ ôçí êëÞñùóç. Ç åðéëïãÞ áõôÞ ãßíåôáé ìå
(

70
20−j

)
ôñüðïõò,

áíåîÜñôçôá áðü ôï ðïéÜ åðéëïãÞ Ý÷åé ãßíåé óôï ðñþôï óôÜäéï. Áðü ôçí ðïëëáðëáóéáóôéêÞ áñ÷Þ Ý÷ïõìå

üôé õðÜñ÷ïõí óõíïëéêÜ
(
10
j

)(
70

20−j
)
äõíáôÜ áðïôåëÝóìáôá ôçò êëÞñùóçò ðïõ íá Ý÷ïõí áêñéâþò j êïéíïýò

áñéèìïýò ìå ôï äåëôßï ôïõ ðáßêôç (áðÜíôçóç óôï (á)).

Ï áñéèìüò ôùí äõíáôþí áðïôåëåóìÜôùí ôçò êëÞñùóçò ðïõ Ý÷ïõí ôï ðïëý 9 êïéíïýò áñéèìïýò ìå ôï äåëôßï

ôïõ ðáßêôç éóïýôáé ìå ôïí áñéèìü ôùí äõíáôþí áðïôåëåóìÜôùí ôçò êëÞñùóçò (
(
80
20

)
) ìåßïí ôïí áñéèìü

ôùí äõíáôþí áðïôåëåóìÜôùí ðïõ Ý÷ïõí 10 êïéíïýò áñéèìïýò ìå ôï äåëôßï ôïõ ðáßêôç (
(
10
10

)(
70

20−10

)
).

ÅðïìÝíùò åßíáé
(
80
20

)
−
(
70
10

)
.

ÅíáëëáêôéêÜ, ï áñéèìüò ôùí äõíáôþí áðïôåëåóìÜôùí ôçò êëÞñùóçò ðïõ Ý÷ïõí ôï ðïëý 9 êïéíïýò

áñéèìïýò ìå ôï äåëôßï ôïõ ðáßêôç âñßóêåôáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí áñ÷Þ ôïõ áèñïßóìáôïò êáé èá åßíáé ôï∑9
j=0

(
10
j

)(
70

20−j
)
. ÅðåéäÞ

(
10
j

)
= 0 ãéá j ≥ 11 Ý÷ïõìå:

9∑
j=0

(
10
j

)(
70

20− j

)
=

10∑
j=0

(
10
j

)(
70

20− j

)
−
(

10
10

)(
70

20− 10

)

=
20∑
j=0

(
10
j

)(
70

20− j

)
−
(

10
10

)(
70

20− 10

)

=
(

10 + 70
20

)
−
(

10
10

)(
70

20− 10

)
=

(
80
20

)
−
(

70
10

)
;

üðïõ óôçí ðñïôåëåõôáßá éóüôçôá Ý÷åé ÷ñçóéìïðïéçèåß ï ôýðïò ôïõ Cauchy
∑n

j=0

(
r
j

)(
s

n−j
)

=
(
r+s
n

)
.
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ÅðïìÝíùò, õðÜñ÷ïõí óõíïëéêÜ
(
80
20

)
−
(
70
10

)
áðïôåëÝóìáôá ôçò êëÞñùóçò ðïõ Ý÷ïõí ôï ðïëý 9 êïéíïýò

áñéèìïýò ìå ôï äåëôßï ôïõ ðáßêôç (áðÜíôçóç óôï (â)).

ÈÝìá 2. Ñß÷íïõìå Ýíá óõíçèéóìÝíï æÜñé (êáíïíéêü åîÜåäñï) n öïñÝò êáé êáôáãñÜöïõìå ìå ôç óåéñÜ

ôéò åíäåßîåéò. ¸íá áðïôÝëåóìá åßíáé ìéá äéáôåôáãìÝíç n-áäá (i1; i2; : : : ; in), i1; i2; : : : ; in ∈ {1; 2; : : : ; 6}.

(á) Íá âñåèåß ôï ðëÞèïò ôùí áðïôåëåóìÜôùí (i1; i2; : : : ; in) ãéá ôá ïðïßá éó÷ýåé i1 ≤ i2 ≤ : : : ≤ in.

(â) Íá âñåèåß ôï ðëÞèïò ôùí áðïôåëåóìÜôùí (i1; i2; : : : ; in) óôá ïðïßá êáèÝíáò áðü ôïõò áñéèìïýò 1; 2; 3

åìöáíßæåôáé ôïõëÜ÷éóôïí ìéá öïñÜ.

Ëýóç: ¸íá áðïôÝëåóìá ãéá ôï ïðïßï éó÷ýåé i1 ≤ i2 ≤ : : : ≤ in ðñïóäéïñßæåôáé ðëÞñùò áðü ôïõò áñéèìïýò

ôùí åìöáíßóåùí x1; x2; : : : ; x6 ôùí åíäåßîåùí 1; 2; : : : ; 6 áíôßóôïé÷á. Ð.÷. ãéá n = 12 ôï áðïôÝëåóìá

(i1; i2; i3; i4; i5; i6; i7; i8; i9; i10; i11; i12) = (1; 1; 1; 1; 2; 4; 4; 4; 4; 5; 6; 6)

áíôéóôïé÷åß óôï äéÜíõóìá

(x1; x2; x3; x4; x5; x6) = (4; 1; 0; 4; 1; 2)

ôùí áñéèìþí åìöáíßóåùí ôùí åíäåßîåùí. ÅðïìÝíùò, ôï ðëÞèïò ôùí áðïôåëåóìÜôùí (i1; i2; : : : ; in) ãéá ôá

ïðïßá éó÷ýåé i1 ≤ i2 ≤ : : : ≤ in éóïýôáé ìå ôï ðëÞèïò ôùí áêÝñáéùí ìç-áñíçôéêþí ëýóåùí ôçò åîßóùóçò

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 = n ðïõ éóïýôáé ìå ôï ðëÞèïò ôùí óõíäõáóìþí ìå åðáíÜëçøç 6 áíÜ n

(áðÜíôçóç óôï (á)).

¸óôù ôþñá Ω ôï óýíïëï ôùí áðïôåëåóìÜôùí (i1; i2; : : : ; in), i1; i2; : : : ; in ∈ {1; 2; : : : ; 6}. ¸óôù åðßóçò

Á1 ôï õðïóýíïëï ôïõ Ω ðïõ ðåñéÝ÷åé ôá áðïôåëÝóìáôá óôá ïðïßá äåí åìöáíßæåôáé ç Ýíäåéîç 1. Ïìïßùò,

ïñßæïõìå Á2 êáé Á3 íá åßíáé ôá õðïóýíïëá ôïõ Ω ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ôá áðïôåëÝóìáôá óôá ïðïßá äåí

åìöáíßæïíôáé ïé åíäåßîåéò 2 êáé 3 áíôßóôïé÷á. Ôï ðëÞèïò ôùí áðïôåëåóìÜôùí (i1; i2; : : : ; in) óôá ïðïßá

êáèÝíáò áðü ôïõò áñéèìïýò 1; 2; 3 åìöáíßæåôáé ôïõëÜ÷éóôïí ìéá öïñÜ, åßíáé Í(Á′1Á
′
2Á
′
3). Áðü ôçí áñ÷Þ

åãêëåéóìïý-áðïêëåéóìïý Ý÷ïõìå (ôçí áðÜíôçóç óôï (â)):

Í(Á′1Á
′
2Á
′
3) = N(Ω)−N(A1)−N(A2)−N(A3) + N(A1A2) + N(A1A3) + N(A2A3)−N(A1A2A3)

= 6n − 3 · 5n + 3 · 4n − 3n:

ÈÝìá 3. Íá âñåèåß ôï ðëÞèïò ôùí áêÝñáéùí ëýóåùí ôçò åîßóùóçò

x1 + x2 + · · ·+ x�+1 = 2�

ìå ôïõò ðåñéïñéóìïýò

x1 ≥ 0

x1 ≤ x2 ≤ x1 + 1

0 ≤ xi ≤ 1; i = 3; 4; : : : ; � + 1:
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Ëýóç: ×ñçóéìïðïéþíôáò ôï ìåôáó÷çìáôéóìü z = x1, y1 = x2 − x1, yi = xi+1, i = 2; 3; : : : ; � Ý÷ïõìå

üôé ï æçôïýìåíïò áñéèìüò éóïýôáé ìå ôï ðëÞèïò ôùí áêÝñáéùí ëýóåùí ôçò åîßóùóçò

2z + y1 + y2 + · · ·+ y� = 2�

ìå ôïõò ðåñéïñéóìïýò

z ≥ 0

0 ≤ yi ≤ 1; i = 1; 2; : : : ; �:

Ãéá êÜèå äõíáôÞ ôéìÞ j ôçò ìåôáâëçôÞò z ç åîßóùóç 2z+y1+y2+· · ·+y� = 2� ãñÜöåôáé y1+y2+· · ·+y� =

2(�−j) êáé Ý÷åé áêñéâþò
(

�
2(�−j)

)
áêÝñáéåò ëýóåéò ìå 0 ≤ yi ≤ 1; i = 1; 2; : : : ; �. ÅðïìÝíùò ôï óõíïëéêü

ðëÞèïò áêÝñáéùí ëýóåùí ôçò áñ÷éêÞò åîßóùóçò õðü ôïõò áñ÷éêïýò ðåñéïñéóìïýò åßíáé

�∑
j=0

(
�

2(� − j)

)
=

�∑
k=0

(
�

2k

)
=

∑
k Üñôéïò

(
�

k

)
≡ S�:

Ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ S�, èåùñïýìå åðßóçò ôï Üèñïéóìá S� =
∑

k ðåñéôôüò
(
�
k

)
êáé ðáñáôçñïýìå üôé

S� + S� =
�∑

k=0

(
�

k

)
= 2�

S� − S� =
�∑

k=0

(−1)k
(
�

k

)
= (1 + (−1))n = 0:

Ëýíïíôáò ôï óýóôçìá âñßóêïõìå S� = 2�−1 (óõíïëéêü ðëÞèïò áêÝñáéùí ëýóåùí ôçò áñ÷éêÞò åîßóùóçò

õðü ôïõò áñ÷éêïýò ðåñéïñéóìïýò).

ÈÝìá 4. ¸óôù �� ôï ðëÞèïò ôùí óõíäõáóìþí 2� + 2 áíÜ � ìå åðáíÜëçøç ôùí óôïé÷åßùí ôïõ Ω =

{!1; !2; : : : ; !2�+2} üðïõ ôá óôïé÷åßá !1; !2; : : : ; !2�+1 åðéôñÝðåôáé íá åìöáíßæïíôáé ôï ðïëý ìéá öïñÜ ôï

êáèÝíá êáé ôï óôïé÷åßï !2�+2 åðéôñÝðåôáé íá åìöáíßæåôáé Üñôéï áñéèìü öïñþí (0 Þ 2 Þ 4 Þ : : :).

(á) Íá õðïëïãéóôåß ç ãåííÞôñéá óõíäõáóìþí Á(t) =
∑∞

�=0 ��t
�.

(â) Íá õðïëïãéóôåß ç äéáöïñÜ �� − ��−1, � ≥ 1.

(ã) Íá õðïëïãéóôåß (äçë. íá âñåèåß êëåéóôüò ôýðïò ãéá) ôï �� .

Ëýóç: ×ñçóéìïðïéþíôáò ôç ãíùóôÞ äéáäéêáóßá ìå ôéò áðáñéèìÞôñéåò ôùí äéáöüñùí óôïé÷åßùí Ý÷ïõìå

üôé ç ãåííÞôñéá A(t) äßíåôáé ùò

Á(t) = (1+t)2�+1(1+t2+t4+· · · ) = (1+t)2�+1(1−t2)−1 = (1+t)2�+1=((1+t)(1−t)) = (1+t)2�(1−t)−1:

¸÷ïõìå üôé

∞∑
�=0

��t
� =

∞∑
j=0

(
2�
j

)
tj ·

∞∑
j=0

tj :
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Åîéóþíïíôáò ôïõò óõíôåëåóôÝò ôïõ t� ðáßñíïõìå

�� =
�∑

j=0

(
2�
j

)
; � = 0; 1; : : : :

ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå Üìåóá üôé �� − ��−1 =
(
2�
�

)
. ÅéäéêÜ ãéá � = � ôï Üèñïéóìá ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß

áêñéâþò

�� =
�∑

j=0

(
2�
j

)
=

1
2

 �∑
j=0

(
2�
j

)
+

�∑
j=0

(
2�

2� − j

)
=

1
2

 �∑
j=0

(
2�
j

)
+

2�∑
j=�

(
2�
j

)
=

1
2

(2�
�

)
+

2�∑
j=0

(
2�
j

)
=

1
2

((
2�
�

)
+ 22�

)
:
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