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(Par�dosh: 9 IanouarÐou 2008)

1. 'Estw f : R → R Lebesgue oloklhr¸simh sun�rthsh. DeÐxte ìti∫
f(x) cos(nx)dm(x) → 0 ìtan n →∞.

[Upìdeixh: DeÐxte to pr¸ta sthn perÐptwsh pou f = χJ gia tuqìn di�sthma J = [a, b].]

2. 'Estw f : R → R Lebesgue oloklhr¸simh sun�rthsh.

(a) DeÐxte ìti ∫
f(x)dm(x) =

∫
f(x + t)dm(x)

gia k�je t ∈ R.

(b) An g : R → R eÐnai mia fragmènh metr simh sun�rthsh, deÐxte ìti

lim
t→0

∫ ∣∣g(x) · [f(x)− f(x + t)]
∣∣dm(x) = 0.

[Upìdeixh: DeÐxte to pr¸ta sthn perÐptwsh pou h f eÐnai suneq c kai mhdenÐzetai èxw apì k�poio di�sthma
[−A,A], ìpou A > 0.]
(g) DeÐxte ìti

lim
t→0

∫ ∣∣f(x)− f(x + t)
∣∣dm(x) = 0.

3. 'Estw (X,M, µ) ènac σ-peperasmènoc q¸roc mètrou kai èstw g : X → R metr simh sun�rthsh.
Upojètoume ìti: gia k�je f ∈ L1(µ) isqÔei f · g ∈ L1(µ). DeÐxte ìti h g eÐnai {ousiwd¸c fragmènh}, dhl.
ìti up�rqei α > 0 tètoioc ¸ste

µ({x ∈ X : |g(x)| > α}) = 0.

4. 'Estw f : (0, 1) → R Lebesgue metr simh sun�rthsh. An h g(x, y) = f(x) − f(y) eÐnai oloklhr¸simh
sto (0, 1)× (0, 1), deÐxte ìti f ∈ L1(0, 1).

5. 'Estw E Lebesgue metr simo uposÔnolo tou Rn kai f, g mh arnhtikèc Lebesgue oloklhr¸simec sunar-
t seic sto E. DeÐxte ìti∫

E

f · g dm =
∫ +∞

0

(∫
{x∈E:g(x)≥y}

f(x)dm(x)

)
dm(y).

6. 'Estw (X,S, µ) q¸roc σ-peperasmènou mètrou kai f ∈ L1(X, µ). An ν(E) =
∫

E
fdµ, deÐxte ìti èna

E ∈ S eÐnai ν-jetikì (ant. ν-arnhtikì, ν-mhdenikì) an kai mìnon an h f |E eÐnai µ-sv.p. jetik  (ant. arnhtik ,
mhdèn). D¸ste par�deigma sunìlou E ∈ S ¸ste ν(E) = 0 all� to E den eÐnai ν-mhdenikì.

7. An (X,S, µ) eÐnai q¸roc mètrou, f ∈ L1(X, µ) kai ν(E) =
∫

E
fdµ, tìte ν+(E) =

∫
E

f+dµ kai
ν−(E) =

∫
E

f−dµ (epomènwc |ν|(E) =
∫

E
|f |dµ).

8. An ν eÐnai proshmasmèno mètro ston (X,S) kai E ∈ S, tìte

ν+(E) = sup{ν(F ) : F ∈ S, F ⊆ E} kai ν−(E) = − inf{ν(F ) : F ∈ S, F ⊆ E}.

EpÐshc

|ν|(E) = sup{
n∑

k=1

|ν(Ek)| : Ek ∈ S xèna,
n⋃

k=1

Ek = E} = sup{
∞∑

k=1

|ν(Fk)| : Fk ∈ S xèna,
∞⋃

k=1

Ek = E}

kai to |ν| eÐnai to mikrìtero jetikì mètro µ ston (X,S) me thn idiìthta µ(E) ≥ |ν(E)| gia k�je E ∈ S.
9. An ν, µ eÐnai proshmasmèna mètra ston (X,S), tìte

(a) 'Ena sÔnolo E ∈ S eÐnai ν-mhdenikì an kai mìnon an |ν|(E) = 0.
(b) ν ⊥ µ ⇔ |ν| ⊥ µ ⇔ (ν+ ⊥ µ kai ν− ⊥ µ).



Orismìc 1 'Estw ν proshmasmèno   jetikì mètro kai µ jetikì mètro ston metr simo q¸ro (X,S). To
ν lègetai apìluta suneqèc wc proc µ (gr�foume ν � µ) an

E ∈ S, µ(E) = 0 ⇒ ν(E) = 0.

DÔo jetik� mètra µ kai ν lègontai isodÔnama an ν � µ kai µ � ν.

10. ν � µ ⇔ |ν| � µ ⇔ (ν+ � µ kai ν− � µ).

11. An ν � µ kai ν ⊥ µ tìte ν = 0.

12. 'Estw µ kai ν dÔo σ-peperasmèna (jetik�) mètra ston (X,M). DeÐxte ìti ta ex c eÐnai isodÔnama:1

1. To ν eÐnai apolÔtwc suneqèc wc proc to µ kai to µ eÐnai apolÔtwc suneqèc wc proc to ν.

2. Ta µ kai ν èqoun ta Ðdia sÔnola mhdenikoÔ mètrou.

3. Up�rqei g : X → R metr simh me 0 < g(x) < ∞ gia k�je x ∈ X, tètoia ¸ste ν(A) =
∫

A
gdµ gia

k�je A ∈M.

13. 'Estw µ èna σ-peperasmèno mètro ston (X,M). DeÐxte ìti up�rqei peperasmèno mètro ν ston (X,M)
tètoio ¸ste: to µ eÐnai apolÔtwc suneqèc wc proc to ν kai to ν eÐnai apolÔtwc suneqèc wc proc to µ.

14. 'Estw µ, ν dÔo peperasmèna jetik� mètra ston (X,M) me ν � µ. OrÐzoume λ = µ+ν. An f = dν/dλ,
deÐxte ìti 0 ≤ f < 1 sqedìn pantoÔ wc proc to µ, kai

dν

dµ
=

f

1− f
.

15. 'Estw (X,M, µ) ènac σ-peperasmènoc q¸roc mètrou, N mia upo-σ-�lgebra thc M, kai ν = µ|N .
DeÐxte ìti an f ∈ L1(µ), tìte up�rqei g ∈ L1(ν) tètoia ¸ste∫

E

fdµ =
∫

E

gdν

gia k�je E ∈ N . DeÐxte epÐshc ìti an g′ eÐnai mia �llh tètoia sun�rthsh, tìte g′ = g sqedìn pantoÔ wc
proc to ν. (H g eÐnai h {desmeumènh mèsh tim } thc f sthn N .)

Na epilèxete toul�qiston 7 apì tic ask seic

1JewreÐste gnwstì to Je¸rhma Radon-Nikodym gia σ-peperasmèna (jetik�) mètra


