
Metaptuqiak  An�lush I: Ask sei
 1Epilèxte 7 ask sei
(Par�dosh: 27 Oktwbr�ou 2008)1. 'Estw A = {E ⊆ N : E peperasmèno   N \ E peperasmèno}. De�xte ìti h A e�nai �lgebra sto
N, all� den e�nai σ-�lgebra sto N.2. 'Estw M mia σ-�lgebra sto X pou èqei �peira stoiqe�a. De�xte ìti:(a) H M perièqei mia �peirh akolouj�a xènwn an� dÔo sunìlwn.(b) H M èqei uperarijm sima to pl jo
 stoiqe�a.3. 'Estw (X,M, µ) q¸ro
 mètrou. An (En)n e�nai mia akolouj�a sunìlwn sthn M, or�zoume
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En.(a) De�xte ìti lim supEn = {x ∈ X : x ∈ En gia �peira n},

lim inf En = {x ∈ X : x ∈ En gia ìla ektì
 apì peperasmèna n}.(b) De�xte ìti µ(lim inf En) ≤ lim inf µ(En). Ep�sh
, an µ
(
⋃
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< ∞, tìte µ(lim sup En) ≥
lim supµ(En).4. 'Estw (X,M, µ) q¸ro
 mètrou kai (Ej) mia akolouj�a sthn M me thn idiìthta ∑

∞

j=1
µ(Ej) <

∞. De�xte ìti µ
(

lim supj Ej

)

= 0.5. 'Estw A ⊆ P(X) mia �lgebra. Gr�foumeAσ gia thn oikogèneia ìlwn twn arijm simwn en¸sewnstoiqe�wn th
 A kai Aσδ gia thn oikogèneia ìlwn twn arijm simwn tom¸n stoiqe�wn th
 Aσ. 'Estw
µ0 èna promètro sthn A kai µ∗ to ant�stoiqo exwterikì mètro. De�xte ta ex 
.(a) Gia k�je E ⊆ X kai k�je ε > 0 up�rqei A ∈ Aσ tètoio ¸ste E ⊆ A kai µ∗(A) ≤ µ∗(E) + ε.(b) An µ∗(E) < ∞, tìte to E e�nai µ∗-metr simo an kai mìno an up�rqei B ∈ Aσδ tètoio ¸ste
E ⊆ B kai µ∗(B \ E) = 0.(g) An to µ0 e�nai σ-peperasmèno, tìte sto (b) den qrei�zetai na k�noume thn upìjesh µ∗(E) < ∞.6. 'Estw µ∗ to exwterikì mètro pou ep�getai sto X apì to peperasmèno promètro µ0. Giak�je E ⊆ X or�zoume to eswterikì mètro µ∗(E) tou E apì th sqèsh

µ∗(E) = µ0(X) − µ∗(Ec).De�xte ìti to E e�nai µ∗-metr simo an kai mìno an µ∗(E) = µ∗(E).7. 'Estw F : R → R aÔxousa kai dexi� suneq 
 sun�rthsh. An µF e�nai to ant�stoiqo Borelmètro, de�xte ìti: gia k�je a, b ∈ R, µF ({a}) = F (a) − F (a−), µF ([a, b)) = F (b−) − F (a−),
µF ([a, b]) = F (b) − F (a−), kai µF ((a, b)) = F (b−) − F (a).8. An µ e�nai mètro Borel sto R pou ikanopoie� µ((a, b]) < ∞ ìtan a, b ∈ R kai a ≤ b tìte hsun�rthsh F : R → R me

F (x) =







µ((0, x]), x > 0
0, x = 0

−µ((x, 0]), x < 0e�nai aÔxousa kai dexi� suneq 
 kai µF = µ.9. K�je mètro Borel sto R tètoio ¸ste µ((a, b]) < ∞ ìtan a, b ∈ R kai a ≤ b ikanopoie�, giak�je µ-metr simo sÔnolo E ⊆ R,
µ(E) = inf

{

∞
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⋃
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}

.[Upìdeixh: Gia thn �≤�, qrhsimopoie�ste ìti k�je anoiktì di�sthma (a, b) e�nai th
 morf 
 (a, b) =
∪n(cn, cn+1] (giat�?). Gia thn �≥�, qrhsimopoie�ste ìti µ = µF ìpou F dexi� suneq 
.℄



10. 'Estw E èna Lebesgue metr simo sÔnolo me m(E) > 0. De�xte ìti to E perièqei èna mhmetr simo sÔnolo. [Upìdeixh: De�xte pr¸ta ìti mpore�te na upojèsete ìti E ⊆ [0, 1]. Katìpin,mimhje�te thn apìdeixh th
 Ôparxh
 mh metr simou uposunìlou th
 perifèreia
 S1 ≃ [0, 1).℄11. 'Estw E Lebesgue metr simo sÔnolo me m(E) > 0. De�xte ìti gia k�je α ∈ (0, 1) up�rqeianoiqtì di�sthma I tètoio ¸ste m(E ∩ I) > αm(I).12. 'Estw E Lebesgue metr simo sÔnolo me m(E) > 0. De�xte ìti to sÔnolo E − E := {x − y :
x, y ∈ E} perièqei èna di�sthma me kèntro to 0. [Upìdeixh: Apì thn prohgoÔmenh �skhsh, up�rqeianoiqtì di�sthma I tètoio ¸ste m(E ∩ I) > 3m(I)/4.℄13. 'Estw N ⊂ R me m(N) = 0. De�xte ìti to sÔnolo Z = {x2 : x ∈ N} èqei mètro m(Z) = 0.14. 'Estw δ ∈ (0, 1). Kataskeu�ste èna uposÔnolo Cδ tou [0, 1] akolouj¸nta
 ta b mata th
kataskeu 
 tou sunìlou tou Cantor, me th diafor� ìti: sto k-b ma, apì k�je di�sthma afaire�teèna anoiktì upodi�sthma m kou
 δ/3k. De�xte ìti to Cδ e�nai tèleio, èqei mètro µ(Cδ) = 1 − δ,kai den perièqei kanèna di�sthma.


